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RESUMEN: En este trabajo estudiamos
los espacios de Sobolev modelados en
L2 caso periédico. Probamos importantes
resultados de este espacio, su conexiéon con
los P(2)-con peso, mediante la transformada
de Fourier generalizada; tratamos sus
inmersiones densas e inmersiones de
Sobolev cuando s>} y se evidencia una
operacion producto que lo hace un éalgebra
de Banach. Finalmente, damos algunos
comentarios y aplicaciones a ecuaciones de
evolucion.
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space, its connection with the P(2)-with
weight, through the generalized Fourier
transform; we treat its dense immersions
and Sobolev immersions when s>] and
a product operation is evidenced, which
makes it a Banach algebra. Finally, we
give some comments and applications to
equations of evolution.
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11 INTRODUCCION

En este artitulo estudiaremos los
espacios de Sobolev modelados en L2caso
periddico. Para obtenerinformacion general
de espacios de Sobolev modelados en L»,
podemos citar Adams [1]. Estos espacios
son sumamente Utiles en el analisis de
las ecuaciones diferenciales parciales.
Para visualizar su riqueza en el andlisis de
algunas ecuaciones de evolucion, citamos
(21, [3], [5], [6], [7], [8]-[13].

Es importante enfatizar que estos
espacios permiten hacer una clasificacion
de las distribuciones periédicas, en funcién
de sus regularidades. Como referencia

Matematica: O sujeito e o conhecimento matematico 2

Capitulo 6

66



para este articulo, citamos a lorio [3].

Queremos resaltar que lorio [3] es fuente tedrica, de ideas y problemas propuestos.
No podemos dejar de mencionar la riqueza de informacion de Terence [15] y Kato [4]. Y
para el caso periddico también es importante mencionar a Linares and Ponce [5].

Nuestro trabajo esta organizado como sigue. En la seccién 2, damos los resultados
preliminares necesarios para la comprension de este articulo. Asi, tratamos intuitivamente
la convergencia en IR de la funcion Zeta de Riemann, estudiamos los espacios Fcon peso:
1P, introducimos la desigualdad de Young para la convoluciéon de sucesiones numeéricas,
estudiamos desigualdades tipo potencias en IR, damos la definicion de Algebra de Banach
y finalmente presentamos un diagrama que resume las inclusiones continuas e inmersiones
densas en las distribuciones periddicas. En la seccion 3, intoducimos los espacios de
Sobolev periddico: Hsper y sus propiedades. En la seccidén 4, estudiamos las inclusiones
densas de H° . En la seccion 5, caracterizamos los espacios H°, cuando s es un nimero
natural. En la seccidn 6, estudiamos los espacios Hspercuando s>}, probando el importante
Lema de

Inmersion de Sobolev. En la seccion 7, obtenemos una operacion producto en H°
cuando s>}, que lo hace a H°, un Algebra de Banach.

En la seccion 8 presentamos un diagrama que resume las inclusiones continuas
e inmersiones densas en H° . Y comentamos de su aplicacion en las ecuaciones de
evolucion.

Finalmente, en la seccion 9, damos las conclusiones de nuestro estudio.

21 PRELIMINARES

2.1 La funcién Zeta de Riemann: Convergencia

Introducimos la funcién Zeta de Riemann ¢(r), que esta definida por la serie de Dirich-
let

- T
k=1 k
y que probaremos su convergencia cuando r > 1.

También, introducimos las siguientes proposiciones:
Proposicion 2.1 Se verifca la igualdad

+oo 1
D= i
= k 1 T
desde que la funcion f, f(z) := % es decreciente, continua y positiva en [1,+%).

Luego, de la igualdad prevna se obtiene:
Proposicion 2.2 La serie Z 7= converge si y solo si la intengral f o L dz existe.
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Finalmente, todo se reduce a querer saber ;para que valores r la integral existe?
La respuesta es la siguiente:

Proposicion 2.3 La integral f1*°° Ildx existe si y solamente sir>1.

Prueba.- Esto se deduce rapidamente de los siguientes casos

1 L
/+midz: ' om ppomriy =) eae sir>l
1 " r—1 M-t +oo, sir<l1

+oo ]
/ —dr = lim {Ln(M)-Ln(l)} =+cc, si r=1.
1 x M—+o0

Finalmente, de estas proposiciones podemos concluir con la prueba del siguiente
importante resultado.
Proposicion 2.4 La funcion Zeta de Riemann esta bien definida. i.e. La serie

+oo 1
> %
k=1 k
es convergente sir>1.
Proposicioén 2.5 si s>} entonces
—s— < X
k=—00 (1 + kQ)S
Prueba.- De la Proposicion previa haciendo 2s = r > 1, se tiene la convergencia de
¢(2s).
2.2 Los espacios P (2)
Definicion 2.1 Seas € IR y 1 < p <, definimos el conjunto:

+oo
P(Z) = {(xn)ggo_oo,xn €C; > (1+n?)|z, < oo}

n=—0oo

con dos operaciones:

(ﬂ:n) T (yn) = (In + yn) 3 (Iﬂ}t‘ (yn} € Eg(Z}
AMxzp) = (Azn), Ae@, (xz,)€lB(Z).

Asi, 1P(2) con esas operaciones es un @-espacio vectorial. Introducimos la
aplicacion

+00 %
1) lls.p = ( > (1+n2)slfvnlp>

n=—oo
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que hace de /P(2) un espacio normado y completo, esto es (/(2), Il - Ilsyp) es un
espacio de Banach.

Vemos que si s = 0 entonces /(2) = P(2).

A continuaciéon se obtienen los siguientes resultados, cuya prueba puede ser
encontrada en [14].

Proposicion 2.6 La normal ll - Ils,p viene de un producto interno siy solamente si p =
2. Esto es, si p#2, la normalll - "s, ,No viene de un producto interno. El casop =2, Il - IIS,2 es
la norma inducida del producto interno < -,- >_definido en |2(2) por

+00
<,y >gi= Z (1 + k?)*z,7%

k=—00

parax=(X),.» Y= (V) .,€nl2(2). Esto es,

~+00 2
lzlls2 = llzl<,> = | Do (L4 &) |zl
k=—0o0
Proposicién 2.7 |2 (2) es un espacio de Hilbert, Reflexivo con (I3(2))'= I1X(2) y
Separable.

2.3 Convolucidon de sucesiones numéricas. La desigualdad de Young y
generalizacion
Definicion 2.2 (Convolucion de sucesiones numéricas) Sean a y 3 sucesiones,
la convolucion de a y B es la sucesion a « 3 definida por
400

(axB),= % aB, siempre que tenga sentido.

j=
Se satisface la siguiente importante desigualdad, que sera usado en la demostracion
de que H°, es un algebra de Banach si s>].
Proposicion 2.8 (Desigualdad de Young) Seana € I'y B € P entonces la convolucion
de a y B satisface:a~pB € Py
lla « Bl < llall 1Bl .
En particular, para todo a € I' fijado, la aplicacion L definida por

L:? — 2
B — axf

es un operador lineal acotado de P con cota: LIl < llall ;.
Prueba.- Tomando médulo a (a«B), y considerando |«;| = |loj|2|o;|2 € inmediatamente
aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwartz, se consigue para todo k € Z:
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+o0o

(axB)l < D Byl

j=—00
= 1 1
= Y lajlz(Joy|2[Br—j])
j=—00
1 1
+o0 2 | 4oo 2
< > oyl > lallBrl?
j=o0 j=—o0
1| = 2
= g | D leyllBessl?| - 1)

j=—o0

Elevando al cuadrado la desigualdada (2.1), sumando sobre k e intercambiando el

orden de la suma obtenemos

‘oo
laxplz = 3 I(axBk?
j=—oc
+oo

+oo
lalle - > loyllBe—sl?

<
k=—oo j=—o0
+oo +oo
= el > lagl D 18—l
j=—o0 k=—o0a
+oo +oo 5
= el | D lagl| D= 18wl
j=—oo =—0a
= |l 1817 -

A seguir introducimos una generalizacion de la Desigualdad de Young.
Proposicion 2.9 Seana€ Py 8 € FFtal que 119 + % =1+1con1s<p,qrso entonces
la convolucién de a y B satisface:a* B € l'y
lla* Bl < llall Bl

2.4 Importantes Acotaciones

A continuacién, tenemos un importante resultado, util en la prueba de que Hspe, es
algebra de Banach si s>].
Lema 2.1 Seanay b € [0,°) y s =0. Entonces existen constantes positivas m_ y M,
dependiendo unicamente de s, tal que
m(a+ b%) < (a+ b)*s M(a°+ b). (2.2)
Prueba.- Si a =0, no hay nada que probar. Asi, consideramos a >0. Ahora, podemos
observar que (2.2) es equivalente a

O T e 0
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Asi, es suficiente probar que existen m_y M_tal que
m+r)s(+n°<M(1+r),Vre[0,»). (2.4)
Observamos que para todo r, s = 0, tenemos
1<s(1+n°yrs>1+rs,
y sumando ambas desigualdades se consigue:
1<1+r<2(1+70s,

i.e.
1 14+17)°
5 S (172 s VT', S Z 0
<~ tr (2.5)
Mme:=
Ahora, para r > 1, tenemos
(1 +nss(r+n0s=(2nN°=2r<251 + r),
S
71+1"5 <2, ¥r>1 (2.6)
Observamos que la funcion F(T) = (}:t:l >0 es continua en el compacto [0,1],
luego ella alcanza maximo y minimo en ese intervalo, i.e. 3r,€ [0,1] tal que
0< F = in F
(r1) min (r) y
0< F(re) = méx F(r). (2.7)
rel0,1]

Observamos que F nunca se anula en [0,1], entonces F(r) > 0. Ahora, de (2.6) y
(2.7), basta tomar el maximo entre 2°y F(r,), es decir
(147r)®

F(T) = m § Ms = méX{2S,F(T2)}, Vr Z O (28)

De (2.5) y (2.8) se concluye.
2.5 Algebra de Banach

Definicién 2.3 Un Algebra de Banach es un espacio de Banach X, con un produto
(x,y) € Xx X— xy € Xtal que, Vx,y,z€ Xy Vre (I se satisfacen

a) (xy)z = x(yz),

b) r(xy) = (rX)y = x(ry),

C)(x+y)z=xz+yz,

d) lIxyll X < XXyl X .

2.6 Diagrama resumen de Distribuciones Peridédicas

Definicion 2.4 Sea
P: = CX.([-mmn])

per

’

el espacio de las funciones f: IR — ' infinitamente diferenciable y periddica con
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periodo 211
Este espacio es un espacio métrico completo.
También,

P := {T:P —( lineal tal que 3y, € Py
m™
< T, >= lim f Yn(z)p(z)de, Yo e P }
n—s4oo o
= (P).
Esto es, Pes el dual topologico de P. Asi, Pes llamado el espacio de las Distribuciones
Periodicas.

Ahora, queremos resumir mediante com diagrama las importantes ropriedades de

las distribuciones periédicas P.
Esto es, las siguientes inclusiones son continuas com imagen densa

P < LY -ma]) — P
ATV ATV ATV
S(Z2) = B(2Z) < S(2)

donde S(2) es el espacio de las sucesiones Rapidamente Decrecientes (R.D.),
definido por

+o00 +o00
S(Z):=qa=()rez, ar €C/ Y |ag|<ooy > |og|lk]" <oo, ¥n>1

k=—00 k=—0o0

y S(2) es el espacio de las sucesiones de Crecimiento Lento (C.L.), definido por

§(Z):= {:1- = (p)rez, op €@ /IC >0,3IN € IN con |ag| < Clk|N, vk £ n} .

31 LOS ESPACIOS HSPE,Y PROPIEDADES
Empezamos esta seccion introduciendo la siguiente definicion.
Definicion 3.1 Sea s € IR, definimos

+oo
Hy,,.([—m, @) := { f € P tal que Z A+ k) If(k)2 <00y C P
k=—00
Observacion 3.1 Sea s € IR, se verifica que Hpe, := Hp,,. ([T, 7]) es un espacio
vectorial. Definicion 3.2 Sea s € IR, definimos en K la aplicacion Il - Il

+o00 . 2
1flls == (271' > (1+|k|2)5|f(k)l2> » [ € Hper,
k

=—00
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Observacion 3.2 La aplicacion Il - Il es una norma en H° . Asi, (H°, Il - Il ) es un
espacio normado.

Observacion 3.3 Para s € IR, se verifican las siguientes equivalencias:

feHy & (L+EP)3fKR), _ €P(2) & ()2 =Fell(2)
donde I3(Z) = {a = (a)rez tal que k:zio (14 |k[?)*|ew* < oo} y Z(2), 1+ i2) es

un espacio normado, con la norma

400 2

ladlz = {20 D0 (14 [k*)*|of?

k=—o0c

asi, 1fls = 11 flzz-
Observe que [ - ng = V27| - [[s,2-
Definicion 3.3 Para s € IR, definimos en Hsper la aplicacion < -, >,

+oo o

<fig>s=2m Y (L+ k) F(k)g(k)

k=—00
Observacion 3.4 Para s € IR, se verifica que (H* o<’ >) es un espacio de Hilbert,

i.e. el espacio_H°,, es_completo.
Observacion 3.5 Para s = 0, tenemos

feHS, & fel?(2) & fe L (-],

per

1fllzg,, = V2Rl Flee = 1/ 1l 2 () -

per

41 INCLUSIONES DENSAS

Proposicion 4.1 Se satisface la siguiente inclusién

PCHp,, VselR

y ademas dicha inclusion es densa, i.e. Pl — Hp.,, VseIR.

Prueba.- En efecto, primero probaremos que P c Hspe,, pues esto implica P ""per ¢
H o

Recordemos que P c P, via T, = u, donde < Tu,¢ >= [ _¢(z)u(x)dz, Yo € P.
También en Pvale:

+o0

= Z fi(k)e™ ™

k=—mg

Asi, para u € Pvalen las siguientes igualdades:
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~+o0 400

u = N w(k)e* = N iki(k)e™

k=—oo k=—oo

+1 - - +1 -
u’ = Z u"(i:‘]f.'*ki' = Z (—kz\]-&{k)&!“

k=—ma k=—oa

y asi sucesivamente, se cumple para todas las derivadas de u, i.e.

ul? = 3" wd(k)e™ = 3 (ik))ii(k)e™ .
k=—oc k=—o0
Si u € P entonces vale la identidad de Parseval, y como las v/también estan en P
paraj=1,2,..., también vale la identidad de Parseval para estas funciones. Aplicamos esto

a uy urespectivamente:

1 T 2 = o~ 2
o [ @l = X ) <. (1)
- k=—o00
1 T ! 2 = ~ 2 = 21~ 2
on | W@F = X W= 3 HlahP <. (42)
- k=—00 k=—cc
Sumando (4.1) y (4.2) obtenemos
I = _
g/ {lu@)]” + [/ (@)Y dz = Y L+ k)[ak)* < oo
T k=—o00
iew € Hy,, yue H ([—m,7]).

Obviamente de (4.1) tenemos que u € I-Ppe,.
Asi, por la Identidad de Parseval aplicado a v/, paraj=1,2,..., tenemos

“+o0 —+o00

%/ﬂ' |u3(gc)‘2dx: Z ’ZE(}{:)‘Q _ Z kZJ‘iL\(]{:)‘Q < . 4.3)

k=—0c0 k=—00
. Usando la Férmula del binomio de Newton, para s € Z* obtenemos (1 + |kl?)s =
> Cj|k|*, donde
3=0 i '
s 1 s!
€= ( j ) “FLCTO T e
y de la afirmacién (4.3) obtenemos
“+o00
Yo (L+[EP)ak)? < oo
k=—00
i.e.UE Hsper para s € Z*.
Para el caso s € IR, sabemos que existe m € Z*tal que s < my vale la desigualdad
(1 +1k2)s< (1 + k&)™,

luego
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+oo +oo
Do EP k)P < D0 (L4 [k uk)? < oo,
k=—00 k=—00
ie.ue K paraselR".
Para s € IR-tenemos s = -r, con r € IR*y vale 1 < (1 + |kl?), de donde se obtiene 1
< (1 +1k?), esto es
2\s 1
IR = ey =1

y usando (4.1) obtenemos

+o0 oo
o A+[EPatk)? < Y- Jak)P < oo,
k=—oc0 k=00

i.e. u€ H°, para s € IR Asi, hemos probado que P’ C Hp,., Vs € IR,

Observe que también se puede usar la version generalizada del binomio de Newton.

Ahora probaremos que H,., C Pl para esto, sea 9 € Hp,, definimos a, tal
que

[ siH<n
o (k) = { 0 silk|>n.

Afirmamos que a, € S(2). En efecto, para n fijo tenemos que
“+o00

> Nkl lan(k)] = > kP lg(k)] < oo, Vj.

k=—o0 k=—n
too £ hs. -_—
Luego, 9n = a¥ = ¥ an(k)e™ con gn € P ¥ Gn = an.
k=—o0

Ademas, se verifica

+00
lgn = gll2 = 21 > (L+|k[*)*[gn(k) — g(k)?
k=—o0
= 2 Y (L+[kP)’[g(k)]* — 0
|k|>n

cuando n — +, pues g € H° . Esto es, 3g € Ptal que llg, - gll,— 0 cuando n —
4+ je. g€ Pl
Proposicion 4.2 Sea s,r € IR tal que s = r entonces K ¢ K, - le. K esta

inmerso continuamente y densamente en H°, y vale

[fllr < 1 flls> Vf € Hpe,

En particular, tenemos que si s = 0, entonces

ngr C LQ([_T‘-7 ﬂ'])

Ademas , vale la identificacion “isométricamente isomorfo”
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(H;er) =4 pe'r ) Vs € ]R
donde la dualidad es implementada por el par

< f,g>«=2m Z f(k k)a Vf e per’geH (4.4)

k=—00

Prueba.- Como 1 < (1 + |kl?) entonces (1 + |kl2)"< (1 + |kI?)ssi r < s. Asi, se satisface

(1 + k)T .
[]EWEI gl = 8.
(4.5)
Usando (4.5) tenemos
400 400 2\7
27| T (2 (1 + [k[) 28| 7/ 1112
SOA+ERDIFRP = > W(“‘W )P f (k)|
k=—0o0 k=—00. ,
<1
+00 =
< D AHEPYIFRP < o
k=—00 (4.6)
siempre que f € Hp,. Multiplicando por 21t a ambos lados de la desigualdad (4.6)
obtenemos que [ € Hy,, =i f € H  (ie H; C HL ) yademas
Al <Al .

Con esto se ha probado la inclusién continua.
. . - e |
A seguir probaremOﬁ Hque la inclusion es densa, i.e. ., = Hp,.,. En efecto,
T s
basta mostrarH ., C Hy.," .

Seag € Hper entonces usando la densidad de £ en ngr tenemos que existe g,
€ Ptal quegn — g €11 ngr Como tambiént” C Hper, entonces9n € H;fer Y9n — 9

s Il
enlanormall - Il entoncesg € Hpe, .
Sife Hpe;s, la igualdad (4.4) nos permite definir L,como:

Lf(g) =< f,g>«, Vg€ H per

Esta L,es un funcional lineal continuo en H*_ . Esto es, L es lineal con LM < Ifi_,
i.e.Lf € (Hs )

per

Sea¢ S ( per) utilizando el Teorema de Representacion de Riesz tenemos que
Jl¢ € Hy,, tal que

lpll = N, 4.7)
y
<t¢,9> = <g,0>, Vg€ Hp, .8)
Asi, de (4.8) tenemos
Matematica: O sujeito e o conhecimento matematico 2 Capitulo 6

76



<,g> = <g,0 >

+oo =~
= 2m Y (14 [k*)*G(k)o(k)

k=—o00
o0 -
= 27 > G(k)(1+ k*) o (k)
k=—0c0
+oo
= 27 > G(k)(1+ k2 (k)
k=—00 . (4.9)

Sabemos que ¢ € Hy,, entonces

(@+kP)2om), el

(4.10)
Si definimos
k) = (1 + [k2)*0(k) , Vk € Z, (@.11)
tenemos que fe H . En efecto, de la definicion (4.11) de f(k) y (4.10) tenemos
“+o0
Z A+ R IF R = >0 @+ R 711+ [k[2)*6 (k)]
k=—o00 k=—o00
+00 =N
= Y (A+[EP) (k)P < 0.
k=—00 (4.12)

De (4.9) tenemos que existe f€ H°  tal que

<v.g> = 21 Y Glk)f(k)

k=—o0

= <f.g>
= Ly(g), Vg€ Hpy,, (4.13)

i.e. para?,b S ( per) existef € H per S tal que Y = L,
De (4.12) y (4.7 ) tenemos que

IF12s = lll2
= [¥lP,
de donde concluimos que lIfl__= llyll. Esto es (Hspe,)' es isométricamente isomorfo a
He .
per’
51 CARACTERIZACION DE H’"per,m €IN

Proposicion 5.1 (Caracterizacion de H" _, con m € IN) Sea m € IN entonces

per’

fe pers,,ajf f] € LIQ)@T, Vi e {0,1,... ,m},
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donde la derivada es tomada en el sentido de Py = f.
Ademas, las normas II-Il_ y 11l son equivalentes, i.e. existen constantes positivas
A,y B, tal que Am|| fllm < [ flllm < Bl fllm , VI € Hpe,, donde

m 2

1 lm 2= | D 1107 £117
j=0

Prueba.- Seaf € H peT, entonces

(A + kP k) el

kez . (5.14)

Por otro lado, observamos que

|(ik)! F (k)| = [iklP | f(R) < (1+ [K[) 2 |f (k)] om. (5.15)
En efecto,
1< 1+ K%
k| < (14 [RR)E <[+ [BR)E™
kP <[+ [REY < [(1+ (k)2
paraj=0,1,...m L
Luego, de (5.14) y (5.15) tenemos que ((ik)]-f(k))k,ez S para j=0,1, ..., m.
Como |fi(k)| = |(ik)!f(k)| paraj=0,1,..., m, entonces (F(k), _, € I* para j =0,1. ..,
my por lo tanto f1 e L*([-m,7)) paraj=0,1,..., my asila Identidad de Parseval y (5.15)
nos permite realizar la siguiente estimativa
m .
A = D113
j=0
m —_
= 2r Y lIFI
j=0
m .o~
= 2wy (k) fli
j=0
m 400
= 2772 Z |(ik jf
7=0k=—cc
m 400 .
< 2wy Y (L [RPD)TFR)P
7=0k=—cc
m
= D Il
j=0
= (m+1)|fln (5.16)
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ek [flllm < vVm+1]flm-
Reciprocamente, si f7 € L(]-m, 7)) Vi =0,1,...m, entonces fi € 2, i.e.
ik) f(k ) el?.
(@R7Fk)),_,
Ahora, recordemos que || =1y que (1+[ik]*)™ = ]gocg'liklzj con ¢j = < T > Asi,

usando esto y la Identidad de Parseval obtenemos

+o0
17 = 2n > (L4 k)™ (k)
k=—o0c
+o0 m ] N
= 2m Y | D qlikl? | F (k)
k=—o0 \j=0
m 00 .
ST B SO T;
Jj=0 j=—00
= 2> o7l
j=0
ml .
= Dl
=0
< max ¢;j 2 <.
< (36{05____7?1} ;) 1112

Es decir, [|f[lm < \/mé’xje{o,...,m} ¢ |l fllm o mejor &un

1
N ”f“m < |||f‘”m .
\/ aXjef0,...,m} €

61 LEMA DE INMERSION DE SOBOLEV

El siguiente lema es usado fundamentalmente en el estudio de ecuaciones de
evolucion no lineal.

Teorema 6.1 Si s>} entonces se verifican

1. La serie de Fourier de f € Hsper converge absoluta y uniformemente en [-1,T, i.e.
la serie de Fourier de f

+oo )
> flk)e™
k=—oc

converge absoluta y uniformemente en [-Ti,1].

2. Lema de Inmersion de Sobolev: Hspe, c Cpe con inclusion continua, i.e. a f €

r
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too . .
H,. le hace corresponder la funcion g € Cper, donde g(x) = - f(k)e** y satisface

Fet(z)y o
lglloe < Iflln < Csllflls, Vf € Hp,,. (6.17)
donde
1
1| i :
Cy=— L+ k)~
o L;OO( k) ]

Prueba.- Recordemos previamente que si s>} entonces

+o0 %
[ Z (1+|k|2)_5] < o0
k=—co } (6.18)

Desde que s>} usamos (6.18) y la desigualdad de Cauchy-Schwarz para conseguir

~

k=——o0 e (1 |k[2)2
+oo 2 +o0 2
< 1> WHIEPYIf(R)P > (kP
k=—00 k=—o0
1
1 T ’
= —=Ifls | D, Q+k)®] < .
27 k=—oo (6.19)

Asi, (J?(k)) ke el y ademas debido al M-test de Wierstrass tenemos que la serie
de Fourier de f

+oo )
Z f(k:)ezk::c

k=—cc

converge absolutamente y uniformemente en [-, 1. Asi, si definimos

too )
g(x) = Y flk)e™,

k=—o00
tenemos que g € Cpe,([—n,n]).

Afirmamos que f= g en P. En efecto,

<g.0> = [ @l

™ 1o - .
= [ % fwetot)ds

T k=—00
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too )
- Y W / ¢ p(z)dr

™
k=—o0 -

Too o~ ~
= 2 Y f(k)¢(—Fk)
k=—o00
= < f,op>,VopeP,
donde hemos usado la Generalizacion de la Identidad de Parseval. En conclusion,
f=genP.
De (6.19) conseguimos

N

+oo 1 +o0
g@)| < Y7 1fRI< —=Ifls| Do A+ k> , Vo€ [-n7]
k=—00 2m k=—o00 .
Tomando supremo obtenemos JFE Mz)y
1
- 1 I 2
lglloo < IFlln € —== | Do A+EA7] 1
V2T oo
Cs:= ) (6.20)

S
La continuidad de la aplicacion :f € Hper A CP@T, es consecuencia de (6.20).

71 H° ES UN ALGEBRA DE BANACH PARA s>)

Introduciremos la siguiente operacién en Hspe,cuandos S (%, OO)-
Definicién 7.1 Sea f, g € H,,, con s>}, debido al Lema de inmersion de Sobolev

podemos definir el producto de fcon g por

<t9.0>= [ falg)ofa)de, Vo€ P,

Vemos que f.g € Cpe,c P'y probaremos que con este producto HSper esun Algebra de
Banach siempre que s>].

Teorema 7.1 Si s>} entonces HSPer es un Algebra de Banach. En particular, existe
uma constante positiva K, dependiendo unicamente de s tal que

HngS SI(SHfHSHgHSa VfageH;er_

Prueba.- Como s>}, usando el Lema de Inmersion de Sobolev, obtenemos
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Fow) = 5= [ s@gtre*da

1 T too . .
= [ X T ) awe e
™ \J

j=—00

_ }: 7 ./ g(@)e— k=T gy

j—foo

+oo
= Y FG)gtk - )

j==oc

= (F*9)k).
=1

) (7.21)
b= |k|?

S
Usando el Lema 2.1 con ¢ ’ Y 2, tenemos que

(14 1K1%)2 < My(1+[k|°) < My(1+ |k —51° + %), Vh.j € Z, 29

donde M. es una constante positiva. Por lo tanto
(1+ k%) Z
< (L+ k)2 Z Mgk = 5)|
n
<M > [+ [k =5+ IFTFG)IGE - )]

{IFONG0 = DI+ 1FG)Ik = 31150 = )] + 1L FG) gtk — )}

H
iw

= {Z Dlgk - J|+Z|f )E = 31°lg(k =)

— j=—n

+ Z 51°1F )Gk )I}

j=-n (7.23)
Como | - | es continua, tomando limite a (7.23) cuando n — +%, obtenemos
(1 + |k Z 1
j=—00
+o00
<M. ST FGIgh — )l + Z HOILEFINEEEE]
j=—00 j=—00
+00 N
+ > iPIFOIgE = )
Jj=—00
= M A{(F = G)(k) + (F' = R)(k) + (S G)(k)} , (7.24)

donde
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G(k) = lg(k)],Vk e Z,

~

F(k) = |f(k)|,Vke Z,
R(k) = [k[’lg(k)|.VEk € Z,
S(k) = |kI*|f(k)|,Vk € Z.
Observamos que
+oo +oo +oo
SOOIRkP = DO EPIG®IE = D> kPgR)”?
k=—co k=—o0 k=—co
-+oco
< > A+ [EP)gHE)?
k=—c0

1
= %Hgﬂg < o0,

puesg € Hp,,. Asi,

9 1
R= (Rikez € 1°(2) y |Rl;2 < mllglls' 25
Analogamente, tenemos que
“+o00 “+o00 =R “+o0 =R
YooSkP= Y0 NRPIFBIP = Y0 (KPR
k=—o00 k=—o00 k=—o00
+00 .
< D AHEPIFR)P
k=—o00
1 2
= ol < o,
puesf € ngr. Asi,
$ = (Suez € B(2) v Ille < =l (7.26)

Para f, g€ ngr, s > % usando el Lema de inmersién de Sobolev, obtenemos:

F.fetz) v |fln <Clifls. (7.27)
G,gel2) v |glln < Cslglls- (7.28)

Por otro lado, como s > % >0 entonces H3,, C L%([—m, 7). Asi, si f € Hp,,

per
entonces f € L([-1,m]). Luego,fe lQ(Z) y
\fl € (2). (7.29)
ot

Analogamente, para g € H° se obtiene g € L*([-T,T). Luego, § € I (Z) y
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lfil/ c?(2). (7.30)
=G

Como Fe I'(2) y G € P(2), usando la desigualdad de Young obtenemos
F+Gel’(Z) y IF+Glp < |FlnllGlle - (7.31)
Tambien, como F € '(2) y R € P(2), usando la desigualdad de Young obtenemos
FxRel*(Z) y |[F*Rlp <|Flls|Rle- (7.32)
Como S € P(2) y G € I'(2), usando la desigualdad de Young obtenemos
S+xGel*(Z) y IF+Glp < ISlelGll - (7.33)
De (7.31), (7.32) y (7.33) obtenemos
w:=F+G+FxR+S+Gel*(Z). (7.34)

Definiendo

+oo
up =1+ k)2 Y f)ak—j), Vke Z.

j=—00

De (7.24) tenemos
Jul < Myw(k), w(k) >0, Vk e Z,
entonces
lug|® < M2 |w(k)?, Vk € Z.

Sumando, obtenemos

+00 +00
o P <MY fw(k)® < oo,

k=—o00 k=—00

=llwl%

pues w € I3(2).
Por lo tanto,

u=(uez € P(Z) ¥ |ullie < Mslwl;z - (7.39)

Usando (7.21) y (7.35) conseguimos

+00
27 Z (1+ |k|?)*

k=—cc

I/l Faw)|

2

+o0
S FG)ak - 4)

j=—00

+00
2m Y (L+[k[*)°
k=—00

27l
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= 27 M?2||w| .

ie.
I £glls < V2rM|Jwl> - (7.36)
Asi, tenemos
lwllpg = |[F+xG+FxR+ 5G|
< |[F Gl + |[F Rl + |8 Gz (7.37)

Observamos que 1 < (1+k?)simplica |g(k)I12< (1+k?)*lg(k)|2, y que sumando obtenemos

+00
> lg(k)? < Z L +K)g(k)* < oo,
k=—o00 k=—o00

desde queg € Hp,,. Luego

_ 1
9l < 5—lglls (7.38)

De (7.31), (7.27), (7.30) y (7.38) obtenemos:

IA

1+ G2 I [Gllee

£l 113112
1
Cs s — s
1
—=Cs||flsllglls - 7.39

IN

De (7.32), (7.25) y (7.27) tenemos

IF Rl < [Fla|Rl
||f\|p\/%ngns
< Cs\lf\ls\/%Hglls
\/LQ_Wcsnfusngns. (7.40)

e (7.33), (7.26) y (7.28) obtenemos

IA

1S+ G2 [1Sl:211G I
1 .
N 11l 11g 11z

1
\/T—Trl\fllsc’sllglls
1
= ﬁCstllsIIgHs- (7.41)

Usando (7.39), (7.40) y (7.41) en (7.37) tenemos

Matematica: O sujeito e o conhecimento matematico 2 Capitulo 6

85



3Cs
mllf\lsl\gll.s-~ (7.42)

Usando (7.42) en (7.36) conseguimos

1fglls = 3MCs || fllsllglls -
I( —

[wllz <

er’

Corolario 7.1 Si s > %entonces}’?] cl?(Z), Vf, g€ Hp

81 DIAGRAMA RESUMEN DE LOS ESPACIOSH?

per
Finalmente, queremos resumir mediante un diagrama, las importantes propiedades
B S
de los espacios de Sobolevaer.
Esto es, cuando s >0, las siguientes inclusiones son continuas con imagen densa

HS, — H° =IL*[-mna]) — H

per per pe'r
ATV ATV ATV
2(2) 2(2) - 2,

Todo lo estudiado, lo usamos en el andlisis de existencia y dependencia continua de
la solucién de una ecuacion de evolucion, realizando en el proceso una serie de calculos y
aproximaciones.

Podemos citar algunos articulos que usan los resultados obtenidos para estudiar la
existencia de solucion de la ecuacién del calor, onda, Schrodinger, entre otras ecuaciones
de evolucion; asi, por ejemplo: [2], [3], [5], [6], [7], [8]-[13] y [15].

91 CONCLUSIONES

En nuestro estudio de los espacios de Sobolev modelados en L2 caso periédico,
hemos realizado lo siguiente:
1. Probamos importantes resultados de este espacio distribucional infinito

dimensional, resaltando su conexién con los P(2) con peso, mediante la transformada
de Fourier generalizada.

2. Probamos que las inmersiones son densas y la inmersion de Sobolev cuando
1

5> 3

3. Evidenciamos una operacion producto en H,_ que lo hace un algebra de Banach

cuandos > %

4. Finalmente, la riqueza de las propiedades de H*, permite aplicar a ecuaciones
de evolucion, en el estudio de existencia de solucion, con la libertad de poder usar
en otras aplicaciones.

Matematica: O sujeito e o conhecimento matematico 2 Capitulo 6

86



REFERENCIAS
[1] Adams, R.A. Sobolev Spaces. Academic Press, New York; 1975.

[2] Candia Estrada, V. and Santiago Ayala, Y. Existence of the solution of a Schr'odinger type
homogeneous model in Periodic Sobolev spaces. Selecciones Matematicas. 2022; 9(02): 357-369.

[3] lorio, R. and lorio, V. Fourier Analysis and partial Differential Equations. Cambridge University; 2002.

[4] Kato, T. On the Cauchy problem for the (generalized) KdV equations. Studies in Applied
Mathematics. Advances in Mathematics Supplementary Studies, 8; 1983; 93-128.

[5] Linares, F. and Ponce, G. Introduction to nonlinear dispersive equations. Springer Verlag, New York;
2015.

[6] Milla Garcia, L. and Santiago Ayala, Y. Buen planteamiento global de un modelo no lineal tipo
Burgers. Pesquimat. 2022; 25(02): 1-15.

[7] Papuico Bernardo, V. and Santiago Ayala, Y. Existencia y dependencia continua de solucion de la
ecuacion de Boussinesq de onda en espacios de Sobolev periddico. Selecciones Matematicas. 2020;
7(01): 74-96.

[8] Santiago Ayala, Y. and Rojas, S. Regularity and wellposedness of a problem to one parameter and
its behavior at the limit. Bulletin of the Allahabad Mathematical Society. 2017; 32(02):207-230.

[9] Santiago Ayala, Y. and Rojas, S. Existencia y regularidad de solucién de la ecuacion del calor en
espacios de Sobolev Periddico. Selecciones Matematicas. 2019; 06(01): 49-65.

[10] Santiago Ayala, Y. and Rojas, S. Existence and continuous dependence of the solution of non
homogeneous wave equation in periodic Sobolev spaces. Selecciones Matematicas. 2020; 7(01): 52-
73.

[11] Santiago Ayala, Y. and Rojas, S. Existencia y Regularidad de Solucion de la Ecuacion de
Schr’odinger No Homogénea en Espacios de Sobolev Periddico. Selecciones Matematicas. 2021;
08(01):37-51.

[12] Santiago Ayala, Y. and Rojas, S. Existence and continuous dependence of the local solution of
non-homogeneous KdV-K-S equation in periodic Sobolev spaces. Journal of Mathematical Sciences:
Advances and Applications. 2021; 64(1): 1-19.

[13] Santiago Ayala, Y. Existence and continuous dependence of the local solution of non-homogeneous
third order equation and generalizations. Transactions on Machine Learning and Artificial Intelligence.
2022; 10(5): 43-56.

[14] Santiago Ayala, Y. P(2) spaces with weight: properties and its conection with the Sobolev spaces.
To appear. 2023.

[15] Terence, T. Nonlinear dispersive equations: Local and Global analysis. Regional conference series
in mathematics, No. 106. American Mathematical Society; 2006.

Matematica: O sujeito e o conhecimento matematico 2 Capitulo 6

87





