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RESUMEN: En este articulo, estudiamos
una generalizacion del espacio P(Z2). Aqui,
se introduce un peso, que lo hace un
espacio infinito dimensional de Hilbert y se
evidencia un conjunto ortonormal que lo
hace Separable. Damos pruebas a estas,
inspiradas por el caso particular P(2).
Finalmente, damos su conexién con los
espacios de Sobolev y aplicaciones.
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ABSTRACT: In this article we study a
generalization of the P(2) space. Here, a
weight is introduced, which makes it an
infinite dimensional Hilbert space and an
orthonormal set is evidenced, which makes it
Separable. We give proofs to these, inspired
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by the particular case P(2). Finally, we give
its conection with the Sobolev spaces and
applications.
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11 INTRODUCCION

En este articulo estudiaremos los
espacios P(2) con pesow(k) = (1 + k2)%
que denotaremos por /2(2) para s € IR.

Estas sucesiones fueron
introducidas en lorio [1], lo que permitid
identificarlo con los espacios de Sobolev
periédico: H° , via la transformada de
Fourier.

Primero, estudiaremos el espacio
P(2) y sus propiedades. Luego, inspirados
en la prueba de estos, demostraremos
las propiedades de /%(2), que seria su
generalizacion.

En consecuencia, observamos
también que si s =0 entonces |2(2) = F(2) y
todos los resultados obtenidos son validos

para P(2).
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Elaboramos tablas y diagramas que resumen las propiedades de estos espacios.
Finalmente, damos su conexion con los espacios de Sobolev periddico, aplicaciones y
generalizaciones.

Nuestro trabajo esta organizado como sigue. En la seccién 2, damos los resultados
preliminares para el desarrollo del trabajo. En la seccion 3, iniciamos introduciendo los
espacios P(2). En la subseccion 3.1, estudiamos al espacio P(2) probando sus principales
propiedades. En la subseccion 3.2, damos una tabla resumen de las propiedades de P(2).
En la secci6n 4, iniciamos introduciendo los espacios P(2) con pesow(k) = (1 + k2); que
denotaremos por /P(2). En la subseccion 4.1, estudiamos los espacios /*(2) probando sus
principales propiedades. Enla subseccidén 4.2y 4.3, respectivamente, damos tablas resumen
de las propiedades de /*(2) y base ortonormal de los espacios de Hilbert estudiados. En la
subseccion 4.4, damos algunas aplicaciones.

Finalmente, en la seccion 5, damos las conclusiones de nuestro estudio.

21 PRELIMINARES

Usaremos los siguientes Teoremas:

Teorema 2.1 [Fréchet-Jordan-Von Neumann] Sea (E,|l - Il) un espacio normado. Son
equivalentes_los_siguientes_enunciados:

1. Lanorma |l - | satisface la Ley del Paralelogramo, i.e. || x+y 112+l x-y l12= 2{[IxI[>+llylI?},

vx,y € E.
2. La norma |l - | “viene de un producto interno”, i.e. existe un producto interno < -, -
L
>talquell - =1 li<.,->, donde llyll.,.=<y,y>=, vy € E.

Definicion 2.1 Un espacio métrico M es separable si posee un subconjunto
enumerable y denso.

Teorema 2.2 Sea H # {0}, H un espacio de Hilbert. Son equivalentes los siguientes
enunciados:

1. H es separable.

2. H posee una base ortonormal enumerable.

Teorema 2.3 Sea H un espacio de Hilbert, A un conjunto de indices y B :={u,, a €
A} un conjunto ortonormal. Son equivalentes los siguientes enunciados:

1. B es base ortonormal.

2. El conjunto L(B) de todas las combinaciones lineales finitas de elementos de B,
es denso en H, i.e. L(B)=H.

La prueba de estos resultados pueden ser vistas en [2] y [3].

31 LOS ESPACIOS LA(2)

Definicion 3.1 Sea 1 < p <, definimos el conjunto:
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+oo
w(Z):= {(mn)j{f"_oo,wn eq,; Z |zn P < oo}

n=-—oo

con dos operaciones:

(a) +(1n) = (Ta+iym), (za),(yn) €P(Z) (3.1)
Mzn) = (Az,), Ae@, (x,)elP(Z), (3.2)

que hace que P(2) sea un T -espacio vectorial.
Introduciendo la aplicacion

+o0 é
1)l := ( > Ixnl”>

n=—oo
tenemos que P(2) es un T - espacio normado y completo, esto es (P(2),Il - Ilp) es un
espacio de Banach. i—6ésimo
Observacion 3.1 P(2) = {0} desde que existe € = (---,0, T 0.)€ "(Z), para
i € Z, Vpe[1,»).
Ademas,llell =1,vieZ.
Definicion 3.2 Sea el conjunto

1°(2) := {(xn):{io_oo,xn eq; sup |zy| < oo}

nez

que con las operaciones (3.1) y (3.2) definidas arriba es un @ - espacio vectorial.
Introduciendo la aplicacion

[[(#n)]|oo = sup |2
ne

tenemos que "(2) es un @ - espacio normado y completo, esto es, el par (F(2),I'll )
es un espacio de Banach.

Observacion 3.2 [°(2) = {0} desde que existe e, € P(2), para i € Z. Ademas, lie]l =
1,VvieZ

3.1 El espacio P(2)

Proposicion 3.1 La norma ll - Ilp viene de un producto interno si y solamente si p =
2. Esto es,
1. Sip#2, lanormall - | no viene de un producto interno.

2. Enelcasop=2,|-|,es la norma inducida del producto interno < -, > definido
en P(2) por
400
<z,y >= Z TrYk
k=—o00

parax=(x,),.» ¥ =().,en F(2. Esto es,
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+o0 2

lzll2 = llzll<,> = | > lexf?

k=—o00

Prueba.- 2) La prueba lo hemos organizado de la siguiente forma:
A).- Sean x = (X,),.» ¥ = (V) .,€n F(2). Para | € IN, usando la desigualdad triangular

de la p = 2-norma en @*+1 tenemos

1 1
2 2 2

! ! !
Z |21, + yi|? Z lzn? ]+ Z lyi|?

<
k=—1 k=—1 k=—1
1 1
+o00 2 +o00 2
< 02wl X lwl?
k=—00 k=—o00
= ll=lz+ llyllz,
y como la sucesion es creciente y acotada superiormente, entonces existe el limite
y satisface
+00 2
2
D ek + il < Azl + llylle
k=—00

ie.x+y€l(2)y lz+yle <llzlle + e

Para / € IN, tenemos

1 1 l
STl = >0 Pl = AP > Jawl?

k=-1 k=-1 k=-1
N—_——

Suc. convergente .

Tomando limite cuando / — +%, obtenemos

“+o0o +oo
ST PP =P DD sl
k=—00 k=—o00

Luego, Ax € P(2) y IIAxII2 = IAllIxIl 2.
Asi, las dos operaciones: + y -+, suma y producto por un escalar, respectivamente,
estan bien definidas en P(2). Se prueba facilmente que (P(2),+,") es un @- espacio vectorial.
B).- Ahora, queremos probar que la aplicacion < -,- > esté bien definida. Esto es,
probaremos que la serie
+0o0o
Z LYk
k=—o00
es convergente siempre que x=(X,),_, ¥ = (¥,),.,Pertenezcan a F(2). En efecto, sean
X=(X) e ¥ = (V) &N P(Z). Para | < mtenemos
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m !
ORTTED SRR St
k=—m k=—1 I<|k|<m ) (3.3)

Tomando modulo a la identidad (3.3) y usando la desigualdad de Holder en @2™)

obtenemos
m l
Do~ Y wTk| = | >, Tk
k=—m k=—1 I<|k|<m
1 1
2 2
2 2
< PN > vkl — 0
I<|k|<m I<|k|<m
!
cuando m,/ — +o. Esto es, la sucesion ( > XUk es de Cauchy en €. Luego,
k=1 leIN oo

como € es completo, existe el limite de la sucesion, i.e. la serie . >~ =Tk es convergente.
f =—00
C).- Desde que iZﬂ |zg[* = 0, ¥l = 0 con x = (x;) € *(Z), tomando limite tenemos

+o0o

Y lwP=0

k=—0o0
N ——
=<z,r>
D).- Si x = (x,) € F(2) y <x,x >= 0 tenemos
4o

k=—o0

Entonces Iij =0,i.e. X= 0,Vje Z estoes x=0.
+o0
E).-Si(x)=x=0,ie. x=0,Vj€ Z Luego, <xx>= % |z [*?=0.
J ~~

F).- Rapidamente se comprueba que: S

<ar+y,z> = a<zz>+<yz>,Vr,y z€l*(Z),Yaed.

<zu+fBv> = <zu>+B<zv>,Vr,u,veli(Z),Voed.

De B), C), D), E) y F) hemos probado que < -,- > es un producto interno en P(2).
1).- Ahora, probaremos que si p € [1,2) U (2,%] (i.e. p # 2) entonces la norma Il - IIp no viene
de un producto interno. En efecto, basta tomar x = (x,),_,tal que x,=1 con x,=0, Vke Z-{1}
ey=(y).,tal qutla ¥,=1cony,=0,Vke Z-{2}. Entonces: lixil =1, liyl =1 para p € [1,%],
de ahi lixzyll = 2% parap € [1,0) y lixzyl_=1.

Luego, para p € [1,2) U (2,) tenemos

*

5 oyl =2-25"% 2.2 = 2{ ||z + ||y |2}
lz +ylI2 + |z — yl12 # Zllp + 1Yllps,

Luego, la igualdad no se cumple si 2 # p. Esto es, si p € [1,2)U(2,%) entonces
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no se satisface la Ley del Paralelogramo. Usando el Teorema 2.1 de Fréchet-Jordan-Von
Neumann concluimos que la norma Il - Il 'no viene de un producto interno.

Por otro lado, para p = © vemos que:

*
P
o+ yll3 + lz =yl =2 # 4=2-2=2{]|z% + [lyll%}.

Luego, la norma Il - II_no satisface la Ley del Paralelogramo y usando el Teorema
2.1, concluimos que la norma Il - ll_no viene de un producto interno.

Proposicion 3.2 P(Z) es un espacio de Hilbert, Reflexivo con (F(Z))*= P(2)y
Separable.

Prueba.- Primero probaremos que P(Z) es completo. En efecto, sea x_una sucesion

de Cauchy en P(2), que denotamos por x_ = (x

ez ENtonces lix - x Il,— 0 cuando n,m —

+%, Esto es, existe N >0 tal que

+o0 2
€> ||$n - :EmHZ = Z |xn,k - xm,k|2 > |$n,j - ifm,jl
h=eo (3.4)
paratodo n,m>N_y Vj€ Z
Para cada j fijado, usando (3.4) tenemos que (Tnjlnel es de Cauchy en C. Asi,
como @ es completo entonces existe: & & (I tal que oA Znj = Zj.
Definimos

= (xj)jcz -

II-II:
Probaremos _que * € [*(Z) y que &y —= . cuando 1t — +0c.

D=

=—00

1
+oo 9 l 9 2
De (3.4) y como > Iwn,k —xm,kl > X |$n,k —Im,k| tenemos
k

1 2
e> | Y |ng — ampl®| 5 Vm,n > Ny, VI>0
k=—l (3.5)
Tomando limite a (3.5) cuando m — +, obtenemos

l 2
€> le‘mk—l‘le , Vn> N,,VI>0
k=—1 (3.6)
Tomando limite a (3.6) cuando / — +%, obtenemos

+00 2
€ > Z |k — xk|2 , Vn > N,
k=—o00
=llzn—2|l2 (3.7)

[Ill
esto_es &y; — I, cuando n—+©
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La desigualdad (3.7) nos dice que x,—-x € P(Z), para n > N Usando esto, con n" >

N, tenemos

= Tpx —(Tpr —x)
S~~~ N——
€l*(2) €l2(2)
entonces x € P(Z2), con esto queda probado que P(2) es completo.
Por otro lado, sabemos que todo espacio de Hilbert es Reflexivo, por lo tanto P(2)
es Reflexivo.
A su vez, debido al Teorema de Representacion de Riesz para funcionales, el dual
de um espacio de Hilbert es el mismo, asi (I%(Z))" = I*(Z).
Finalmente, probaremos que P(Z) es Separable. Para esto, introducimos el siguiente

conjunto

i-ésima entrada

Y podemos denotar e, = (e,) donde e, = d,: vale 1 cuando i = ky 0 cuando i # k.

Rapidamente se observa que B es enumerable. Ademas, B es un conjunto ortogonal en
P(2). Esto es,

+oo
< ej, €5 >= Z eike]—'k:() sit#£j.
k=—0c0
Mejor aun, se observa que
+o00
< ej,ej >= Z €ik€jk = 5@‘
k=—o0

y llell =1, vj€ Z Luego, B es un conjunto ortonormal en F(2).

Afirmamos que L(B) = P(Z), donde L(B) es el conjunto cuyos elementos son
combinaciones lineales finitas de elementos de B. Asi,
L(B) ={x=(x),,talque Alme Z, I<m, x, =0,VYk=m,k< I} c F(2).

kez

Obviamente L(B) c P(2) y la cerradura de L(B) satisface L(B) c P(2).

Sea x = (x) _,€ P(2), probaremos que x € L(B). Asi, definimos
V= (,0,X 00X X, X,,.X,0...) € L(B).
+00 g
Como . Y |7k]7 < o entonces dado €0 existe m' € INtal que
W
Z lz|? < €. (3.8)
|k|>m*

De (3.8) tenemos que 3m’ € IN tal que
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> |lym= —x |f_: = Z lzi|? = Z lzk|? = |lym — .'J':||fg . ¥n=m",
| k| =ma* k| =n
i.e. x € L(B). Esto es, L(B) c P(2) y com esto queda probando L(B) = P(2).
Usando el Teorema 2.3, tenemos que B es base ortonormal enumerable. Asi, siendo
P(2) un espacio de Hilbert com P(2) #{0} usando el Teorema 2.2 concluimos que P(2) es
separable.

3.2 Tabla resumen de P(2)

En resumen, obtenemos:
PROPIEDADES DEL ESPACIO F(2)

REFLEXIVO SEPARABLE ESPACIO DUAL
P(2) sl sl P(2)

41 LOS ESPACIOS L (2
Definicion 4.1 Sea s € IR y 1 < p <, definimos el conjunto:

+oo
B(Z):= {(xn)ggo_oo,xn e, Z (1 4+ n?)%|z, P < oo}

n=—oo

con dos operaciones:

(zn) + (¥n) (o +un)s  (za) (¥a) € B(2Z)
Man) = (Aazn). Ae@, (zn)€P(2),

que hace que |(2) sea un @ -espacio vectorial.
Introduciendo la aplicacion

+00 ;lo
1(@n)llsp = ( > (1+n2)5|xn|p>

n=—oo

tenemos que I£(Z) es un @ -espacio normado y completo, esto es (IP(Z), || - ||s.p)

es un espacio de Banach.
P _
Observacién 4.1 Si s = 0 entonceslo (£) = I"(Z) »
i— eSO

Observacion 4.2 [£(Z) # {0}, desde que existe e;:=(...,0, T ,0..) elf(2),
para i € Z, Wp € [1,0c).

Ademés, |€illsp = (1+ i\e, Wic Z.

Observacion 4.3 Si s = 0 entonces 5 (Z) C IP(Z), ¥p € [1,00),

Observacion 4.4 Si1 < p < q < entonces |/(Z) c |5(2) y la inclusion es estricta.
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4.1 Los espacios [2(Z)

Proposicion 4.1 La norma II-IIS,p viene de un producto interno si y solamente si p =
2. Esto es,

1. Sip#2, lanormall - Il no viene de un producto interno.

S,

2. Enelcasop=2,I_,es la norma inducida del producto interno < -,- > definido

en |2(2) por

+o0
<X,y >ei= Z (1 + E*) e

k=—o0

parax=(X),.» Y= (V).,€nl2(2). Esto es,

Nl=

+oo
lollsz = lloll<>. = D (1+K)|axl”

k=—o00
Prueba.- 2).- La prueba lo hemos organizado de la siguiente forma:

A).- Sean x = (X,),.» ¥ = (V,),.,€N |2(2). Para | € IN, usando la desigualdad triangular
de la p = 2-norma em {'?+!tenemos

l 2 1 2 l 2
D (LK) ke + yil? < | @Rl | DD A E)
k=—1 k=— k=—1I
1 1
+00 2 +00 2
< | @EED ) [ DD Rl
k=—00 k=—o00
= lzlls2 + lylls2,
y como la sucesion es creciente y acotada superiormente, entonces existe el limite
y satisface
+00 2
2
Y (LK) ek + il < lzlls2 + llylls,2
k=—o00

ie. x+y€el}ylx+ yllsyzs IIxIIS’2+ IIyIIS'z.
Para / € IN, tenemos

I I I
Do AR Dz = Y0 (LRIl = AP D (1K)
p— [ k=1

Suc. convergente

Tomando limite cuando / — +, obtenemos

—+o00 —+o00
S A+E Al = AP D] (1K)l
k=—o00 k=—o00
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Luego, Az € 12(Z) v || Mz 5,2 = |||z s,2-
Asi, las dos operaciones: + y +, suma y producto por un escalar, respectivamente,

estan bien definidas en /*(2). Se prueba facilmente que (/2(2),+,") es un € espacio vectorial.
B).- Ahora, queremos probar que la aplicacion < -,- > esta bien definida. Esto es,
probaremos que la serie

+00
2 —
> L+ ) gy,
k=—00
es convergente siempre que x = (x,),.,€ ¥ = (¥,),.,estén en [2(2).

En efecto, sean x=(x,),_, ¥ = (¥,)

2
e €N 12(2). Para | < m tenemos

m l
oA+ oy — Y, A+ mgr = Y, (1+E) ok
k=—m k=-—1 I<|k|<m . (4.1)
Tomando médulo a la identidad (4.1) y usando la desigualdad de Hélder en @2(m—1)
obtenemos
m !
Z (1+ kQ)SIk% — Z (1+ k2)sl’ky_k
k=—m k=—1
= Z (1+ k2)sxky_k
I<|k|<m
3 3
< | > T+ E) |l S O+l | — 0
I<|k|<m I<|k|<m

I
2 _
cuando m,/ — +. Esto es, la sucesion (k; 1(1 +k )swkyk> es de Cauchy

en @. leIN
Luego, como @. es completo, existe el limite de la sucesion, i.e. la serie
+oo 9
> (14 k*)®xyyges convergente.
k=—0c0

!
C).- Desde que > (1 + k?)%|z|?> > 0, VI >0 con x = (x,) € /%(2), tomando
k=—1
limite tenemos
400
> (L4 E) > >0

k=—o00

=<z,x>

D).- Six=(x) € I2(2 y <xx>=0 tenemos
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+o00
0=<z,2>= Y 1+ lapl > 1+5°|2;*, VjeZ.
k——o00 e
#0
Entonces Ixj.l= 0,i.e. X= 0,Vje Z estoes x=0. N
E).-Si (zj) =z =0, ie. 2; =0,Vj € Z.Luego < z,7 >,= > (1 + k%)% z; |2=0.
j ~—

j=—00

F).- Rapidamente se comprueba que: =0
<ar+y,z>; = a<z,2>+ <y 2>, Vr,y,z€l2(Z),Yaed,
<zu4pBu>, = <zu>,+f<z,0 >, Vo,u,veli(Z),V0ed.

De B), C), D), E) y F) hemos probado que <-,- > es un producto interno en /3(2).
1).- Ahora, probaremos que si p € [1,2) u (2,%) (i.e. p £ 2) entonces la norma ll - IIS’pno

viene de un producto interno. En efecto, basta tomar x = talque x,=1con x, =0, VkeZ~

( k)kEZ
{1}ey=(y),,talquey =1cony =0, zke Z—{-1}. Entonces: Hf’?Hsp = 2p Hstp = 2p
para p € [1,), de ahil|x £+ y||s, =2 7 parape€[1,%).

Luego, para p € [1,2) u (2,%) tenemos

*
2(s+1) AN 2s
lo+yls, + e —yls, =227 # 2% 20 =225, + lyll3,

Luego, la igualdad no se cumple si 2 # p. Esto es, si p € [1,2)u(2,0) entonces no

se satisface la Ley del Paralelogramo. Usando el Teorema 2.1 de Fréchet-Jordan-Von

Neumann concluimos que la norma Il . Ilsyp no viene de un producto interno.

Observacion 4.5 Si s = 0 en la Proposicion 4.1 entonces se obtiene la Proposicion
3.1.

Proposicién 4.2 |*(2) es un espacio de Hilbert, Reflexivo con 12(2)*= 12(2) y
Separable.

Prueba.- Primero probaremos que /2(Z) es completo. En efecto, sea x una sucesion

de Cauchy en /*(2), que denotamos por x, = (X,

ez ENtONces lix - x Il ,— 0 cuando n,m

— 40, Esto es, existe N >0 tal que

N

“+o00
€> ||lvn — meS,Q = Z (1+ kz)s‘xn,k — Tm,k 2
k=—00
> (1+%)3en; — Tml @2)

paratodo nnm>N_y Vj€ Z
Para cada j fijado, usando (4.2) tenemos que ((1+ JE) ITnjlnelN esde Cauchy en

- : SEvE
@. Asi, como € es completo entonces existe i = T 1q que nl{l_,l_li[l + )220 = yj.

Luego JHm oy = (1 + )T y;.
; A ]

Tyi=

Definimos
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x = (2j)jez -

-1,
Probaremos que x & 12(Z) v que xq —* &, cuando n — +5.

1

L
3

+oo r
De (42) y como (Jl E 1.1 + kz]ﬁh:n.k - .]:m_HE) = (AE 11.1 + ka}sl-'ﬂn.k - J«'r:-z.kF)
=—00 =—

tenemos

i
e> | Y 10+ 8 |zak —zmal* | L Ymon >N, V>0, (4.3)
k=—1

Tomando limite a (4.3) cuando m — +%, obtenemos
! 2
€> Z(l+k2)5|azn’k—azk|2 , Vn > N,, VIl >0
k=l (4.4)
Tomando limite a (4.4) cuando / — +%, obtenemos

o=

“+o0
€> Z (1+ k‘2)5|{L’n7k — :z:;.3|2 , Vn > N,

k=—oc0

=llzn—2s,2 (4.5)
]l s,2
esto_es, &n —* &, cuando Tt — 0.
La desigualdad (4.5) nos dice que x -x € /%(2), para n > N_. Usando esto, con n' >
N, tenemos
= Tpx —(Tpr —x)
S~~~ N——
€i3(2) €i2(2)
entonces x € /2(2); con esto queda demostrado que /2(Z) es completo.
Por otro lado, sabemos que todo espacio de Hilbert es Reflexivo, por lo tanto /2(2) es
Reflexivo.
A suvez,debido al Teoremade Representaciénde Riesz parafuncionales, eldualde un
espacio de Hilbert es el mismo. Asi, (12(2)) = I2(2).
Finalmente, probaremos que /2(2) es Separable. Para esto, introducimos el siguiente
conjunto

B:={e;=(...,0,...,0, L 0,...,0..), ieZ}cl}(Z).

i-ésima entrada
Y podemos denotare; = (eik);‘;ioodonde e,= 0, vale 1 cuando i = ky 0 cuando
i# k.
Rapidamente, se observa que B es numerable. Ademas, B es un conjunto ortogonal
en /%(2). Esto es,
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+oo
< e, €5 >g= Z (1+k2)s€¢k6j_‘k:0 sii#£7.
N——

k=—o00 -0
Mejor aln, se observa que
+oo
<eiej >o= 3 (1+ k) eadir = (1+ 5%)%5;,
k=—oc

v llejlaz=(1+3%)%,Vje Z.

A partir de e, normalizando podemos obtener un conjunto ortonormal enumerable:

_ ..
B = {vj=——
{ T Nlegllse }jez

= {v;=(..,0,...,0, ,0,...,0..), jez}cl®](2)

j-ésima entrada
Y evidentemente satisface: L(B) = L(B) donde L(B) es el conjunto cuyos elementos
son combinaciones lineales finitas de elementos de B.
Afirmamos que L(B)= 12(2). En efecto, previamente observamos
L(B) ={x=(x),,talque A me Z, I <m, x,=0VYk=2m,k < [} c P(2).
Obviamente L(B) c /1?(2) y la cerradura de L(B) satisface L(B) c 12(2).
€ 1%(2), probaremos que x € L(B). Asi, definimos

Xy, X,,...X,0...) € L(B).

Sea x = (x),,

Y= (..,0,x ,...x,,

+oa
Como k_Z_:xll + |k[*)*|xk[* < o0 entonces dado €>0 existe m* € IN tal que

Z (14 |k[®)®|xx|® < €.
|k|=m* (4.6)

De (4.6) tenemos que 3 m* € IN tal que

2 1238 [ |2 2 2 _ 12
€> |lyme — 2z = D L+ [EP) el > D (1 + kP |l = flym — 2|z .
|ke| = v || =m

vn>m*, i.e. X € L(_B) Esto es, Isz(Z)cL(_B) y con esto queda probado L(B) = /2(2).
Ahora, como L(é) = L(B), entonces ITB) = L(_B) =12(2).

Usando el teorema 2.3, tenemos que B es base ortonormal enumerable. Asi,siendo
12(2) un espacio de Hilbert con /?(2) #0}, usando el Teorema 2.2 concluimos que /*(2) es
separable.

Observacion 4.6 Si s =0 en la Proposicion 4.2 entonces se obtiene la Proposicion

3.2.
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4.2 Tabla resumen de /?*(2)
En resumen, obtenemos:

PROPIEDADES DE LOS ESPACIOS /2(2), s€ IR

ESPACIO DUAL
122

REFLEXIVO SEPARABLE
12(2) sl SI

4.3 Tabla resumen de Base Ortonormal
En resumen, obtenemos

BASE ORTONORMAL EN ESPACIOS DE HILBERT

I(Z) L(Z)
Conjunto _ L
Ortogonal eji=(...,0, 1] 0,...) gj = (...._D._‘_“lﬂ_'.ﬂ._..‘)
i it
Base e — At
Ortonornal {f'j}jEZ { 1P }jsz s llejllsz = (1 +5%)2
Separables ST SI

4.4 Aplicaciones

Los espacios /2(Z) son de mucha utilidad en el estudio de los espacios de Sobolev
periédico Hsper para s € IR, principalmente en la construccion e identificacion con estos
espacios mediante la transformada de Fourier.

En resumen, sea s >0 entonces las siguientes inclusiones son continuas con imagen

densa
H., — Hp, =L-m7) — HZ
ALTV ALTV ATV
12(2) 2(z) - 2,

Para esto, citamos lorio [1].

Por consiguiente, se aplica en el andlisis de la existencia de solucion de ecuaciones
de evolucion. Asi, podemos citar [1], [4], [5], [6], [7] y [8]-

Finalmente, las ideas expuestas en la subseccion 4.1 nos permite generalizar
resultados para los /7(2) via P(2).

51 CONCLUSIONES
En nuestro estudio de los espacios /2(2) hemos obtenido importantes resultados,
entre los cuales destacamos:

1. Probamos de modo intuitivo y en detalle las Proposiciones 3.1 y 3.2.
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2. Motivados por las ideas consideradas en las pruebas de las Proposiciones 3.1
y 3.2, en ese sentido demostramos las Proposiciones 4.1 y 4.2 relativas a las
propiedades de /2(2).

3. De nuestro estudio elaboramos Tablas que resumen las propiedades fundamentales
de los espacios tratados.

4. Damos algunas aplicaciones que justamente nos motivaron a realizar este articulo.

5. Finalmente, generalizando podemos estudiar a los espacios P (2) basandonos en
los espacios P(2).
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