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RESUMO. O problema de codificacdo de
indice sujeito a erros de transmissdo foi
inicialmente considerado por Dau et al.
[5]. Neste trabalho estabelecemos uma
conexdo entre codificagdo de indice e
codigos corretores de erros, por meio da
construcao de arvore para codigos ciclicos
aninhados proposta em [3]. Implementamos
algoritmos para a construcao de arvore na
linguagem Matlab, que ajudam a solucionar
alguns problemas de implementacéo
encontrados em [3]. Verificamos que
para codigos ciclicos nem sempre havera
aumento na capacidade de correcao de
erros entre os niveis da arvore, motivo pelo
qual restringimos este estudo, inicialmente,
aos codigos Reed-Solomon, por se
tratarem de codigos MDS, o que garante
um aumento da distdncia de Hamming a
cada nivel. Isso significa que, sob certas
condicdes, o conhecimento de informagéo
lateral sera interpretado como um aumento
na capacidade de correcdo de erro pelo
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decodificador.
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11 INTRODUGAO

O problema classico de codificagéo
de indice livre de ruido, consiste de
um remetente com Kk mensagens
independentes w,,...,w, € um canal de
broadcast com mdltiplos receptores, onde
cada receptor demanda um subconjunto
de mensagens, enquanto conhece o0s
valores de um subconjunto diferente de
mensagens como informagao lateral.
Sejam R,,...,R_0s n receptores e suponha
que S, representa a informagéo lateral
e D, a demanda do receptor R, onde
S,D,c{1,...,k}. O objetivo €& encontrar
um esquema de codificagdo, chamado
codificacdao de indice, que satisfaca a
demanda de todos os receptores e use um
nuamero minimo de transmissoes.

Consideramos o caso especifico
de codificacdo de indice para canais de

broadcast discretos com ruido, em que
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todos os receptores demandam todas as mensagens da fonte, ou seja, S,,D,c{1,...,k}. Diante
disso, surge a possibilidade de se projetar codigos corretores de erros cujo mapeamento
das mensagens em palavras cddigos é tal que o decodificador pode aumentar a distéancia de
Hamming em um receptor que tem conhecimento prévio dos valores de algum subconjunto
das mensagens como informacodes laterais.

Estamos supondo que o transmissor desconhece o subconjunto de mensagens
ja conhecido no receptor e executa uma codificacdo de modo que qualquer informacao
lateral possivel possa ser usada de forma eficiente no decodificador. A nogcédo de multipla
interpretacdo foi introduzida em [9], mostrando que quanto maior a quantidade de
informacao lateral disponivel no receptor, maior sera a capacidade de correcao de erro na
decodificacdo. Os codigos construidos também devem ser codigos de correcéo de erros
para codificagdo de indice quando o receptor ndo possui informagdes laterais, ou seja,
quando D=g.

A codificacéo de indice aqui apresentada é dada pela construcao de arvore para
codigos ciclicos aninhados proposta em [3]. Nos restringimos aos cédigos Reed-Solomon
por se tratarem de codigos MDS (méaxima disténcia de separag¢d@o), o que garante um
aumento da distancia de Hamming a cada nivel da arvore. Isto significa que, sob certas
condi¢bes, o conhecimento de informacgéao lateral sera interpretado como um aumento na

capacidade de correcao de erro pelo decodificador.

2|1 CONCEITOS PRELIMINARES

2.1 Codificacdo de indice

O objetivo da codificagao de indice é realizar uma codificagéo conjunta de mensagens,
visando atender simultaneamente a demanda de todos os receptores, enquanto transmite a
mensagem resultante na taxa mais alta possivel. Favor consultar [2] para uma abordagem
aprofundada sobre codificagao de indice.

A seguir apresentamos o modelo através de um exemplo. Considere o sistema de
comunicacéo sem fio, mostrado na Figura 1. O receptor R, esta interessado na mensagem
w, i € {1,2,3,}, e possui algumas das outras mensagens como informagdes laterais. Em
particular, o receptor 1 tem a mensagem w, como informagéo lateral, o receptor 2 tem w,
e w, e o receptor 3 tem w, e w,. O servidor deseja enviar as mensagens aos receptores

usando 0 menor nimero possivel de transmissoes.
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Transmissor
Wi, w2, W3

(1)

D] W
Si:ws

D :wy
Sy i wi, w3

7

w1 D w3, wp

83wy, wy

Figura 1: Codificacdo de indice com trés receptores.

Considerando um canal livre de ruidos, o servidor poderia comunicar todas as
mensagens enviando uma por vez, fazendo trés transmissdes. Alternativamente, se o
servidor transmitir duas mensagens codificadas w, ® w, e w,, cada receptor pode recuperar
sua mensagem desejada usando as mensagens codificadas recebidas e as informagbes
laterais disponiveis, como vemos abaixo:

Receptor 1: (w1l @ w3) ® w3 =wl

Receptor 2: (w1 @ w3) w2 P (wl G w3) = w2
Receptor 3: (w1 @ w3) w2 P (wl w2) =w3

2.2 Construcao de arvore de codigos ciclicos aninhados

A construcédo de arvore de codigos ciclicos aninhados se propde a:

i) Codificar de maneira independente diferentes pacotes de dados, fornecendo
protecéo contra erros do canal;

ii) Adicionar os pacotes codificados através de operagdes polinomiais e enviar o
pacote resultante C;

iii) Corrigir os erros sobre C; e, por fim, recuperar os dados no receptor através de
operagdes polinomiais.

2.2.1 Cddigos ciclicos aninhados

Um cédigo aninhado pode ser caracterizado por um codigo global onde cada
elemento é dado por uma soma de palavras-cédigo, cada uma pertencendo a um subcédigo
diferente. Isso é,

c=146, Bi6, B DiyGy
onde @ representa a soma modulo 2, a palavra codigo i,G, pertence a um subcodigo
C,deCeceC.

C=C +Cy++Cy

Consideramos uma classe mais restrita dos codigos aninhados, a classe dos cddigos

ciclicos aninhados, na qual os subcddigos sao gerados por polinbmios. Podemos entao
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definir os codigos ciclicos aninhados, de maneira mais formal, como se segue:

Seja € ={C(x) € F,[x]; g(x)|C(x)} um t-cddigo (um codigo capaz de corrigir t erros)
corretor de erro ciclico, onde g(x) é o polinbmio gerador.

C ={(g(x)) é um ideal de R, mas também & um subespagco vetorial, e desse modo,
podemos escrever:

C(x) = p1(x)g1(x) + P2(x)g2(x) + - + Py (X) gn (X)
onde C,(x) = pp(x)ge(x), 1 <£ <N, &€ um pacote codificado pertencente ao t-
subcddigo corretor de erro
Co ={Co(x) € Fylx]; 9,(x)|C,(x)}
gerado por g{(x) e satisfazendo as condi¢cdes:

1) g,(019,,.,00);

2) deg[Cr(x)] < deg[ge+1 ()]

2.2.2 0O meétodo de construgdo de arvore

Considere uma arvore na qual o né raiz esta associado ao subespaco vetorial de um
codigo corretor de erro abrangente.

Defina o n6 raiz da arvore como sendo o cédigo C tal que:

Cio = (Gio (X)) = {Cio () € Fy[x]; gio (%) [Cio (1)}.

Este subespago corresponde a um t-codigo corretor de erro ciclico, dado por
C,,(n,k,)gerado pelo polindbmio g, (X).

Uma arvore de codigos ciclicos aninhados € uma arvore finita que satisfaz as
condicbes:

1) Cada né interno pode ser subdividido em outro n6 interno e um terminal;

2) O j-ésimo né interno esta associado com um subespago linear C, c F} de dimensao
k; e pode ser subdividido da forma:

Cij = Cigiery + Coeny» com Cyiaqy N Cyjiny = {0}
% i1y = AmCyjr1y © Kygery = dimCygiqqy £ kij = Kigir1y + Kegny-

3) Todos os subespacos associados com os nés internos devem ser codigos de
blocos lineares ciclicos definidos por um polinémio gerador;

4) Se Cy = (g,;(0))e Cigr1) = (G541, (%)) Entdo g,,(0)1g,;.,)(x). Além disso,
g;(®)|x" — 1 para qualquer gl.j.(x);

5) Para encerrar, o ultimo n6 interno néo tera ramificacoes.

Seja pj(x) o pacote de dados associado ao j-ésimo n6 terminal, para1 <j<T. A
codificacdo é dada por:
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Cx) = PX) gy (X)
Os pacotes codificados sdo somados e a palavra cddigo resultante € enviada.
Cx)=C(x)+C(x)+ -+ C(x)
Favor consultar [3] para maiores detalhes sobre o processo de codificagéo utilizando

a construcédo de arvore.

31 CONSTRUGCAO ARVORE: ALGORITMO E CONSIDERAGOES

Os programas (m- files) em MatLab® para a construgdo de arvore, que podem ser
encontrados em [1], permitem efetuar os calculos em corpos finitos fazendo as devidas
transformacgbes da representacao inteira para poténcias de a, baseadas na Tabela 1.

Exemplo 1. Para T=3 seja C,(7,5) um codigo de Reed-Solomon em GF(8) e
C
a C, de dimensdo k,=1. Os pacotes p,(x)=x+0?, p,(x)=a’x+0. estdo associados aos

k.,=k,=2 as dimensées dos subespagos C respectivamente. O ultimo n6é associado

2’

nosterminais e ambos tem comprimento 2, o pacote p,(x)=0° esta associado ao ultimo no
e tem comprimento 1.

Cia(7,kp = 1), gi Coll—Lkp=3—1=2)

Ci(7,k1 =3), 8n Cu(7—3,ky =5—3=2)

Cio(7,kio = 5), gio
Figura 2: Construgdo de Arvore.
Seja a o elemento primitivo de GF(8), entdo os polinbmios geradores sao:

2 .
1) deg(gu() =n—kp=2=g;(x) = [[(x—a)) =x*+a*x+a
j=1

4 ;
2) deg(gn() =n—kn=4=ga() = [[(x—a) =x"+a’x* +x* + ax + .

j=1
6 .

3) deg(gppn(X) =n—kip=6=>gp(x)=[[(x—a’)=x®+x5+x* +x3+x*+x+ 1
j=1

Considere os pacotes p,(x) = X + @, p,(x) = &®x + a, p,(x) = @, ou seja, p, =[1, 4], p,
=[3, 2] e p, =[7], de acordo com a Tabela 1. Codificando os pacotes, temos:

GF = pi)go)
= P+axttax+d
Ca(x) PpaAx)gin(x)

@+ @’ x+ ot + o Fx+ ot

Matematica: O sujeito e o conhecimento matematico 2 Capitulo 5

61



Gy(x) P3(x)gia(x)

X0 +o’x* + @’xt + o’x +a'x? +odx + o

Entdo, a palavra codigo a ser transmitida é dada por:

Co(x) = Ci(x)+Cax)+ Gi(x)

= x®+ai +0x* +adx + 12+ O0x + o

Poténcia de a Elemento de GF(8) Binaria Inteira
0 0 000 0
1 1 001 1
a X 010 2
a? x2 100 4
o X+1 011 3
at X24X 110 6
a® X24+X+1 111 7
a® X2+1 101 5

Tabela 1: Construgdo do Corpo GF(8).

Considerando a construcdo de arvore baseada em cddigos Reed-Solomon e
supondo que o receptor tenha informa,c”ao lateral disponivel, quando havera ganho na
capacidade de correcao?

Proposicéao 1. Devido “a estrutura de aninhamento, a caracteristica de capacidade
de corregdo de erro variavel s6 pode ser observada se houver uma remogédo sequencial
dos pacotes associados aos nos, da raiz para o topo da arvore.

Demonstragéo. Supondo que C,(x),1=t<T, € o primeiro pacote codificado conhecido
no receptor, entdo

Co() =D, (NG () + -+ D1y (DG ;) (X + D1y (DG () + -+ () Gy ()
= [p1 (%) + -+ Pe-1y () Ge-1)(X) + Pe+1y () q(e41) (X) + -+ Pr () qr (x)]gi0 ()
portanto, C (x)eC, (n,k,), cuja capacidade de corregéo de erro € t,. Note que mesmo

o receptor conhecendo outros pacotes Cj(x),kjsT, o resultado nao se altera. Por outro lado,
se todos os pacotes Ci(x),1sj<t, sdo conhecidos pelo receptor, podemos escrever
Co(x) = Pre+1y(X) Gie(x) + -+ + pr(X) gi(r-1) (%)
= [P+ ()G g0y () + -+ Pr ()G (%) gie (x)

assim, Cq(x) € C;p(n, ki), cuja capacidade de corregéo de erro é 2t , ocorrendo a
igualdade somente quando d,,;,(C;) — d,in(Cy) < 2.

Analisamos dois casos de construcao de &rvore de cddigos ciclicos, com 0s mesmos
parametros a cada nivel. Em um deles néo se observa aumento na capacidade de correcédo
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de erro do penultimo n6 interno para o ultimo né da arvore. Isso se da pela variedade de
possibilidades de polindmios geradores para um cédigo ciclico de parametros (n, k). Em
seguida, mostramos que para codigos de Reed-Solomon essa caracteristica de aumento
da capacidade sera garantida desde que
kij — kigj+1y =2,¥j=0,.., T — 1.
Exemplo 2. Seja C,(15,10) um cédigo ciclico em GF(2) e k=4, k=2 as dimensées

dos subespacos C,,, C,, respectivamente. O Ultimo n6 esta associado com C,, de dimenséo
k,=4.

Considere a fatoragcao: x"5—1=(1+x)(1+x3+x*) (1 +X+x2+x3+x*) (1 +x+X2) (1 +x+x%)
Caso 1. Considere os polindmios geradores:

* 9,(0) = (1+ 201 +x* +x*). Entdo, d,;,(Cop) = 4etg = 1;
¢ 9,0 =g, +x+ 2"+ +x%),dy, (Cy) = 6et; = 2;
o go(x)=gn(x)(1 +x+x?), dui(C2)=8e¢ =3

Note que houve aumento da capacidade de corregéo de erro a cada nivel da arvore,
0 que ndo ocorre no caso seguinte.

Caso 2. Considere agora os seguintes polinGmios geradores:

* g =0+0A+x+ xY). Logo, d,pi(Cio) = 4 ety = 1.

. gil(x) = gig(x)(l + x3 + x4)’ dmin(cil) =6e iy = 2.

© 9,00 =g, +x+x), dpn(C)) = 6ty = 2.

Proposicao 2. Dado um codigo de Reed-Solomon de pardmetros (n,k), o qual tem
distdncia minima d=n-k+1 é possivel garantir um aumento da capacidade de correcédo de
erro a cada nivel da arvore desde que k;; — ki 1y = 2,¥j =0,..,T — 1.

Demonstragdo: Devemos provar que tyj41y = t; +1,Vj =0,...,T — 1. Sem perda de
generalidade, fixe j=0. Se k;; — k;; = 2, entdo podemos escrever:

di1_12d50_1+2

dip—1 dip—1
A=z
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41 CONCLUSOES

Este trabalho considera a codificacdo de indice a partir da constru¢do de cddigos
ciclicos aninhados. Apos a etapa de corregéo de erros no decodificador, ocorre a etapa de
recuperacado de dados, que foi descrita em [3] da seguinte forma:

O j-"ésimo pacote p(x), para j< T, é decodificado pela operagéo:

C dg: i
[Colx)mod g (x)] eparaj = T, py(x) = 2@
Gi(j-1) Gi(r-1)

pj(x) =

Note que a operagdo de mddulo elimina a influéncia de todas as mensagens
relacionadas a polinbmios de grau igual ou superior ao grau de gij, portanto, a informacao
desejada estara contida no resto de uma operacao de divisdo, que é o efeito da operacédo
de médulo. O quociente da Ultima operagao de divisdo fornecera a informagao desejada,
pois todas as outras mensagens tem grau inferior ao grau do polinémio divisor.

A constatacdo de que para codigos ciclicos nem sempre havera aumento na
capacidade de correcdo de erro entre os niveis da arvore, como considerado em [3], nos
leva a buscar respostas sobre como escolher adequadamente os polindbmios geradores
para um codigo de parametros (n, k) e seus subcddigos, de modo a garantir subcodigos
com maior distancia de Hamming, ao ponto de se observar aumento da capacidade de
corre¢@o de erro entre os niveis da arvore. Um método para construir cadeias de alguns
codigos de bloco lineares, mantendo as distancias minimas (dos subcédigos gerados) a
maior possivel é apresentado em [8] e pode ser a resposta para essa busca.
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