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RESUMO: A Algebra Linear tem uma
aplicabilidade em um vasto campo
das ciéncias puras e aplicadas, como
matematica, fisica, computacdo e as
engenharias. Este trabalho tem o intuito de
mostrar resultados algébricos utilizados na
demonstracéo do teorema de convergéncia
da primeira grande Rede Neural Artificial
(RNA), o Perceptron. Mostraremos que
o0 Perceptron sempre ira encontrar um
hiperplano separador para a classificagéo
binaria de dados.
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11 INTRODUGAO

As Redes Neurais Artificiais (RNASs)
fazem parte do campo de estudo da
Inteligéncia Atrtificial (1A), porém, também
estdo presentes em outras areas do
conhecimento tais como computacao
evolucionaria, metaheuristica e machine
resolver

learning, sendo capazes de

0s mais diversos problemas, como
classificacdo, regressdo e clusterizagao.
Possuem inspiracdo nas Redes Neurais
(RNBs)

filamentos, como o dendrito, o corpo

Biologicas € seus principais
celular e o ax6nio. A Figura 1 exemplifica
um modelo biolégico e um artificial com
neurdnios e conexdes direcionadas entre
eles. Devido esta motivacdo biologica, os
elementos de processamento de uma rede
neural sdo denominados neurdnios ou nos,
sendo uma unidade de processamento
de informagdes fundamentais para o
funcionamento da rede. A partir disso,
pode-se definir trés conceitos basicos que
caracterizam uma rede neural artificial:

* Um padrédo da rede chamado
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de pesos sinapticos, também conhecidos por conexdes sinapticas que, unidos
com uma operagéo binaria, combinam os dados de entrada pertencentes a um
vetor x com um vetor dos pesos sinapticos w montando um hiperplano separa-
dor das classes dos dados na forma de w” x = 0;

+  Uma regra de agregacdo de dados que correlaciona as entradas dadas aos

neurdnios, ponderados com suas respectivas conexdes sinapticas;

+  Uma fungéo chamada de ativagdo com o intuito de modelar o célculo dos dados
podendo gerar fungdes néo lineares ou condicionar a saida do neurénio em um
intervalo determinado.

/'a-éndri te

synapse

e

Figura 1: Modelo bioldgico e modelo artificial de uma rede neural.

A Figura 2 exemplifica o modelo de um neur6nio. Tem-se X,, X,

Fonte: Extraido de Ertel (2017).

..., X sinais de

en- trada conectados ao neurénio k que sédo multiplicados pelos pesos sinapticos, W,,,

w,

YR

., W,,, incluindo uma variavel polarizagéo (bias) b, que € adicionada ao somatorio

da funcéo de ativacédo @, com o intuito de aumentar o grau de liberdade desta funcao e,

consequentemente, a capacidade de aproximacgéo da rede.

Sinais de
entrada

{

Bias
b,

Fungdo de
ativagao

Ve o @(.)|—» Saida

Y

Pesos
sinapticos

Figura 2: Modelo de um Neurénio Artificial.

Fonte: Extraido de Haykin (2001).
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Matematicamente, um neurénio k é escrito como

m
Y =¢ ZijXj+bk

j=1

onde, ¢(.) é a funcéo de ativagéo e y, s&o os sinais de saida do neurénio.

Segundo Haykin (2001), o Perceptron € a rede neural mais simples. Foi construido
com o foco de solucionar classificagoes binarias e € uma rede considerada linear, de uma
camada apenas, ou seja, supondo que se tenha um conjunto de entradas e se conheca
suas respectivas saidas, o Perceptron deve aprender os padrdes e classificar corretamente
novas entradas. Este trabalho tem por objetivo apresentar o teorema de convergéncia do
Perceptron com a adaptacdo baseada em Haykin (2001), escrevendo sobre os principais
conceitos de Algebra Linear necessarios para a prova do teorema.

21 TOPICOS DE ALGEBRA LINEAR

Esta secdo tem por objetivo escrever conceitos e resultados de Algebra Linear
utilizados na parte que envolve o Teorema de Convergéncia do Perceptron.

O texto que segue refere-se a espacgos vetoriais reais. Temos interesse particular no
espaco vetorial euclidiano, que € um espaco vetorial real, de dimensao finita, em que esta
definido um produto interno. As principais referéncias foram Poole (2003) e Steinbruch e
Winterle (1995).

2.1 Dependéncia Linear em Espacos Vetoriais

Defini¢éo 1. Sejam {v,, v,, v,, ..., v} um conjunto de vetores de um espago vetorial
Ve os escalares a,, a,, a,, ..., a,, temos que:

V=a,V, + QV, + AV, + Qv

n

é dito uma combinagéo linear dos vetores v,, v,, v, ..., V..

Exemplo 1. Sejam v, = (1, 5) e v, = (4, —1). Entdo v = (14, 7) & uma combinagéo
linear de v, e v, pois v = (14, 7) = 2v, + 3v, = 2(1, 5) + 3(4, -1).

A definicdo a seguir apresenta o conceito de dependéncia e independéncia linear
entre vetores.

Defini¢éo 2. Seja Vum espaco vetoriale S={v,, v,, ..., v } c V. §é dito linearmente
dependente (LD) se existirem escalares a,, a,, ..., a,, com pelo menos um q, # 0 tais que
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S é dito linearmente independente (LI) se n&o for linearmente dependente.

2.2 Produto Interno e Norma

Definicao 3. Seja V um espaco vetorial real. Um produto interno € uma fungéo

(,):VxV-oR
(u, V) = (U, v)

que satisfaz as propriedades, para todos u, v, wem Ve a € R
i)(u,uy =0, e (Uuy=0<u=0
i) (au, vy = a(u, v)
i) (u + v, w) = (u, w) + (v, W)
iv) (u, v) =(v, u)

O Exemplo 2 & um produto interno, também chamado de produto escalar usual de
vetores em R".

Exemplo 2. Sejamu=(x, X,,...,X) ev=(y,, ¥, ..., y,). Tem-se

(U vy =(Xy, + Xy, + - -+Xxy)=uv’,

Em um espaco vetorial V com produto interno, podemos definir norma de um vetor v
€ V que provém deste produto interno como

vl = (v, v). )

Exemplo 3. Em R?, seja v = (x,, X,). Anorma é dada por,

[Ivll = J{v,v) = [x? + x2.

Assim, temos que dado um vetor v = (x,, X,, X,, ..., X,) em R”, a norma euclidiana é

definida por

VIl = v} = fo F 24 2 A

2.3 Desigualdade de Cauchy-Schwarz
Teorema 4. Seja V um espaco vetorial com produto interno, entdo:
| (o) [ <lull [Iv]l, Yu,0 €V

Prova. Os vetores u e v serdo LD ou LI. Faremos a prova considerando cada uma
destas situacdes. Caso 1. Sejam u e v linearmente dependentes, logo temos a € R tal que

u = av. Entao,
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[, v) = v, )] = lal(v,v) = ol (.23 = laly/ T v/ 0)

usando a propriedade (ii) descrita na Definicdo 3 e a igualdade (1), temos,

lal/ (v, v)/(v, v} = Va2, v)/ (v, v) = {av, av)/ (v, v) = w w/ (@, v) = [Jul] |v]].
Segue que vale a igualdade,
| (w,0) | = [ull ||v]l-

Caso 2. Sejam u e v linearmente independentes, logo, existe a € R em que u+av#0,

entdo (u + av, u + av) >0, com isso,
(u+ av,u+ avy = (u, u) + (u, av) + (au, v) + {av, av) > 0.
Pela Definicdo 3 teremos
(u, u) + alu, v) + au, v) + a2(v, vy = (U, u) + 2a(u, v) + a%(v,v) > 0.

A inequacgéo de grau 2 estad em fung@o de a e ndo apresenta raizes reais, apenas
complexas, o seu discriminante A deve ser menor que 0, ou seja,

A <0 =2 0))? —4(uu)((v,v) <0 =24u ) < 4{u, u))({v,v) = (u,0) < (u, u)v, v)
podemos extrair a raiz quadrada da inequacéo,

J{u, v)2) < Jwu) (v, v) = W) <, unf(v,v).

Por (1) temos,

| {w,0) | <[lull l[v]].
Pelo Caso 1 e Caso 2 temos a validade da desigualdade de Cauchy-Schwarz,

| w2} [ <[ful] [lv]].

2.4 Hiperplanos
Definicdo 5. Um hiperplano H do R" é o conjunto
H={(x,x2..,x:) ER|@x1 +ax2+ - +ax,=b; m,...,a. ER}.

As Figuras 3 e 4 exemplificam hiperplanos em R2 (retas).
Um hiperplano divide R” em dois semiespagos H, e H,.

Hi={(xy,x2...,x:) ERt|awxs +aze + - +apxn 2b; ay,...,a, ERJ

Hz = {(x1,x2,...,xn) ER|mx1 +asxa + -+ auxu<b; ay,...,a. ER}.

Um hiperplano pode ser escrito na notacdo de produto escalar, como
a’x=0

ondea=(b, a,..,a)ex=(1,x,..,x)".

A proxima defini¢cdo traz o conceito de conjuntos linearmente separaveis.
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Figura 3: Exemplo de Hiperplano. Figura 4: Hiperplano para a fungdo AND booleana.
Fonte: Produzido pelo autor. Fonte: Produzido pelo autor.

Definicéo 6. Dois conjuntos C, c R™' e C, c R™' séo linearmente separaveis se

existira= (b, a,, ..., a,)7, onde b, a,, ..., a_ s&o numeros reais, tais que

a’x>0,Vx=[1,x, .., x ] €C,

a’xs0,Vx=[1,x,..,x] €C,

em que b € o coeficiente linear do hiperplano, que tem 0 nome de bias quando se
trata de hiperplanos de RNAs.

31 REDE NEURAL PERCEPTRON

Formalmente descrito por Fausett (1994), Haykin (2001) e Kovacs (2006), o
Perceptron, criado e idealizado por Frank Rosenblatt, segue os parametros da algebra
booleana, ou seja, AND e OR, logo um senso binario {0,+1} ou bipolar {-1,+1}. No caso do
Perceptron, seu algoritmo iterativo de ajuste de pesos é calculado como mostra o Algoritmo
1. A ideia principal do Perceptron é classificar duas classes linearmente separaveis, C,
e C,. Consequentemente, tal classificagido s6 é possivel pois a rede gera um hiperplano
separador em m-dimensdes descrito como 7., wi(n)xi(n) + b(n) =0 ou na forma de produto
interno wT” (n)x(n) = 0, em que n é o nimero de iteracdes feitas. O funcionamento se da
pela seguinte forma:

[1] Caso o n-ésimo termo de x seja classificado corretamente na n-ésima iteracao,

entéo o vetor w néo é corrigido.

w(n + 1) = w(n), se w”x > 0. Logo x(n) € C, ()
w(n + 1) = w(n), se w" x <0. Logo x(n) € C,. 3)
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[2] Se o passo 1 for falso, faz-se as seguintes atualizacées.

w(n+ 1) =w(n) —n(n)x(n), se w"x >0. Logo x(n) O C, (4)
w(n+ 1) =w(n) + n(n)x(n), se w' x <0. Logo x(n) O C, (5)

onde n é um parametro denominado taxa de aprendizado e geralmente € um valor
entre zero e um.

Entrada: Inicializar o vetor de pesos w e o bias b;

Inicie a taxa de aprendizadon (0 <n <1);

while Critério de Parada néo satisfeito do

for Para cada par de dados de treinamento (x, d) do

Execute ;

n
y =b + Zwix[
i=1

if y = dthen

ocorre [1];

w(novo) = w(atual) ;

b(novo) = b(atual) ;

else

ocorre [2] ;

Atualizar os pesos e a tendéncia;
w(novo) = w(atual) + nx, ; b(novo) = b(atual) + n ;
end end

Teste a condicdo de parada.

end

Algoritmo 1: Algoritmo Perceptron

3.1 Exemplo de Funcionamento do Perceptron

Exemplo 4. Utilize a rede neural Perceptron para classificar a fungéo légica “AND”,
cujas entradas e saidas sdo mostradas na Tabela 1. Considere a taxa de aprendizado n
como sendo fixo e igual a 1, o valor de entrada para o bias também 1, com peso b(n) = 0.
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Entrada Saida

x,(n) X,(n) d
E1 0 0 0
E2 0 1 0
E3 1 0 0
E4 1 1 1

Tabela 1: Tabela para a funcdo AND

Fonte: Produzido pelo autor.

Primeira Iteracéo
1. Primeiro padréao E1 é apresentado a rede.

yD) =b+3¥2,w; (Dx;(1)=0+0x0+0x0=0,assim, d(1) = y(1) = 0.
Como d(1) = y(1), os pesos nao se atualizam, logo,
wi(2) =wy(1) =0, wo(2) =w3(1) =0, b(2) =b(1) =0.
2. Segundo padrédo E2 é apresentado a rede.
y(2) =b2)+ ¥, w; (2)x(2)=0+0x0+0x1=0.Assim, d(2) =y(2) =0
Como d(2) = y(2), os pesos nao se atualizam, assim,
w;(3) =wy(2) =0, w(3) =w,(2) =0, b(3) =b(2) =0.
3. Terceiro padrao E3 é apresentado a rede.
y(3) =bB)+ X w; B)x;(3) =0+ 0x140x0=0,assim, d(3) = y(3) = 0.
Como d(3) = y(3), os pesos nao se atualizam, logo,
wi(4) =w;(3) =0, wy(4) =w,(3) =0, b(4) = b(3) = 0.
4. Quarto padrao E4 é apresentado a rede.
y(4) =b(4) + X, w; ()x;(4) =0+ 0x1+0x1=0,logo, d(4) # y(4).
Como d(4)#y(4), os pesos sao atualizados, logo temos,
wi(5) =w; () +n(Dx, (1) =0+1x1=1
w,(5) =wy,(4) +n(dx,(4) =0+1x1=1
b5)=b4)+n(4)x1=0+1x1=1.

A Figura 5 mostra os resultados da primeira iteracao. Apés 10 épocas (iteragbes)
tem-se o hiperplano separador que € mostrado na Figura 6, cuja equacéo final fica 2x,+x,-
2=0.
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Training set

d(n) | x1(n) | za(n) | wy(n) | we(n) | bias s e

0 0 0 0 0 0 10 R

0 0 1 0 0| o £ o

0 1 0 0 0| o “ e .

1 1 1 0 0 0 oS

- - 1 1 1 e %5 s0 o5 18 15 20

feature 1
Figura 5: 12 Iteragé@o do Perceptron. Figura 6: Hiperplano Perceptron - fungdo AND.
Fonte: Produzido pelo autor. Fonte: Produzido pelo autor.

41 TEOREMA DE CONVERGENCIA DO PERCEPTRON

Teorema 7. Sejam x um vetor de entrada, w o vetor peso, 1 o valor de entrada para
0 bias e n o passo por iteracdo. Tome as classes C, e C, linearmente separaveis por um
hiperplanow™ x = 0. Entdo o algoritmo Perceptron converge para um n___de iteragbes para
qualquer inicializacdo do vetor de pesos w, sem qualquer critério de parada preestabelecido,
com isso gerando um hiperplano separador atraves de umn__ :

X"

_ BllwelI?
Mmax = Tz
Nossa notacéo considera
x(n) =[1, x,(n), x,(n), x,(n), ..., x (MN]" e w(n) = [b(n), w,(n), wy(n), wy(n), ..., w, (]

onde n € a n-ésima iteragdo e a saida da combinacao linear é dada por

y(n) = ) wi () x,(m) = W (X(n).

Definimos w,(n) = b(n). Para n fixo, w” x = 0 descreve um hiperplano separador de
duas classes C, e C,. Como os dados de entrada das duas classes C, e C, sdo linearmente
separaveis, entéo existe um subconjunto de vetores de treinamento x,(n) = X, € C, e outro
subconjunto x,(n) = X, € C, sendo X, U X, = X, o conjunto X de treinamento completo.
Dados tais vetores de entrada, os pesos serdo ajustados de modo que as classes sejam
linearmente separaveis,

w'x >0, Vx € C, e w'x <0, Vx e C,.

Prova. Seja n(n) = n > 0, em que n é uma constante independente do nimero de
iteracbes. Tomemos n = 1, para termos a regra de adaptacdo com incremento fixo para o
Perceptron. Considere a condigéo inicial w(0) = 0 e suponha que w” (n)x(n) <0 e x(n) €
X,. Ou seja, considere por hipétese que o Perceptron classifica incorretamente os vetores
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de entrada x. Como a parte 1 do algoritmo de aprendizado é falsa, vamos para a segunda
parte do Algoritmo de aprendizado, que é a a atualizagéo dos pesos,

w(n+ 1) =w(n) +x(n), Vx(n) € C,. (6)

Dado a condigéo de inicio w(0) = 0, temos que

=
=

=
I

w() =0
w(1) + x(1)

=
N

-
1]

w(3) w(2) +x(2) =w(1) +x(1) +x(2) = 0+ x(1) + x(2)

assim, iterativamente temos,
w(n+ 1) =x(1) +Xx(2) +X(3) + - - - + x(n) = 37, X(J). (7)

Como assumimos que C, e C, s&o linearmente separaveis, entdo existe uma solugéo

w, de w” x >0 para x(n) € X,. Assim, podemos definir um nimero positivo a, tal que

= i ox(n). 8
A= pun wox(n) (8)

Multiplicando ambos os lados da equacéo 7 por w! , temos,
wiw(n +1) = wh X%, x (i) ©
Pela equacéo 8 e a equacgao 9, tem-se a desigualdade
wiw(n+1)=na. (10)

Agora, utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwarz (Teorema 4), para os vetores
w, e w(n+1), teremos a desigualdade,

[IWoll [lw(n +1)|| = wgw(n+1)
e elevando ao quadrado ambos os lados, encontramos,
lwolI* llw(n + DII* = [wgw(n+ 1)]? (11)

Como vale a desigualdade 10, notando que ambos os membros s&o nao negativos,

teremos,
[Iwoll? [lw(n + DII* = [wgw(n + D]* = na®.

Assim encontramos
[Iwol[? llw(n + D)]|* = n*a?.

2.2
wn+1|? > 22
[lw( | wll?

12

Ainequagédo 12 nos diz que toda parte acima da curva da fungéo quadratica € uma
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possivel solugdo minima, como exemplifica a parte (a) da Figura 7.
Por outro lado, a partir da equagao 6 temos que,

w(k + 1) = w(k) + x(k), para k=1, ..., n, X(k) € X,. (13)

Calculando a norma euclidiana temos
[lw(k + DIl = [lw(k) + x(K)|]- (14)
Elevando ao quadrado ambos os lados da equagéo 14 temos que,
llw(ke + DI? = [w(k) + xUII> = lIw(II* + 2w” (k)x(k) + [Ix(k)|I>.

Da suposigéo que o Perceptron classifica erroneamente o vetor de entrada x(k) € X,,

temos wT (k)x(k) <0, logo, o fator 2wT (k)x(k) € negativo, assim obtemos,

llw(k + DI < [[w@®I*> + [Ix(K)II*k = 1,2,3,...,n
ou de forma equivalente,
[lw(k + DI = [lw)]? < [Ix(B)]%k = 1,2,3,...,n.

Como k é definido a partir de n e da hipétese w(0) = 0, temos que existe B >0 tal que
n
lw(n + DII* < ZIIXU«)II2 snf
k=1

logo,
[[w(n + 1)]|?> <npg. (15)

A equaca@o 15 nos mostra que a solugdo da curva linear é delimitada pela parte
inferior da fungé@o, como € possivel ver na parte (b) da Figura 7. Assim, define-se que 8 é
um valor positivo dado pela equacéo 16

= e 16
B ’r(r(;?gXIIIX()II (16)

Contudo, a inequagé@o 15 & contraria a 12 para valores suficientemente grandes
de n, como exemplifica a Figura 7. A inequacdo 15 diz que os pesos tendem a crescer
infinitamente, o que de fato & impossivel. A partir disso, inferimos que n ndo pode ser
maior que um nimero maximo. Assim, ambas as inequagdes sdo satisfeitas com o sinal de
igualdade, como ilustrado na parte (c) da Figura 7, em que o eixo das ordenadas é definido
por llw(n)lI2 e o eixo das abscissas € definido pelo nimero de iteragbes n da rede. Portanto,

"%mxaz _ Bllwg ||2

NE = NaxB © Ninax = - (17)

A prova foi feita para para n(n) = 1 pois facilita os calculos, ja que seu valor ndo é
importante desde que seja positivo, e, caso n#1, apenas escala os vetores padrbes sem
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afetar seu hiperplano separador. Existindo um vetor solugéo w,, a atualizag&o dos pesos

deve chegar a um valor maximo de iteragbes n__ para gerar um hiperplano para as classes

max
C, e C,. Provamos paran = 1. Como a inequagéo 12 cresce quadraticamente em funcéo de
ne ainequacéo 15 cresce linearmente em fungé@o de n, sempre existird um n para qualquer

a ou B pertencente aos reais, em que a sua interseccao satisfaca o critério de parada.

[ Tw(n)||? [ [w{n)||? [ lw(n)|]?

15 15

20

1 of 10 5 0 5 10 = C § p

a) b) c)

Figura 7: a solugédo da inequagao 12; b solugéo da inequacéo 15; ¢ solugéo da equagéo 17.

Fonte: Produzido pelo autor.

51 CONCLUSAO

Neste trabalho mostramos o teorema de convergéncia para o Perceptron.
Percebemos a utilizagdo de topicos estudados na Algebra Linear como a desigualdade de
Cauchy-Schwarz, que ao ser definida e usada na prova, limita 0 niUmero de iteracées a um

valor minimo a e a norma euclidiana que limita a um valor maximo f.
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