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Resumen: En este articulo probamos que el
problema de Cauchy asociado a un modelo
ho- mogéneo tipo Schrodinger generalizado
en espacios de Sobolev periddico estd bien
colocado cuando n es par no multiplo de
cuatro. Hacemos esto en un modo intuiti- vo
usando la teoria de Fourier y en una versién
elegante usando la teoria de grupos, inspirados
en los trabajos de Iorio [1], Santiago and Rojas
[7] y [8]. Ademas, estudi- amos la relacion
entre el dato inicial y la diferenciabilidad de la
solucion. Finalmente, analizamos otros casos.
Palabras clave: Teoria de grupos unitarios,
ecuacion tipo Schrodinger generalizado,
ecuacion homogénea, espacios de Sobolev
periddico, Teoria de Fourier.

INTRODUCCION

Motivados por la ecuacién propuesto por
el fisico austriaco Erwin Schrodinger (1925)
u—iau_ =0, (1.1)
con dato inicial u(0) = ¢ E Hsper, donde s
es un nu’mero real y denotamos por H'  al
espacio de Sobolev periddico de orden s.
Sabemos de [9] que la ecuacion de
Schrodinger homog’enea (1.1) estd bien
colocada paratodo sreal. Entonces planteamos
el modelo generalizado
u, — ipd "u +iau =0, (1.2)
con dato inicial en H, el cual
resolveremos siguiendo las ideas de [1], [7],
[8] y [9]. Esto es, probaremos que posee
soluciéon y que esta es u'nica. Adem as,
demostraremos que la solucion depende
continuamente respecto al dato inicial.
Citamos algunos trabajos de existencia de
solucion v'1a semigrupos [2], [3], [4], [10], [5]
y nos apoyamos de algunos resultados de [6].
Probaremos la existencia y unicidad de
solucion de (1.2), asi como la dependencia

continua de la solucién respecto al dato inicial.
Luego, introduciremos una familia de op-
eradores para reescribir nuestro resultado en
una version mas elegante. También, haremos
el analisis de diferenciabilidad versus dato
inicial del problema homogéneo (1.2). Final-
mente, analizaremos otros casos.

Nuestro  articulo  esté  organizado
como sigue. En la seccién 2, indicamos la
metodolog1a usada y citamos la referencia
usada para los resultados preliminares que se
puedan nece- sitar. En la seccion 3, probamos
que el problema de Cauchy asociado a
la ecuacién ho- mogénea (1.2) estd bien
colocada. En la seccion 4, introducimos una
familia de operadores que forma un grupo
unitario en Hsper. En la seccién 5, mejoramos
el Teorema 3.1. En la secciéon 6, hacemos el
an"alisis de la diferenciabilidad de la solucién
versus el dato inicial.

Finalmente, en la seccién 7, damos las
conclusiones de nuestro estudio.

METODOLOGIA

Como marco tedrico, usaremos en este
trabajolos siguientes topicos: Teoria de Fourier
en espacios de Sobolev periddico, analisis
armonico, teoria de grupos y semigrupos de
clase C, y familias fuertemente continuas.
Como referencia, en la revisiéon de algunos
resultados previos que usaremos, citamos a
Iorio [1], Santiago and Rojas [7] y [8].

Toda esta teoria la usamos en el andlisis
de existencia y buena colocacién del
problema de Cauchy asociada a la ecuacién
(1.2), realizando una serie de célculos y
aproximaciones en el desarrollo de este
trabajo.

EXISTENCIA DE SOLUCION DEL
PROBLEMA (Q

i)

En esta seccién, empezamos probando
que existe solucion del modelo homogéneo
gen- eralizado (1.2) en espacios de Sobolev

T — ) -



Periddico, usando la teoria de Fourier.
Teorema 3.1 Sea s un numero real fijo, p

> 0, a > 0, n par no multiplo de cuatro y el

problema homogéneo

u € C(IR, H,,) N CH(R, H3™

Ou —ipdiu +iou =0 € Hy"

u(0) = 6 € Hye,

(Qn+1>

entonces (Q_ ) estd globalmente bien
colocado ie. 3'u E C(IR, Hsper) N CI1(IR,
HS'”Pe ) satisfaciendo la ecuaciéon (Q_ ) , de
modo que la aplicacién : ¢ > u, que asigna
a cada dato inicial ¢ la solucién u del PVI
(Q,,,), es continua.
solucion  u

Ademais, la satisface la

regularidad:
u(t) € Hy,,, Vvt € R, ¥r <

con

[u(®) ., < I¢lmg,,, vt IR,V <s

per —

y lu@®lms., = lollm,, , vt e R.

También se obtiene que la aplicacion:
¢ > du que asigna a cada dato inicial ¢, la
derivada de la solucién u del PVI (Qn+1): o u,
es continua y satisface:

10vult) = Bpa(t)lls—n <

sup |9y (t) — Byi(t) lon <
telR

A

CH¢_ Q;”M vt € Ba
CH¢ - 9;”87

donde C := méx{|y|, |al[}.
Ademés, atu(t> S ngw vVt € H’%, Vo <s—n Y
satisface:

[Owu(®)lle < Clidlls, vVt € R, V0 <s—n

sup [Opu(t)[le < Cllgs, V0 <'s —n.
telR

Prueba.- La prueba lo hacemos del
siguiente modo.

1. Primero obtenemos el candidato a
solucién. Para conseguir ese candidato
tomamos

la transformada de Fourier a la ecuacion

du —iud "u +iau=0

obteniendo
0 = Ot —ip(ik) i +iat = Ot + ipk™i + ici,
que para cada k E Z es una EDO con dato
inicial a(k,0) = ¢(k).
Asi, planteamos un sistema no acoplado de

ecuaciones diferenciales ordinarias de primer
orden homogéneo

@ e C(R,12(2))

(D) | Deiik, t) + ipk™ak, t) + iai(k,t) = 0
i(k,0) = ¢(k) con ¢ € 13(Z),

Vk € Z y conseguimos

Ak, t) = e TG (k) |

de donde obtenemos el candidato a
solucion:

+00o +o00
a(t) = Y atkt)gr = Y e TG (k).
k=—o00 k=—o00

(3.1)

2. En segundo lugar, probaremos que:

u(t) € Hye, v |lu@)]s = ll¢lls, Yt e R.
(3.2)

En efecto,seat € Ry ¢ € Hy,,

+oco

9T Z (1+k2)s‘€7i,uk"tefiat¢§(k)‘2
k=—occ
+oo .

— o S (LR

k=—o00

la®ly,. =

1%,

(3.3)
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3. Ahora, probaremos que u(-) es continua
en IR.
Seat E IR,

u(t) = ()17,
+oo
— o Z (1 + k2)5‘(€—iuk”t€—iat _ e—iuk"t'e—iat')qg(k)‘Q
k=—o00
+oo
— o Z (1 + kZ)S‘q;(k)‘Zl efi,uk"tefiat o efiuk"t’efiat’ |2'
k=00 H(t):=

(3.4)

Se observa que lim_, H(t) = 0. Ahora,
necesitamos de la convergencia uniforme de
la serie para el intercambio de limites. Para
esto, tomamos el k- ésimo término de la serie
y lo mayoramos por una serie convergente, i.e.

2

Ik,t - 27[_(1 + kQ)S‘QB(k)‘Q'e—i,uk"te—iat _ e—iuk"t’e—iat’|
<2
< Sr(L+K)[o(k)?,
donde hemos wusado la desigualdad

triangular (propiedad de la norma) y la
igualdad |¢?| = 1, V0 € R.
Asi,

—+o0
S L <46l < .

k=—oc

y usando el Teorema del M-Test de
Weierstrass tenemos que la serie converge
uni-formemente. Luego esta permitido el
intercambio de limite, esto es,

—+o0
<1 o ! 25 _ ‘ _
0 < 1im flu(t) — u(t)f, = > lm Iy =0
k= —00 e —
=0

y de ahi concluimos

lim ||u(t) — u(tl)HHﬁw =0

t—t’

4. Probaremos que

— 0 cuando h — 0.

s—n
Hper

M — ipdMu + iau

En efecto,

2

t+h)—u(t
w — ipd™u + iou

Hi"
PaC (t+h)€—ia(t+h) _ ik L p—ial

h

+oo

=27 Y (L+k)"

k=—o0

2

o(h)|

) ) ) 9
Lo —ink™t — o iamy
*%/t(zk)"e ipk te mt+zae ik to—iat

= ~ 2 . .
=2m 3 (1R o) feminkteior.

k=—00

l—i/,tk"h —iah _ 1
{¥ ik + ia}

M(h):=

(3.5)

Usando L'Hospital tenemos que M (h) —>
0 cuando h > 0.

Ahora, necesitamos la convergencia
uniforme de la serie para habilitar el
intercambio de limites. Para ello procedemos
mayorando el k-ésimo término de la serie.
Previamente observamos para h > 0:

e—iﬂk"he—iah -1 _ /h lg {efi"sefias} s
h o hOs
h 1 5 n ;.
= / 7 [—ipk™ — ia] e RS e I8 g
0

y tomando norma tenemos

e—i,uk"he—iah _1

1 h I
7 < El 7iuk”7ia\/0 ‘eﬂ“k Se7' ds

1

= k" al b

= |ul#® + |of

< max{lpl, [a}{1 + K"}
N—— ——

C:=

(3.6)

Considerando h < 0 para el caso t # 0,
tenemos

e e —1 - 0 12 {e*iﬂk"sefias} ds
h n hOs

01 o
= 7/ n [—ipk™ —ia] e K" ST g
h




tomando norma y usando que

| = 1, V0 € IR tenemos

e*iuk"hefiah -1 1 0
< —li k”—i—z’a/ ds
1 n
< W{"”"“ + [} - [A]
= {[ulk" +lal}
<

max{|p|, [l H{F" +1}.
C=
(3.7)

También, como 1< (k" +1)=(k*2 +1)<
(k* +1)2 obtenemos

K" +1)2< (B +1D)" 39

Usando las desigualdades (3.6), (3.7) y (3.8)
procedemos a mayorar |M(h)|?> como sigue

MR < 200" + 1Y =42, +1)* = C5[1+47]"

(3.9)

Esto también es vélido para el caso t = 0,
donde hemos usado (3.6) parael casoh >0y
(3.7) parael caso h < 0.

Ahora, pasamos a mayorar el k-’esimo
término delaserie, donde usamosla estimativa
(3.9)

W+ R 6w 1MW < 1+ R o[ Csn 4 k)

o)’

IA

= Cs(1+4%)°

(k)

’2

+oo . .
y como la serie 27 X (1+#) = 9l <o

desde que ¢ € H,,,, entonces usando el
Teorema M-Test de Weierstrass tenemos que
la serie (3.5) converge uniformemente y por lo
tanto es posible intercambiar limites y obtener

2
— 0 cuando h — 0.
per”

Hu(t + h) —u(t)
h

— ipdju + iau

5. Probaremos la dependencia continua de

la solucion respecto a los datos iniciales, i.e.
o .

sean ¢ y ¢ datos proximos en H° , entonces

sus correspondientes  soluciones uy @,

respectivamente, también estan préoximos en
el espacio solucién. Sea ¢ € IR,

+o0

lu(t) = @), = 27 Y
k=—occ

+o00

= 21 Y (1+K)°

k=—o0

712
16— @li%s, -

2
(14 k%)*

eI G k) — (k)

B(k) — B(k)

‘ 2

Tomando supremo sobre IR tenemos
sup [lu(t) = a(®)l|my,, = ¢ = ollms,, -
teR

(3.10)

De aqui tenemos que si ¢ — ¢ entonces
U — U.

6. Ahora, probaremos la unicidad de
soluciéon. La igualdad (3.10) nos permitira
mostrar que la solucién es tinica. En efecto, sea
¢ € Hyep y supongamos que existan v y u dos
soluciones, entonces usando (3.10) tenemos,

lu(r) = @), < sup l[ut) = T(0) luz,, = |6 — By, =0, V7 € R,
telR

de donde concluimos que u = .

Asi, el problema (Q_ ) est abien colocadoy
su inica solucion que depende continuamente
del dato inicial es

+o0
u(t) _ Z efiuk”tefiaté(k)qbk )

k=—cc

7. Sea r < s entonces Hp,, C Hp,, y desde
que el dato inicial ¢ € Hp.,, tenemos que
¢ € Hy,, y satisface

ol <[l - (3.11)

De (3.3) y usando (3.11) tenemos que

lu@)IF = 6] < l]F < oo.
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Es decir,

(t) € peerT € (_OO’ S) : (3.12)

8. Asi, de (3.2) y (3.12) concluimos que
para t € IR
u(t) € H),

per

Vr € (—o0,s].

9. Probaremos que J;u(") es continua en IR.
En efecto, sea t € IR,

[|Opu(t) — 3tu(t/)”§—n
+o00 — -
=21 Y (L+ KD |0u(t)(k) — Oru(t) (k)2
k=—c0

400
—or Z 1+ k,2)sfn‘(i’uk,n +ia) {Cﬂyk"zcﬂm _ e—zyk"t’c—zat’}d)(k)‘Q

k=—cc0

+o0 . oin 12~
<2m 3 (L KTl + [a])? [em kR ik |7 G 2
k=—oc0

H(t):=
+o0

S (14 KPR+ 1) H ()| (k)2

k=—o0

< 2r(mix{|ul. |a]})®
=C

+0oo
<C? Y oam(1+K)H
k=—oc

®)o(k)2 .

T o=

(3.13)

desde que vale la desigualdad (3.8).

Por otro lado, se observa que lim,_, H(t) =
0.

Ahora, necesitamos de la convergencia
uniforme de la serie para el intercambio
de limites. Para esto, tomamos el k-ésimo
término de la serie y lo mayoramos por una
serie convergente, i.e.

Lee < 20(1 + K2)*4|p(k)[?

< Sr(1+ k%) o(k),

donde hemos usado la desigualdad
triangular (propiedad de la norma) y la
igualdad [¢"| = 1, V0 € IR.

Asi,

+0o0
Yo e <407 < oo,

k=—0oc

y usando el Teorema del M-Test de
Weierstras tenemos que la serie converge
uniformemente. Luego estd permitido el
intercambio de limite, esto es,

0§}irg||6‘tu(t)—5tu N2, = Z hmfkt—()

kf—oox_v_/

y de ahi concluimos

lim [[Bu(t) = dpu(t')2, =

Esto es,

tHHtlr ||8tu(t) - 8tu(t')||5,n =0 |

10. Probaremos la dependencia continua

de du respecto a los datos iniciales, i.e
- 4 . S

sean @ y ¢ préximos en H' L0 €NTONCES sus

correspondientes derivadas de las soluciones

u 'y u, esto es Qwuy du, respectivamente,

también estan proximos. Sea t € IR,
l0vu(t) — () 13-
+o0

=21 3 (14K (—ipk™ —ia)e MR e G (k)

k=—o0

— Sk

+o0 S
<o S (L4 R ((ulk? + [al)213(k) — a(k) 2
k=—o0
<% 3 (14 B 1G) — alh)?

k=—0c

=Co -2,

donde hemos usado la desigualdad (3.8).
Asi, hemos probado que

[0pu(t) — d(t)|)2_, < C2||lé— 912
Esto, es,
0pu(t) — D) ||s—n < Cllo— o]l

Tomando supremo sobre IR tenemos:

sup [|Gzu(t) — de(t)||s—n < Clld — o5
telR
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11. Del item anterior tenemos que vale:

1Ou(t)]|s—n < Cllol]s -

Ademas, usando inmersion continua de
espacios de Sobolev periddico, tenemos que

[0cu(t)[r—n < Cll0llr < Cl[¢]s, ¥r < s.

ASi, atu(t) - HG

per» 70 € (=00, 5 —nl.
En consecuencia tenemos el siguiente
resultado

Corolario 3.1 La tnica solucién de (Q ) es

—+0oo ) _ .
Z e—z,uk te—mf.t(b(k) Qf’k
k=—0c
donde ¢y () := ek para = € IR.

GRUPO DE OPERADORES
UNITARIOS EN H*_

Ahora, introduciremos una familia de
operadores que verificaran las condiciones de
ser un grupo unitario de clase C en H* .

per

Teorema 4.1 Sea s € IR yla aplicacion
T:R — L(H,,)

T(t)

t —

tal que T'(t) = €% —D) j e, aplica T(t)¢ =

[(e—z’ﬂ:k”te—iat&(k))kez V7 vqs c H

pE’T‘

Entonces {T({)}ier es un grupo unitario
declase C en H* .
per
Ademas, se
enunciados:

verifican los siguientes

L. T()¢ € C(JR H;er) VoeH per

2. La aplicacién ¢ — T'(-)¢ es continua y
V1,02 € Hp,, se satisface:

IT(t)e1
sup || T'(t) o1
telR

=T (t)pallag Vte IR,

per

= T(t)pallm

per

= o1 = e2llmg,, .
= o1 = ¢allms,,

Prueba Primero observamos que T'(0)¢ =
¢, V¢ € Hper asi T(0) = L.

Afirmamos que T(t) es lineal pues la
transformada de Fourier y su inversa son
lineales. En efecto, sea a €Ty (¢,%¢) € Hp,, x
Hp., entonces

T@as+9) = [( e s +u1'0), |

(-
(<

a(e k™ — zat¢

[
[ R TR 1) I ]
[ )ees + (€ “knte’i‘yt@(k))kez]

“ [( TGk ))kez]v + [(eiwkntfm%(k))kez]v
= aTWd+T(t)).

Probaremosque T(1)¢ € Hy, y | T(#)o]s = [l
sie.||T(t)|| = 1, Vt € IR. En efecto, sea ¢ € Hp,,
y t € IR, analogo a (3.3) obtenemos

—+o00
1Ty, = 27 3 (14 k)| temiotg ) 2
k=—oc
+00 .
= 21 3 (1+K)[o(k)
k=—o0
= [l <o
(4.1)
Luego,
”T( )(rb”s_ I¢”57 VtEB V¢€ per:
(4.2)

es decir T(t) € L(Hyer) con [|T(1)| =1,
Vit e IR,

Ahora, probaremos que T(t + r) = T(t) o
T(r), Vi, r € IR. En efecto,sea ¢ € Hp,,. yt; 1
€ IR - {0}, tenemos

[(efiukn(tjw)efia(tntr) a(k)) :| \
keZ

\%
[(e—zuk"te—wzt X e—zpk"re—zar¢(k))kez]

(4.3)

Tt+r)p =

T — -



Sabemos que si ¢ € Hp, entonces
&5 € 2, estoes
“+oo
ST A+ E)AR)? < oo
k=—oc
(4.4)
Afirmamos que
G (k)) 2, vreRR.
(4.5)

En efecto, cuando r = 0 es evidente que se
cumple la afirmacion. Asi, probaremos el caso
r > 0. Para esto, basta observar que

+oo
Z (1 + k2)5|67iuk”r67iar¢(k)|2
k=—o0
+w . n . —~
— Z (1 + k2>5 |67wk Tefwzr|2 ‘¢(l€t)|2
R \—2,1_/
+oo =N
= D (L+E)]GR)P < oo
k=—0c0
desde que vale (4.4).

Luego, de (4.5) y tomando la transformada
inversa de Fourier tenemos:

[(ewwr —iar (k)) ]v € Hp., K VrelR.

Asi, definimos:

gi= [( —ikr g —ior (k)) }V €Hp., .

Esto es,

g=T(1)o. (4.6)

También, tomando la transformada de
Fourier a g obtenemos:

5= (Bfiyk”refiav‘g(k))

kez’

i.e.

Gk) = e7 k" TeiOT (1Y ke 7.
(4.7)

Usando (4.7) en (4.3) y de (4.6) tenemos

T(t+r)p = [(e*iﬂ’f"te*mtg(k))kez}
= T(t)g
= T®)(T(r)¢)
= [T(t)oT(r)¢, Vt,r € R—{0}.
Asi,
Tt+r)=T()oT(r), Vt,r € R — {0}.

(4.8)

Sit=00r=0,entonceslaigualdad de (4.8)
tambien es verdad, con esto concluimos con
la prueba de

Tt+7r)=T({)oT(r),vt,r € IR.

(4.9)

Ahora, probaremos que el operador T'(?) es
unitario V¢ € IR.

De la identidad (4.2) tenemos que T(t) es
isométrico para todo t € IR.

De (4.9) tenemos

T(t)oT(—t) = T(t—t)=T(0) =1, Vte R,
(4.10)
T(—t)oT(t) = T(—t+1)=T(0) =1, Vi€ R.

(4.11)

Obviamente se observa que (4.10) implica
la sobreyectividad de T(t) y que (4.11) implica
la inyectividad de T(t). Por lo tanto, T(t) es
biyectivo y

3T(t) L =T(—t), Vte IR. (412)
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Siendo T(t) isométrico y sobreyectivo
obtenemos que T(t) es unitario Vi € IR (i.e.
T(t)* £ T(t) = T(t) £ T(t) o = I). Ademas, de
(4.12) tenemos T(t)* = T(-t), Vt € IR. Ahora
probaremos la continuidad de t > T(t) ?, esto
es

IT(t + h)p — T(t) 9| 1

ner

— 0 cuando h — 0.

(4.13)

En efecto, usando el item 3 de la prueba del
teorema anterior, tenemos

It + )6 — Tl
“+o00
— o Z (1 + k2)3|(e—iuk”(t-%—h)e—ia(t#—h) _ e—i,uk‘"te—iat)d;(k)lQ
k=—occ
+oo
— o7 Z (1 + k2)<|(£(k)|2| e*iuk"(t#»h)efia(ﬁrh) _ e*iuk"tefiat ‘2 .

k=—o0

H(t+h)=

(4.14)

Observamos que lim,  H(t+h) = 0.

Ahora, necesitamos de la convergencia
uniforme de la serie para el intercambio de
limites.

Para eso, tomamos el k-ésimo término
de la serie y lo mayoramos por una serie
convergente, i.e.

I

2 (1 + k2)%|(k)[2 |~ k" () gmialith) _ o—ipk™t —iat|2

kth*

<4

IN

8r(1+ k) |0 (k)|

donde hemos wusado la desigualdad
triangular (propiedad de la norma) y la
igualdad || = VA € IR.

Asi,

oo
> Do <Al9ll, < oo,

k=—cc

(4.15)

y usando el Teorema del M-Test de
Weierstrass tenemos que la serie en (4.15)

converge uniformemente. Luego esta
permitido el intercambio de limite, esto es
+oo

{ — 2 = i =
Jim [Tt + )6~ T(0)8[3,, = > Jn o =0.

k=—00 ~—_——
=0

Observacion 4.1 Se verifica rapidamente
que

%E% ”T(t)¢ - ¢||Hf)m. =0 s qu € H;er .

Observacién 4.2 Si {T(t) }ier es un grupo
de clase C, entonces satisface

}l’m HT(t)QI) - T(T)quH;er = 07 Vr e Ba VQI) € H;

er

Observacion 4.3 Con la observacién
4.1 tendriamos que {7'(¢)}icr es un grupo
de clase C,. Asi, por la observacion (4.2) se
tendria (4.13).

Por lo tanto, {T(t)}:cr es un grupo
unitario de clase C_en H', .

Sean ¢, y ¢, datos proximos en
H° , entonces probaremos que sus

per
correspondientes T()o, y T)e,,

respectivamente, también estan préximos.
Como {T(t)}er es unitario, para t €IR
tenemos

1T (t)p1 — T(t)p2llu,, =
1T() 1 — walllng.,. = ller — e2llug,, -

Tomando supremo sobre IR tenemos
sup [T (t)p1 = T()p2 5., = o1 — w2llmg,, -
telR

(4.16)

De aqui tenemos que si ¢, - ¢, entonces
T(.)(Pl —_) T(')(Pz'

T — -



5. VERSION DEL TEOREMA 3.1
USANDO {T'(t) }ier

A seguir enunciamos el Teorema 3.1 en
funcién del grupo {7'(t) }ier.

Teorema 5.1 Sea s €/R , n un numero par
no multiplo de cuatro y {7'(t) }icr el grupo
unitario de clase C  del Teorema 4.1 entonces
T(-)¢ es la tinica solucién de

u e C(IR, ng) N C’l(ﬂ%, Hpo™
wur = Ap_1u en Hp."
u(0) = 6 € H,,

en el sentido que

lim Tit+ o —T(M)é _ An1T(t)¢‘ =0
h—0 h Hyo"

(5.1)

donde A | := ipdy —ial, ysi o1~ p2

entonces T(-)¢1 ~ T'(-)pa.

Ademas, se satisface la siguiente
regularidad: Si¢ € Hj,, entonces T(t) ¢ €
Hy.. ¥t € IR,y < sy satisface que [IT(1)¢l a7,
< ”@HH;ET, vtelR, Vr <svy HT(t)GﬁHH;ET =
lollus, . vt € IR.

También, se obtiene que la aplicacion:
¢ — An1T(-)é que a cada dato ¢ € Hp,, le

asigna Ap,_17(-)®, es continua. Esto es,
H14"n.flT(t)(175 - AnflT(t)Eg”sfn
S C”Qb*(g”Sa Vt Eﬂ%:

donde C = max {|¢|. [a|}.
Asi,

sup || Ap1 T(t)d — Au1 T()d|s—n < Clles — ).
telR

Ademas, An1T(t)¢ € HY,,, ¥Vt € R V0 <
s - n, con [[An—1T()0lle < Cllolls, ¥Vt € IR, VO
<s-n.

Asi,

sup || Ap—1T(t)o|le < C||plls, VO < s —n.
tciR

Prueba.- La prueba de (5.1) es analoga al
del item 4 de la prueba del Teorema 3.1. Y la
prueba del resto del enunciado también se
sigue como la prueba del Teorema 3.1 y como
consecuencia del Teorema 4.1.

ANALISIS DE LA DIFERENCIABI-
LIDAD VERSUS DATOS INICIALES

Con la finalidad de enriquecer nuestro
estudio, buscaremos el espacio infinito
dimensional donde ocurre la diferenciabilidad
y su conexion con el dato inicial.

Teorema 6.1 Sea s € IR,

u(t+ h) —u(t)

Ik
1m h

Lim, — ipoiu(t) + iau(t)

Vt e IR

=0,

s—n
per

siy solamente si ¢ € I,
Prueba.- Sea ¢ € M, la prueba lo
hacemos analoga a la prueba de diferen-
ciabilidad del teorema 3.1. Sea s € IR, si
¢ € Hp, entonces u(t) = ik M it (1)
o y u es solucién de (Q=).
Recuerde obtenemos

u(t+h) — u(t) 2

h

— 1pdlu(t) + iou(t)

s—n
per

+oo 2

ik —iah _ ,

—or Z (1+kQ)R—n‘C—i/l,k"t,c—iat‘2 ; T ik +ia \(Z(k')\
k=—c0
2
+oo efi,uk"hefiah _ N
=2t > (14K . +ipk™ +ial |o(k))2.
k=—o0
M (h):=
(6.1)

Usando LHospital tenemos que M(h)
— 0 cuando h - 0. Ahora, necesitamos
la convergencia uniforme de la serie para
habilitar el intercambio de limites. Para ello
procederemos mayorando el k-ésimo término
de la serie. Para h > 0 tenemos

efiuk"hefiah -1 1

h
—— —ipk™s —ias
. h/o (e e )s ds,

T —— ) -



luego
—iuk™h —iah oo
%’ < ﬁ/o ’eﬂ”k SeT M | —duk" —ialds
ik + ol
= | «
||
< plk + ol
< max{|pl, [a[} (k" +1).
N
C=
(6.2)

Usando la desigualdad (6.2) y (3.8)
procedemos a mayorar |M(h)|* como sigue

IM(R)]? < {2C(k™ +1)} < 4C%{1 + K%},
(6.3)

Pasamos a mayorar el k-ésimo término de
la serie, donde usamos la estimativa (6.3)

Ligs = (L+E)* " [M(h)d(k)[*
< (L4 RR)ACR(L 4 KR B(k)2
= (L+E)*4C?|G(k)

y como [[8]l7 < oo entonces la serie es
convergente.

Asi, usando el Teorema M-Test de
Weierstrass tenemos que la serie converge
uniformemente y por lo tanto es posible
intercambiar los limites y obtener:

2
lim u(t+ h})L — u(t)

— 0™ u(t ] t
lim inOu(t) + iault)

s—n
H;uer

—+oo
lim 27 I
) Z k.t,s
k=—00
—+o0
2 lim [
™ Z hli% k,t,s

k=—o00

=0
= 0.

- u(tHhu) _ony (1)
= 0, Vt € IR, probaremos que
¢ € Hp,,.. En efecto, como en Hpe," vale
Opu(t) = ipdfu(t) —iou(t), Vvt € IR, en

particular es valido para t = 0:

Reciprocamente, silim
+ z'ozu(t)HHsin

H:.." 3 0u(0) = ipd;u(0) — iau(0) =

per

il G — i = i(ud) — al),

luego O < ngr.

Asi, se cumple el siguiente resultado, para
t=0.

Corolario 6.1 Seas € H,,,

. |uth) — ¢
ALY

?

—iudl ¢ + z'ozqﬁ‘

=0
HSom

per

si y solamente si RS ngr.

Ahora, en términos del grupo unitario
{T(t)}tem, obtenemos los dos siguientes
resultados cuyas pruebas son analogas a
las pruebas del teorema 6.1 y corolario 6.1
respectivamente.

Teorema 6.2 Sea s € IR,

T(t+h)o—T(t)o

lim A

h—0

=0,
HEom

per

AT (t)e

Vte IR

si y solamente si vc H ;er.
También se cumple el siguiente resultado,

Corolario 6.2 Seas € IR

T(h)p —
lim e —-9¢ _ Ao — 0,
h—0 h, Hsom
per
si y solamente si o€ H ;er.
Ahora, daremos las siguientes
observaciones.

Observacién 6.1 Resultado andlogo al
Teorema 3.1 es obtenido cuando n es par
multiplo de cuatro, donde la solucion seria

E— (| -



e v 5. Finalmente, también se analizd Ila
V(t) _ e’mk; t—iat A(k) . ] .,
= ¥ weZ existencia de solucidn para los otros casos de
n.

para el dato inicial ¢ € H,.

Observacion 6.2 Resultado andlogo al
Teorema 4.1 es también obtenida cuando n
es par multiplo de cuatro, donde la familia de
operadores introducida seria

Uty = (ot o), | . ve e Hir.

Por lo tanto, la versiéon analoga al Teorema
5.1 es valido.

Finalmente,

Observacion 6.3 Cuando n es impar, el
problema (Q_ ) no tiene solucidén.

CONCLUSIONES

En nuestro estudio de la ecuacion tipo
Schrodinger  generalizada en  espacios
de Sobolev periddico hemos obtenido
importantes resultados, entre los cuales
destacamos:

1. Cuando n es par no multiplo de cuatro,
usando la teoria de Fourier, demostramos la
existencia y unicidad de solucion del modelo
(Q,,,)» asi como la dependencia continua de la
solucion respecto al dato inicial.

2. Introduciendo una familia de
operadores, la cual forma un C -Grupo
unitario, reescribimos la solucién del
problema (Q_ ), obteniendo resultados mas
elegantes.

3. En el andlisis de diferenciabilidad de
la solucién versus el dato inicial obtenemos
resultados como el saber en que espacio H' |
existe la derivada du(t) = ipdru(t) — iau(t) y
que esto depende mucho del espacio donde se
tome el dato inicial.

4. Ademas, tedricamente  hemos
conseguido familias de operadores que
forman Grupos unitarios de clase C .

E— () -
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