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Os mais diversos ramos do conhecimento possuem grandes dos 
desafios a serem superados, é o do saber multidisciplinar, aliando conceitos de 
diversas áreas. A curiosidade científica é o pilar de motivação que estimula as 
investigações baseadas no conhecimento existente objetivando a geração de 
novos materiais, produtos e equipamentos.

Nesse sentido, esta coleção “Engenharias: Pesquisa, desenvolvimento e 
inovação 2” traz capítulos ligados à teoria e prática em um caráter multidisciplinar, 
tendo um viés humano e técnico. Apresenta temas relacionados as áreas de 
engenharias, dando um viés onde se faz necessária a melhoria contínua em 
processos, projetos e na gestão geral no setor fabril. 

De abordagem objetiva, a obra se mostra de grande relevância para 
graduandos, alunos de pós-graduação, docentes e profissionais, apresentando 
temáticas e metodologias diversificadas, em situações reais.

Boa leitura!
 

Amanda Fernandes Pereira da Silva
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MODELAGEM E PROJETO DE CONTROLADORES 
PARA UM SISTEMA DE LEVITAÇÃO DE UMA 

ESFERA POR UM FLUXO DE AR

Heros Carvalho Soares
Graduando no Centro Federal de 

Educação Tecnológica de Minas Gerais, 
Divinópolis, Brasil

Nathan Phillipe Almeida Mendes
Graduando no Centro Federal de 

Educação Tecnológica de Minas Gerais, 
Divinópolis, Brasil 

Eduardo Santos de Alemdia
Graduando no Centro Federal de 

Educação Tecnológica de Minas Gerais, 
Divinópolis, Brasil

Cláudio Henrique Gomes dos Santos
Docente no Centro Federal de Educação 

Tecnológica de Minas Gerais, Divinópolis, 
Brasil

RESUMO: Este trabalho trata da 
modelagem e controle de um sistema de 
levitação de uma esfera por um fluxo de 
ar. Assim, projetou-se dois controladores, 
um por Ziegler-Nichols, outro por espaço 
de estados (SS), ambos discretizados, 
e avaliou-se o comportamento da malha 
fechada ao ser submetida a uma entrada 
em degrau e a um distúrbio no sinal 
de entrada. Ao fim, percebeu-se que o 

controlador por SS teve melhor resultado 
ao seguir a referência, embora o outro teve 
melhor desempenho em rejeitar o distúrbio.
PALAVRAS-CHAVE: Controle Digital, 
Espaço de Estados, PI Ziegler-Nichols, 
Observador

INTRODUÇÃO
Diversas vezes existe a dificuldade, 

ou até mesmo a impossibilidade, de 
trabalhar com plantas de controle físicas, 
problema este que se intensificou com 
a Pandemia do Corona Vírus em 2020. 
Desse modo, as simulações se tornam 
grandes aliadas das universidades para 
melhor entendimento de determinada 
disciplina, como as diferentes metodologias 
de síntese de controladores no domínio 
discreto.

Pensando nisso, no presente 
trabalho, analisa um sistema de levitação 
de uma esfera através de um fluxo de ar 
gerado por uma ventoinha. Desse modo, 
far-se-á modelagem do sistema via caixa 
branca, assim como do atuador e do sensor 
escolhido para o processo. Ao simulá-los 



Engenharias: Pesquisa, desenvolvimento e inovação 2 Capítulo 10 123

simultaneamente via Python em malha aberta, espera-se compreender melhor a dinâmica 
de todo o sistema, suas limitações, tempo de acomodação, overshoot e outros fatores que 
poderiam auxiliar no projeto de um controlador para o melhor desempenho do sistema 
como um todo.

Posteriormente, usar-se-á um controlador proporcional em malha fechada para 
se obter uma oscilação sustentada e, por fim, o período de oscilação e de amostragem 
ideal para o sistema. Finalmente, projetar-se-á dois controladores para o sistema, sendo o 
primeiro um controlador PI pelo método de Ziegler- Nichols através do ganho crítico e do 
período de oscilação; e o segundo controlador é pelo espaço de estados, contando com os 
recursos de um observador e de um integrador.

Assim, objetiva-se, além do melhor entendimento acerca de controle digital, 
comparar qualitativa e quantitativamente o desempenho destes dois controladores. Para 
tal, ter-se-á como parâmetros estudados o overshoot e tempo de acomodação das duas 
malhas fechadas, capacidade de seguir a referência e de rejeitar uma perturbação no 
sinal de entrada, análise em frequência do sistema em relação ao ruído, à referência e ao 
distúrbio e análise quantitativa do sinal de saída por meio da integral do erro absoluto (IAE) 
e da variabilidade do sinal de controle (IVU).

MATERIAL E MÉTODOS
Todo o projeto pode ser dividido em três partes. A primeira consiste na modelagem 

caixa branca do atuador, da planta e do sensor. Já a segunda se trata da simulação da 
planta em malha aberta e coleta de dados pertinentes. Por fim, tem-se a terceira parte, 
que se refere à síntese dos controladores desejados, seguido das suas análises de 
desempenho. Desse modo, utilizou-se como recurso diferentes bibliografias para fazer-se 
a primeira etapa, partindo para a ferramenta em Python a fim de se realizar a segunda e 
terceira etapas.

Dessa forma, para a dar início a primeira etapa, faz-se necessário ter conhecimento 
da planta que se deseja trabalhar. Assim, o modelo tridimensional do sistema pode ser 
visto na Figura 1. Nessa figura há um tubo cônico truncado com altura de 600mm, diâmetro 
inferior de 50mm e superior de 91.9mm, o qual está acoplado a um tubo redutor, que por 
sua vez está acoplado a uma ventoinha, e esta a um micromotor de corrente contínua 82 
830 009 da empresa Crouzet (Crouzet, 2004). Outrossim, dentro do tubo há uma esfera de 
50mm de diâmetro e massa de 3g. Acima do tubo há um suporte para o posicionamento 
do sensor Sharp GP2Y0A21YK, o qual está em uma altura 100mm acima do topo do tubo 
devido ao seu princípio de funcionamento. Desse modo, ao acionar o motor, uma ventoinha 
produz um fluxo de ar que elevará a esfera até o ponto de operação de 35cm.

Assim, o equacionamento do modelo pode ser descrito por algumas relações físicas 
e geométricas, sendo o ponto de partida a equação do equilíbrio dinâmico na esfera 



Engenharias: Pesquisa, desenvolvimento e inovação 2 Capítulo 10 124

(Halliday et al., 2009a), a qual possui apenas a força de arrasto FA vertical para cima e o 
peso P vertical para baixo. Logo,

em que m a massa da esfera e ɑ  sua aceleração.
Ademais, FA é dada por

na qual, CD é o coeficiente de arrasto do ar, ρ a densidade do ar, A a área da seção 
média da esfera, v a velocidade do ar no tubo ao encontrar com a esfera e ż a velocidade 
da esfera no tubo (Halliday et al., 2009a). Substituindo (2) em (1) e considerando ɑ = dż̇/
dt tem-se

Figura 1. Esquema tridimensional da planta

Além disso, através da Equação de Bernoulli (Halliday et al., 2009a), pode-se 
encontrar a velocidade do ar em qualquer ponto do tubo, a qual é dada por

em que A1 corresponde à área do diâmetro inferior do tubo, v1 a velocidade do ar 
que sai do motor, A2 a área em qualquer parte do tubo e v2 a velocidade do ar neste mesmo 
ponto. Sendo assim, é importante calcular o valor de A2, o que pode ser feito a partir do 
esquema geométrico apresentado na Figura 2, pois, ao analisá-la é possível perceber que
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em que d1 é o diâmetro em qualquer altura, ℎ = z e ɑ = δ. Assim,

Desse modo, substituindo a Equação (6) na (5) é possível concluir que

Figura 2. Esquema em corte do tronco de cone

Posteriormente, substituindo a Equação (7) em (4) e seu resultado em (3), a 
modelagem é findada na equação

Agora, em posse da modelagem do sistema, parte-se para a modelagem do motor, 
cujo esquema mostrado na Figura 3.

Figura 3. Esquema do motor CC (Santana et al., 2008)

Desse modo, ao aplicar uma tensão Vɑ na entrada, há uma perda de energia 
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decorrente da resistência de armadura Rɑ e da indutância de armadura lɑ, resultando na 
tensão aplicada Vb. Logo, aplicando a Lei das Malhas (Halliday et al., 2009b), tem-se que

A tensão Vb acionará o motor, resultando em uma velocidade angular ω, sendo Vb 
= Kbω. Logo,

Seguindo para a modelagem mecânica, considere o torque T proporcional à corrente 
aplicada, tem-se que

Além disso, pelo equilíbrio dinâmico em rotação (Halliday et al., 2009a), tendo o 
momento de inércia do motor e da carga Jt, considerando o atrito viscoso com coeficiente 
de viscosidade B , tem-se que

Entretanto, devido ao atrito das hélices da ventoinha com o ar, considerando que a 
força que atua sobre elas seja (2), então (12) torna-se

em que R é o raio da ventoinha e ɑ1 a área aproximada das hélices em contato com 
o ar de modo perpendicular, Desse modo, as Equações (10) e (13) descrevem a dinâmica 
M(t) do motor.

Agora basta modelar o sensor, sendo escolhido o sharp GP2Y0A21YK. Esse sensor 
é capaz de retornar uma tensão a partir da distância de um objeto utilizando emissão e 
recepção de luz infravermelha (IR). A partir do datasheet é possível verificar o funcionamento 
do sensor, no qual inicialmente a tensão é regulada, então um LED emite uma luz IR, a qual 
será refletida pelo objeto em sua frente. Então um receptor irá perceber a luz refletida, a 
qual será processada e em seguida passará para por um circuito de saída, o qual retornará 
um valor de tensão (Sharp, 2010)

Outrossim, o gráfico de Tensão por Distância (VxL) do sensor foi obtido 
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experimentalmente pelo fabricante, de modo que a curva obtida pode ser vista na Figura 4, 
da qual é possível perceber que existem dois valores de tensão para cada altura captada 
pelo sensor. Devido a isso, esse sensor é indicado para fazer medição apenas entre 10cm 
e 80cm. Ademais, a curva da resposta não é fornecida pelo fabricante, portanto, foi feita 
uma interpolação do tipo

em que os parâmetros encontrados foram k = 1.284, ɑ = 0.001 , b = −0.114 e c 
= 0.444 . A curva de resposta também pode ser vista na Figura 4. Ademais, a resposta 
temporal do sistema não foi fornecida pelo Fabricante, então considerou-se que o sensor 
era muito mais rápido que a planta e sua dinâmica poderia ser desconsiderada. Desse 
modo, finda-se a primeira parte do trabalho.

Figura 4. Gráfico tensão por distância do sensor 

RESULTADOS E DISCUSSÃO
Dando início à segunda parte do trabalho, necessita-se determinar os dados do 

fabricante. Pelos equipamentos escolhidos, tem-se que os parâmetros físicos do projeto 
estão expostos na Tabela (1)
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Tabela 1. Parâmetros do sistema e do atuador

Ademais, faz-se necessário conhecer a velocidade linear do fluido na base do 
cone decorrente da velocidade angular das hélices. Pelos equipamentos escolhidos, 
considerando a relação linear, tem-se que

Por fim, sabe-se que o motor possui uma zona morta, um valor mínimo de tensão 
necessário para começar seu funcionamento, o qual é dado por 2.5V, além de uma 
saturação superior em 12V. Abaixo de 2.5V é considerado que Vɑ = 0V.

Como trabalhar-se-á no domínio discreto, é necessário determinar o tempo de 
amostragem requerido para este sistema. Para tal, considerou que exista um controlador 
proporcional que instabiliza o sistema, assim como também este um controlador proporcional 
que garante a estabilidade assintótica. Logo, também existe um controlador intermediário, 
ou seja, não deixa o sistema instável, mas também não estabiliza em torno de um ponto 
de operação, resultando em uma oscilação sustentada (Lathi, 2007). Portanto, fechou- se 
a malha, como mostrado na Figura 5, e usando controlador proporcional de valor C = 60, 
obteve-se a resposta que pode ser vista na Figura 6. Desse modo, pode-se considerar 
que próximo dos 30s é o início do regime permanente, pois, a partir dali, não houve mais 
variação na dinâmica da curva.
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Figura 5. Diagrama da malha fechada do sistema, na qual, Ref é a referência a ser seguida, u0 = 4.1V 
é o sinal necessário para levar o sistema para o ponto de operação, Filtro AA é o filtro anti-aliasing, 
Conversor 1 representa o conversor AD e, por fim, Conversor 2 representa o conversor de tensão 

digital para altura na saída.

Assim, o intervalo de tempo entre os dois últimos picos é de aproximadamente 
0.4673s. Portanto, considerando que seria bom ao menos dez amostras nesse intervalo 
para conseguir bem descrever este sistema, conclui-se que o período de amostragem 
deverá ser de 47mS.

Figura 6. Resposta do sistema em ganho crítico

Assim, far-se-á três simulações, uma a partir das equações diferenciais do sistema, 
outra da função de transferência no contínuo e, finalmente, a função de transferência 
no domínio discreto. Assim, aplicando a Série de Taylor nas Equações (8), (10) e (13), 
truncando na primeira derivada e aplicando a Transformada de Laplace (Ogata, 2010), o 
sistema pode ser representado em torno do ponto de operação por

Ademais, discretizando (15) para um período de T = 47mS pelo método de zoh 
(Nise, 2009), tem-se que
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A partir da simulação em malha aberta das EDOs descritas em (8), (10) e (13), da 
Função de transferência descrita em (15) e do modelo discreto (16), foi obtida a resposta 
apresentada na Figura 7, da qual, é possível perceber que a saída do sensor, subplot (a), 
apresenta resposta semelhante para os três modelos e a curva de resposta se aproxima 
muito da encontrada na saída do sistema, subplot (b), diferenciando-se um pouco apenas 
do modelo digital, o qual sofre bastante interferência do ruído devido à quantização. Por 
fim, o subplot (c) mostra o sinal de controle aplicado nos três modelos.

Figura 7. Saída do sistema em malha aberta, no qual (a) é a saída digitalizada do sensor, (b) as saídas 
em altura desses modelos e (c) o sinal de controle.

Já em posse do modelo linear discretizado, dá-se início à terceira parte. O modelo 
linear SS para sistemas discretos pode ser encontrado aplicando o comando control.
c2d (control.ss(G(s)), T, method=’zoh’) no Python, em que G(s) corresponde à Equação 
(16). Desse modo, as matrizes que descrevem a dinâmica do sistema A, B e C são dadas 
respectivamente por

O controlador SS foi projetado para que o sistema atendesse às especificações 
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de sobressinal de 10% e tempo de acomodação de 2 segundos. Desse modo, os polos   
desejados estão posicionados em P{1,2} = 0.91 ± 0.10j (Ogata, 2010). Então, foram obtidos 
os vetores de  ganho KP, KA, KE, o quais  resultaram respectivamente em 

Ao finalizar o projeto do primeiro controlador, inicia- se a síntese do segundo. O 
próximo controlador foi projetado pelo método da curva de reação de Ziegler- Nichols 
através do ganho crítico (Barbosa, 2010), resultando em um controlador PI, sendo Kp = 
27 e Ti = 0.389. Por consequência, Ki = 32.622. Entretanto, foi verificada uma resposta 
insatisfatória. Devido a isso, os parâmetros foram reajustados por tentativa e erro e o 
melhor resultado encontrado evidenciou Kp = 9, assim, Ki = 23.11, conservando o Ti. Desse 
modo, o controlador obtido é dado por

Esse tipo de controlador não considera as especificações de desempenho desejadas 
para o seu projeto, todavia, seus parâmetros foram projetados por “tentativa e erro” para 
tentar alcançar as mesmas especificações do controlados obtido pelo método SS.

Feita a síntese de controladores, partiu-se para a simulação destes a fim de analisar 
seu desempenho. O controlador PI foi simulado aplicando os parâmetros Kp e Ki da Equação 
(23) na Equação (16) com um período de amostragem T = 0.047s e aplicado em malha 
fechado à variação da referência dada por r = [PO 1.1PO 0.9PO PO]. Outrossim, o controlador 
obtido por meio do SS foi simulado com o mesmo tempo de amostragem, com a malha 
fechada com observador e integrador e com os ganhos projetados (20), (21) e (22) para a 
mesma variação da referência do controlador PI. Desse modo, a saída do sensor, a resposta 
dos controladores em malha fechada e o sinal de controle podem ser vistos na Figura 7.

Figura 7. O subplot (a) corresponde à saída digitalizada do sensor; o subplot (b) apresenta as saídas 
digitais das malhas fechadas; por fim, o subplot (c) apresenta o sinal de controle; com controladores 

pelo método SS e PI
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Então, ao avaliar a Figura 7, é possível perceber que, no subplot (a), a saída do 
sensor digitalizada para o controlador PI e SS se assemelham muito à saída do sistema 
digital, presente no subplot (b), com uma diferença principalmente em módulo. Além disso, 
é possível perceber pequenas diferenças entre as curvas, as quais se devem à quantização 
do sistema e ao efeito do ruído.

Outrossim, no subplot (b) também é possível verificar a saída das Malhas Fechadas 
projetadas com os controladores SS e PI, de modo que o controlador obtido pelo método 
SS obteve um sobressinal de 6% e um tempo de acomodação de 2.175s. Assim, esse 
controlador não atendeu às especificações desejadas para o tempo de acomodação, 
todavia, se aproximou muito do especificado. Possíveis motivos para a que os critérios não 
tenham sido atendidos podem ser a presença do ruído no sistema e a escolha dos polos 
do observador do sistema.

Ainda, ao avaliar a saída do sistema com o controlador PI, foi obtido um sobressinal 
de 9.2% e um tempo de acomodação de 4.85s. Portanto, esse controlador também não 
atendeu às especificações desejadas e obteve um resultado pior quando comparado 
com o controlador SS, porém, esse resultado já era esperado, visto que o controlador SS 
utiliza uma abordagem muito mais consistente, a realimentação de todos os estados, se 
comparado ao controlador PI obtido pelo método de Ziegler-Nichols.

Por fim, o subplot (C) apresenta o sinal de controle de ambos os controladores, do 
qual é possível perceber que o controlador PI é mais oscilatório e mais suscetível ao ruído 
do que o controlador SS.

Figura 8. O subplot (a) apresenta a saída do sensor em resposta à perturbação, o subplot (b) apresenta 
a saída do sistema, por fim, o subplot (c) apresenta o sinal de controle usado, bem como o distúrbio 

aplicado.

Ademais, afim de testar a robustez à perturbações dos controladores projetados, 
foi programado um distúrbio no sinal de controle com intensidade de 10% de u0 de 5 a 
15 segundos como pode ser observado na Figura 8. Então, ao analisar a Figura 8 (a) é 
possível verificar como a saída do sensor digitalizado percebe a perturbação. Em seguida, 
ao avaliar o subplot (b) é possível notar que ambos os controladores rejeitam a perturbação 
em aproximadamente 3.5 segundos, todavia, o controlador PI o faz de modo mais intenso, 
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visto que os sobressinais gerados pela perturbação são menores para esse controlador. 
Enfim, ao observar o subplot (c) é verificado o sinal de controle com a escala da esquerda 
e o distúrbio aplicado na escala da direita. Nessa Figura é notável que o controlador 
PI apresenta sinal de controle mais intenso do que o controlador SS para rejeição à 
perturbação.

Para mais, ao analisar a resposta em frequência das malhas fechadas (Garcia, 
2017), presente na Figura 9, é possível ver o diagrama em frequência do efeito na saída da 
entrada na referência, no distúrbio e no ruído. Em 9(a), percebe-se que os dois controladores 
seguem a referência sem erro em regime estacionário, entretanto, próximo dos 8rad/s o 
controlador PI possui uma ressonância. Já em (b), todos os sinais são atenuados e até 
mesmo a ressonância do PI se encontra abaixo dos 0dB. Por fim, em (c), percebe-se que o 
ruído, para o PI, é amplificado próximo dos 8rad/s, diferente do SS quem sempre o reduz. 
Desse modo, apenas pela análise em frequência, considerou-se o controlador em SS como 
melhor opção.

Figura 9. Resposta em frequência do efeito da (a) Referência, (b) Distúrbio e (c) Ruído na saída do 
sistema

Ainda, a fim de quantizar as análises qualitativas, tanto para o seguimento de 
referência, quanto para a perturbação, foi calculado o IAE para o sinal de saída e IUV 
(Aguirre, 2007) para o sinal de entrada. Os dados foram inseridos na Tabela 2. Para o 
seguimento de referência, o controlador por SS possuiu melhor performance, já para a 
rejeição à perturbação, o controlador PI apresentou melhor desempenho.

Tabela 2. Tabela com índices de desempenho.
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CONCLUSÃO
Ao finalizar, foi possível simular a aplicação de controladores obtidos por sistemas 

lineares discretos num modelo próximo ao real para controladores do tipo PI e SS. Concluiu-
se que o controlador PI, da maneira que foi projetado, apresentou resposta ao ruído, 
seguimento de referência pior do que o controlador SS, tanto na análise temporal como 
em frequência, todavia, apresenta melhor resposta à perturbação. Outrossim, foi possível 
verificar, da maneira mais aproximada possível, a influência que o ruído e a digitalização 
possuem num sistema real, bem como a importância de bons sensores, atuadores e um 
bom projeto de controladores são cruciais para um sistema de controle.
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