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A engenharia elétrica tornou-se uma profissão há cerca de 130 anos, com 
o início da distribuição de eletricidade em caráter comercial e com a difusão 
acelerada do telégrafo em escala global no final do século XIX. 

Na primeira metade do século XX a difusão da telefonia e da radiodifusão 
além do crescimento vigoroso dos sistemas elétricos de produção, transmissão 
e distribuição de eletricidade, deu os contornos definitivos para a carreira de 
engenheiro eletricista que na segunda metade do século, com a difusão dos 
semicondutores e da computação gerou variações de ênfase de formação como 
engenheiros eletrônicos, de telecomunicações, de controle e automação ou de 
computação. 

Não há padrões de desempenho em engenharia elétrica e da computação 
que sejam duradouros. Desde que Gordon E. Moore fez a sua clássica profecia 
tecnológica, em meados dos anos 60, a qual o número de transistores em 
um chip dobraria a cada 18 meses - padrão este válido até hoje – muita coisa 
mudou. Permanece porem a certeza de que não há tecnologia na neste campo 
do conhecimento que não possa ser substituída a qualquer momento por uma 
nova, oriunda de pesquisa científica nesta área. 

Produzir conhecimento em engenharia elétrica é, portanto, atuar em 
fronteiras de padrões e técnicas de engenharia. Também se trata de uma área 
de conhecimento com uma grande amplitude de sub áreas e especializações, 
algo desafiador para pesquisadores e engenheiros.

Neste livro temos uma diversidade de temas nas áreas níveis de 
profundidade e abordagens de pesquisa, envolvendo aspectos técnicos e 
científicos. Aos autores e editores, agradecemos pela confiança e espirito de 
parceria. 

Boa leitura

João Dallamuta
Henrique Ajuz Holzmann
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RESUMO: O presente trabalho realizou a 
comparação de desempenho entre dois 
algoritmos de estimação paramétrica, o 
Método do Gradiente (MG) e o Método 
dos Mínimos Quadrados Recursivo 
(MMQR), ambos aplicados ao sistema 
de Controle Adaptativo por Modelo de 
Referência (CAMR). O estudo de técnicas 
de análise e projeto de controle, assim 
como a comparação dos métodos aqui 
apresentados, potencializam a capacidade 

do projetista em lidar com problemas 
práticos de forma eficaz. A principal 
contribuição do artigo foi reproduzir e 
esclarecer as vantagens dos métodos 
abordados. Assim, os objetivos específicos 
foram: (i) Identificar a planta a controlar; (ii) 
discretizar a planta;  (iii) Construir a lei de 
controle; (iv) Implementar o algoritmo de 
identificação; e (v)  Validar os resultados. A 
partir de simulações numéricas, analisou-
se o desempenho de cada algoritmo e 
suas características. O MMQR possui 
ótimo regime transitório, mas um custo 
computacional elevado. O MG possui o 
tempo de acomodação mais lento, quando 
comparado ao MMQR, contudo tem baixa 
demanda computacional. Ao levar em 
consideração as características de cada 
algoritmo, ter conhecimento prévio sobre 
a planta que se deseja controlar, auxilia na 
escolha do algoritmo que mais se adequa 
as necessidades, assim potencializa melhor 
desempenho do sistema de controle.  
PALAVRAS-CHAVE: Método dos Mínimos 
Quadrados Recursivo (MMQR). Método 
do Gradiente (MG). Controle Adaptativo 
por Modelo de Referência (CAMR). 
Comparação de Desempenho.
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ABSTRACT: The present work carried out a performance comparison between two 
parametric estimation algorithms, the Recursive Least Squares Method (RLSM) and the 
Gradient Method (GM), both applied to the Model Reference Adaptive Control (MRAC).  The 
study of analysis techniques and control design, as well as the comparison of the methods 
presented here, enhance the designer’s ability to deal with practical problems effectively. The 
main contribution of the article was to reproduce and clarify the advantages of the methods 
discussed. Thus, the specific objectives were: (i) Identify the plant to control; (ii) discretize the 
plant; (iii) Build the control law; (iv) Implement the identification algorithm; and (v) Validate the 
results. From numerical simulations, the performance of each algorithm and its characteristics 
were analyzed. The RLSM has an excellent transient regime, but a high computational cost. 
The GM has the slower accommodation time when compared to the RLSM, however it has 
low computational demand. By taking into account the characteristics of each algorithm, 
having prior knowledge about the plant to be controlled helps in choosing the algorithm that 
best suits the needs, thus enhancing the performance of the control system. 
KEYWORDS: Comparison of parametric methods. Model Reference Adaptive Control 
(MRAC). Gradient Method (GM). Recursive Least Squares Method (RLSM). 

 

INTRODUÇÃO 
O controle adaptativo surgiu na década de 50, na área de processos de automação 

e na aviação. Ao longo das últimas décadas, esse tipo de estratégia de controle tem 
ganhado espaço em aplicações de modelos variantes no tempo. O motivo para o avanço 
do controle adaptativo foi para desenvolver sistemas de controle que pudessem se adaptar 
às mudanças na dinâmica do processo (ÅSTRÖM; WITTENMARK, 2008).

Uma classe de controladores adaptativos faz uso de métodos de estimação 
paramétrica e em tempo real. Assim, a partir dos parâmetros estimados, esses são usados 
na lei de controle para ajustar os ganhos do controlador ou regulador, cuja finalidade é 
atender aos critérios de desempenho (LANDAU et al., 2011).

Os esquemas de CAMR podem ser caracterizados como indiretos ou diretos e com 
leis adaptativas normalizadas ou não normalizadas. No CAMR indiretos os parâmetros da 
planta são estimados em tempo real e a partir dessa estimativa os ganhos do controlador são 
calculados. No CAMR direto, o qual é abordado neste trabalho, os ganhos do controlador 
são estimados sem que haja calculo intermediários. As leis adaptativas utilizadas no 
presente trabalho foram o MG e o MMQR (IANNOU,1996).

Aplicou-se a estratégia de CAMR com estrutura direta a uma planta de segunda 
ordem com grau relativo igual a um. Para o sistema de CAMR, torna-se necessário projetar 
um controlador, em que seus ganhos sejam atualizados a cada mudança da planta ou 
de modo periódico. A partir do sinal de saída gerado, comparam-se os respectivos sinais 
da planta real e do modelo de referência, isso produz um sinal de erro. Assim, os novos 
ganhos do controlador são calculados a partir desse erro. O objetivo do CAMR é fazer com 
que os parâmetros convirjam para valores que conduzam a resposta da planta a tornar-se 
igual a resposta do modelo de referência (JACOMÉ, 2013; PAULO, 2015). 
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O artigo se encontra organizado da seguinte maneira: Seção de Materiais e Métodos 
tratou de demonstrar o conceito do CAMR por meio de diagrama de blocos, descreveu-
se sobre a lei de controle e apresentaram-se os métodos de estimação paramétrica; na 
Seção Resultados e Discussões, apresentaram-se as respostas gerada de cada algoritmo, 
bem como um comparativo entre os dois métodos de estimação; e a Seção Conclusão, 
relataram-se as características observadas no sistema de controle em malha fechada. 

MATERIAIS E MÉTODOS
O Controle Adaptativo por Modelo de Referência (CAMR) é uma das principais 

abordagens no campo do controle adaptativo. Na Figura 1, ilustrou-se o esquema de 
CAMR, onde o modelo de referência é escolhido para gerar uma trajetória, ym, que a saída 
da planta yp deve seguir, para um dado sinal de referência r, expressado por: 

O sinal de erro, e1, mostrado na Equação (1) representa o quanto a planta desviou 
da trajetória desejada.

Com base nesse erro, Equação (1), os ganhos do controlador são alterados com 
o auxílio de estimador de parâmetros. Assim, deseja-se que o erro seja nulo ou o mais 
próximo de zero possível (IANNOU,1996).

Figura 1 - Estrutura básica de um MRAC Direto

FONTE: Adaptado de Iannou (1996).

PLANTA DE ORDEM n COM GRAU RELATIVO n*=1
Iannou (1996) descreveu uma planta SISO (do inglês, Single Input Single Output 

- SISO), linear invariante no tempo - LIT (do inglês, Linear Time Invariant), representada 
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pelas equações de estado e de saída, expressadas respectivamente como:

sendo xp é o vetor de estados da planta, yp o vetor de saída da planta e up o sinal de 
entrada da planta, e estes contêm n elementos para um sistema SISO de n-ésima ordem, 
além das matrizes Ap de transição de estados do sistema de tamanho n x n, Bp matriz de 
entrada de tamanho n × 1, CT

p é a saída do sistema de tamanho 1 × n (FRANKLIN, 2013).
Iannou (1996) mostrou que a função de transferência da planta é dada por:

sendo Gp(s) a função de transferência, a qual pode ser expandida da forma:

sendo Zp e Rp são polinômios mônicos da entrada e saída, respectivamente, e Kp 
é o ganho da função de transferência. A planta deve possuir grau relativo igual a um, 
n*=1, expressado por n*= np-mp, sendo np ordem do denominador da planta e mp ordem do 
numerador da planta.

Iannou (1996), mostrou que modelo de referência possui as mesmas características 
da planta e representado por equações de estados:

sendo xm é o vetor de estados do modelo, ym o vetor de saída do modelo e r o sinal 
de referência da planta, e estes contêm n elementos para um sistema SISO de n-ésima 
ordem, além das matrizes: Am a matriz de transição de estados do sistema de tamanho n 
x n, Bm a matriz de entrada de tamanho n × 1, CT

m é a saída do sistema de tamanho 1 × n 
(FRANKLIN, 2013).

De acordo com Iannou (1996) o modelo de referência também deve possuir grau 
relativo n*=1. A função de transferência do modelo é dada por:

Wm(s) é expresso na forma:

DISCRETIZAÇÃO 
As discretizações da planta e do modelo de referência foram feitas com o segurador 

de ordem zero (do inglês, Zero Order Hold – ZOH). 
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A conversão analógica-digital (A/D), é um processo de dois passos. Em um conversor 
A/D o sinal analógico é convertido em um sinal amostrado e, em seguida, convertido em 
uma sequência binária, o sinal digital. A taxa de amostragem deve ser ao menos o dobro 
da faixa de passagem do sinal. Essa frequência mínima de amostragem é denominada 
de taxa de amostragem de Nyquist. Para modelar sistemas digitais, deve-se obter uma 
representação matemática do processo do amostrador e segurador (NISE, 2013).

O modelo matemático para o amostrador é dado por:

A amostragem pode ser considerada o produto da forma de onda no domínio do 
tempo a ser amostrada, ƒ(t), com uma função de amostragem, s(t). Se s(t) é uma sequência 
de pulsos de largura Tw, amplitude constante e taxa uniforme, a saída amostrada, ƒ*Tw(t), 
consistirá de uma sequência de parte de ƒ(t) em intervalos regulares. Na Equação (8), o 
termo δ(t-kT) constitui em funções delta de Dirac. Com isso, o resultado da amostragem 
com pulsos retangulares pode ser considerado como uma série de funções delta em que 
suas áreas são o produto da largura do pulso retangular com a amplitude da forma de onda 
amostrada, ou Twƒ(kT) (NISE, 2013).

Para Nise (2013), o segurador de ordem zero produz uma aproximação em degraus 
para ƒ(t). Assim, a saída do segurador é uma sequência de funções degrau cuja amplitude 
é ƒ(t) no instante de amostragem, ƒ(kT). Como um único impulso a partir do amostrador 
produz um degrau durante o intervalo de amostragem, a transformada de Laplace deste 
degrau, Gh(s), que é a resposta ao impulso do segurador de ordem zero, é a função de 
transferência do segurador de ordem zero. Ao utilizar um impulso no instante zero, a 
transformada do degrau resultante que começa em t=0 e termina em t=T, expressada por:

Em um sistema físico, as amostras da forma de onda de entrada em função do 
tempo, ƒ(kT), são seguradas durante o intervalo de amostragem. Pode-se verificar a partir 
da Equação (9), que o circuito segurador integra a entrada e mantém seu valor durante todo 
o intervalo de amostragem. Como a área da função delta que vem do amostrador é ƒ(kT) 
ao integrar a forma de onda amostrada ideal e obter o mesmo resultado que para o sistema 
físico (NISE, 2013).

LEI DE CONTROLE 
Silveira (2018) descreveu ao considerar que uma planta Gp(s) de ordem n e grau 

relativo n*=1, uma lei de controle descrita como:
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sendo φ=[φT
1, φT

2, yp, r]T e θ=[θT
1, θT

2, θ3, c0]T, em que φT
1 e φT

2 vetores que compõe 
os filtros de reconstituição de estado, yp o sinal de saída da planta e r o sinal de referência;  
θT

1, θT
2, θ3, c0 vetores de ganho.
Os filtros de reconstituição de estado podem ser representados no domínio do 

tempo discreto como:

NORMALIZAÇÃO DE LEIS ADAPTATIVAS
De acordo com Silveira (2018) para resolver o problema da divergência das leis 

adaptativas quando o sinal de referência é excessivamente elevado, deve-se utilizar 
a técnica de normalização. A normalização divide a lei de adaptação por uma função 
quadrática m2. Este sinal m2 age como um freio que evita a divergência dos parâmetros 
estimados. A solução frequentemente, dada por:

O uso de sinal de normalização, além de contribuir com a convergência da lei 
adaptativa, também melhora a robustez do controlador frente às incertezas da planta.

MÉTODO DO GRADIENTE – MG 
Iannou (1996) descreveu um modelo paramétrico no tempo discreto:

sendo θ* um vetor de parâmetros desconhecidos de ordem n e z ϵ Rn é conhecido 
para cada instantes de k=1,2,3... A estimação do erro e(k) é obtida por:

a estimação do erro e(k) no tempo k depende da estimativa anterior de θ*, ou seja, 
no tempo θ(k-1), pois θ(k) é gerado em seguida a partir de e(k).

A lei adaptativa é dada por:

sendo Γ é um ganho fixo, ψ é um vetor regressor, e(k) o erro entre a resposta 
estimada e a resposta real e o valor absoluto sgn(p*)=sgn(Kp/Km).
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MÉTODO DOS MÍNIMOS QUADRADOS RECURSIVO – MMQR 
De acordo com Åström (2008) neste método, os parâmetros desconhecidos de um 

modelo matemático devem ser escolhidos de tal forma que a soma dos quadrados de suas 
diferenças, deve ser mínima. O algoritmo normalizado apresentado por Iannosun (1996) é 
formado por uma matriz de covariância, expressada por:

A Equação (17) pode ser implementada na forma digital como:

e a estimativa dos parâmetros:

sendo ζ(k) um vetor regressor e e(k) é o erro entre a resposta estimada e a resposta 
real e o valor absoluto sgn(p*)=sgn(Kp/Km).

RESULTADOS E DISCUSSÕES 
Para o presente trabalho, foi desenvolvido um algoritmo do MRAC direto, onde foi 

comparado o desempenho do MMQR e do MG na identificação de parâmetros.
A planta utilizada para análise foi apresentada por Correa e Gualhano (2019). A 

função de transferência para a planta é dada por:

A forma discretizada da função de transferência da planta é dada por:

A função de transferência para o modelo de referência é:

A forma discretizada do modelo de referência é dada por:

Para o desenvolvimento do algoritmo do MMQR, utilizou-se uma onda quadrada 
como sinal de referência. A função de transferência para a planta e para o modelo de 
referência são mostradas nas Equações (20) e (22), respectivamente. Esse método possui 
um ótimo regime transitório, devido a sua matriz de covariância P ser atualizada a cada 
recursão. A matriz de covariância deve ser inicializada com valores elevados, pois quanto 
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mais alto o valor, mais rápido será a convergência, contudo valores extremamente elevados 
podem levar a divergência numérica. Esse método possui um custo computacional mais 
alto quando comparado ao MG, devido a atualização constante da matriz de covariância P. 
Na Figura 2, apresentou-se a saída da planta juntamente com o modelo de referência, onde 
pode-se notar a robustez desse método. Na Figura 3, ilustrou-se a atualização do erro. Na 
Figura 4, apresentou-se o Erro Quadrático Médio (EQM), onde nota-se que o erro chega 
próximo de zero muito rápido, onde também pode ser notado a eficiência do algoritmo.

 

Figura 2 - Saídas Identificador MMQ.                         Figura 3 – Atualização do erro.

Fonte: Autoria Própria                                            Fonte: Autoria Própria

Figura 4 – Erro Quadrático Médio MMQ

Fonte: Autoria Própria                                  

Para o desenvolvimento do algoritmo do MG, usou-se também uma onda quadrada 
como sinal de referência e a planta e modelo de referência apresentadas nas Equações 
(18) e (20), respectivamente. Esse método possui um regime transitório mais lento do que 
o MMQR, mas é eficiente quando os ganhos do controlador são próximos dos reais. O 
algoritmo diverge se possuir ganho muito elevado. Por possuir ganho fixo, e com isso, 
dispensa a atualização dessa constante, ele tem baixo custo computacional ao comparar 
com o MMQR. Na Figura 5, apresentou-se a saída da planta juntamente com o modelo 
de referência, assim nota-se um tempo maior para a acomodação do sinal. Na Figura 6, 
mostrou-se a atualização do erro. Na Figura 7, apresentou-se o Erro Quadrático Médio 
(EQM), este que em comparação com o algoritmo MMQR, exige um tempo maior para que 
o erro fique próximo a zero.



Engenharia elétrica: Sistemas de energia elétrica e telecomunicações 2 Capítulo 8 99

  

Figura 5 - Saídas Identificador Gradiente.                Figura 6 – Atualização do erro.

    Fonte: Autoria Própria                                        Fonte: Autoria Própria

Figura 7 – Erro Quadrático Médio MG.

Fonte: Autoria Própria

CONCLUSÃO 
Neste trabalho foi realizado um estudo comparativo entre dois métodos de estimação 

paramétrica aplicados ao CAMR direto, o MMQR e o MG, assim analisou-se o desempenho 
em malha fechada de cada algoritmo ao serem aplicados a uma mesma planta e modelo 
de referência.

Os resultados obtidos se mostram atrativos, visto que, cada método de estimação 
tem sua característica de desempenho particular. O MG possui seus ganhos próximos 
dos ganhos verdadeiros e baixa demanda de processamento. Já o MMQR possui 
maior estabilidade numérica, mas tem um custo computacional muito maior que o MG 
apresentado. Cabe ao projetista decidir qual a melhor opção a se usar.
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