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APRESENTAÇÃO

A realidade do país e as diferentes problemáticas evidenciadas ao longo dos anos 
têm demandado questões muito particulares e mobilizado pesquisadores em busca de 
respostas a inúmeras inquietudes. É inegável que a pesquisa científica se constitui como 
importante mecanismo na busca dessas respostas e no melhorar a vida das pessoas e, 
nesse ínterim, a Matemática ocupa um lugar importante. 

É neste sentido que o livro “Investigação Científica em Matemática e suas 
Aplicações 2” nasceu: como forma de permitir que as diferentes experiências de 
pesquisadores vinculados a Matemática e Educação Matemática sejam apresentadas e 
constituam-se enquanto canal de formação para outros sujeitos. Reunimos aqui trabalhos 
de pesquisa e relatos de experiências de diferentes práticas que surgiram no interior da 
universidade e escola, por estudantes e professores/as pesquisadores/as de diferentes 
instituições do Brasil e de outros países. 

O fazer Matemática vai muito além de aplicar fórmulas e regras. Existe uma dinâmica 
em sua construção que precisa ser percebida. Importante, nos processos de ensino e 
aprendizagem dessa ciência, priorizar e não perder de vista o prazer da descoberta, algo 
peculiar e importante no processo de matematizar. Isso, a que nos referimos anteriormente, 
configura-se como um dos principais desafios do educador matemático; e sobre isso 
abordaremos também nessa obra. 

Esperamos que este livro, da forma como o organizamos, desperte nos leitores 
provocações, inquietações, reflexões e o (re)pensar da própria prática docente, para 
quem já é docente, e das trajetórias de suas formações iniciais para quem encontra-se 
matriculado em algum curso superior. Que, após essa leitura, possamos olhar para a sala 
de aula e para a Matemática com outros olhos, contribuindo de forma mais significativa com 
todo o processo educativo. Desejo, portanto, uma ótima leitura.

Américo Junior Nunes da Silva
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CAPÍTULO 4
 

UM MÉTODO DE PONTOS INTERIORES PARA 
RESOLUÇÃO DE PROBLEMAS LINEARES 

DISCRETOS MAL-POSTOS

Emídio Santos Portilho Júnior
CECE/UNIOESTE
Foz do Iguaçu, PR

Aurelio Ribeiro Leite de Oliveira
IMECC/UNICAMP

Campinas, PR

RESUMO: Dada a importancia e a dificuldade 
em se obter resultados satisfatórios via métodos 
diretos para solução de problemas lineares 
discretos mal-postos oriundos da discretização 
de problemas inversos lineares. Neste trabalho, 
nós retomamos o método de pontos interiores 
do tipo Preditor-Corretor apresentado em [5] 
que aproxima o problema de regularização de 
Tikhonov por um problema de programação 
quadrática através de uma formulação Primal-
Dual com barreira logarítmica. Este método 
Preditor-Corretor nos leva a sistemas de equações 
normais que são resolvidos pelo método dos 
gradientes conjugados precondicinado com o 
precondiconador separador. Neste trabalho, a 
fim de reduzir o número de iteraçoes de pontos 
interiores e do método dos gradientes conjugados 
precondicionado [8], propomos a utilização do 
precondicionador Fatoração Controlada de 
Cholesky [1].
PALAVRAS-CHAVE: Regularização de Tikhonov, 
Programação Quadrática, Métodos de Pontos 
Interiores.

1 |  INTRODUÇÃO
A discretização de um problema inverso 

comumente fornece um sistema linear de 
equações

Quando os valores singulares da matriz 
dos coeficientes deste sistema se acumulam 
próximos à origem e decaem gradualmente 
a zero, isso torna a matriz severamente mal-
condicionada. Tais sistemas são frequentemente 
chamados de problemas lineares discretos e 
mal-postos [6].

O método de regularização de Tikhonov é 
um dos mais antigos e mais populares métodos 
de regularização. Este método aproxima o 
sistema linear (1) pelo sistema regularizado

onde α ≥ 0 é o parâmetro de regularização 
que determina a quantidade de regularização e I 
é o operador identidade.

Em muitos problemas, a matriz A tem 
muitos valores singulares pequenos, o que 
acaba acarretando um mal condicionamento da 
matriz A e consequentemente de AT A, visto que 
os autovalores de AT A são os valores singulares 
de A elevados ao quadrado. Além disso, em 
geral o vetor b está contaminado por erros de 
medidas (ruídos). Neste trabalho, assumiremos 
que os erros estão restritos ao lado direito do 
sistema (1), isto é, dado b podemos escrever



 
Investigação científica em matemática e suas aplicações 2 Capítulo 4 42

onde b ̅ representa os dados exatos não perturbados, x̅ = A†b ̅ representa a solução 
exata e o vetor e representa os erros nos dados.

A solução x de um problema mal-posto obtida via métodos diretos está com frequência 
associada a um valor elevado de llxll2, veja [7]. Em vista disso o método apresentado por 
Tikhonov e Arsenin em [7] tem por objetivo obter soluções do sistema de equações lineares 
Ax = b com norma pequena, do que é proposto resolver o problema de minimização:

onde T0 é o valor máximo da norma do resíduo que estamos dispostos a aceitar. Sendo 
assim, estamos diante de um problema de minimização com restrições de desigualdade.

No trabalho [5], o problema de minimização (3) foi aproximado por um problema 
de programação quadrática através de uma formulação Primal-Dual que deu origem a um 
método Preditor-Corretor capaz de obter uma solução para o problema de minimização 
(3). Este método Preditor-Corretor da origem a sistemas de equações normais que são 
resolvidos via método dos gradientes conjugados precondicinado com o precondiconador 
separador. Neste trabalho, a fim de reduzir o número de iterações de pontos interiores e 
do método dos gradientes conjugados precon- dicionado [8], propomos a utilização do 
precondicionador Fatoração Controlada de Cholesky [1].

2 |  MÉTODOS DE PONTOS INTERIORES
Em [5], para desenvolver o método de pontos interiores (MPI) para o problema de 

regularização de Tikhonov, nós aproximamos o problema de minimização (3) pelo problema 
(4), que procura soluções com propriedades similares as requeridas pelo problema (3):

Trata-se de um problema de programação quadrática com restrições lineares, 
onde A é uma matriz de posto completo m x n, b e x são vetores colunas de dimensões 
apropriadas. Além disso, e é um vetor com todas as entradas iguais a 1 e u e v são variáveis 
não negativas. O valor τ > 0 representa um parâmetro de penalização para valores grandes 
de ||x||2.

Associado ao problema primal (4), temos o problema de programação quadrática 
dual:
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Aplicando os mesmos passos de [9] aos problemas (4) e (5) obtemos um método de 
pontos interiores do tipo preditor-corretor cujo a estrutura é dada pelo Algoritmo 1.

Algoritmo 1: Etapas do PCM
 Dados: (x0, u0, v0, y0, z0, w0) com (u0, v0, z0, w0) > 0 
 Resultado: Solução do PCM
 para k = 1, 2, ... faça
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fim

Neste algoritmo valem as seguintes igualdades: 

Na etapa 4 do Algoritmo 1 nos deparamos com sistemas de equações normais. Para 
resolver tais sistemas utilizamos o Método dos Gradientes Conjugados Precondicionado 
(MGCP) [8].

Nós implementamos duas versões do Algoritmo 1, a primeira versão utilizando o 
precondicionador separador desenvolvido em [3]. Vamos nos referir a esta combinação 
como MPCLU. A segunda versão foi implementada utilizando a Fatoração Controlada de 
Cholesky proposta por [1]. A esta combinação iremos nos referir como MPCFCC.

Mais detalhes sobre as formulações MPCLU e MPCFCC podem ser encontras em 
[4].

3 |  RESULTADOS NUMÉRICOS
Todos os resultados numéricos foram desenvolvidos em MATLAB R2013b com 

sistema operacional 64-bit Windows 10, processador Intel Core I7-8550U, 1.99 Ghz, 16 GB 
de memória RAM. Os códigos para calcular a discretização dos exemplos deste trabalho 
provêm dos pacotes disponibilizados em [2]. Consideramos que o lado direito dos sistemas 
está contaminado por ruídos, ou seja, b = b ̅ + e, em que e refere-se a um vetor aleatório 
normalizado escolhido de tal forma que llell / llb ̅ll = ϵ > 0. Iremos nos referir ao quociente NL 
= llell / llb ̅ll como nível de ruído. Para os testes numéricos assumimos τ = 5 10−3.

A fim de comparar a eficiência do MPCFCC e do MPCLU, iremos comparar os 
resultados obtidos por ambos os métodos na resolução dos problemas de teste Baart, 
Shaw e Phillips com níveis de ruído NL = 10−3, NL = 10−4 e NL = 10−3 respectivamente. Nós 
testamos ambos os métodos para várias dimensões dos problemas de teste. Apresentamos 
os resultados nas tabelas a seguir:
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Tabela 1: MPCFCC aplicado à matriz de Baart.

Tabela 2: MPCLU aplicado à matriz de Baart.

Tabela 3: MPCFCC aplicado à matriz de Shaw.

Tabela 4: MPCLU aplicado à matriz de Shaw.

Tabela 5: MPCFCC aplicado à matriz de Phillips.

Tabela 6: MPCLU aplicado à matriz de Phillips.

A primeira coluna das tabelas nos informa a dimensão das matrizes, a segunda coluna 
fornece o número de iterações de métodos de pontos interiores que foram necessárias para 
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resolver o pro- blema, ao passo que a terceira fornece o número de iterações do MGCP 
necessárias durante toda a execução do método de pontos interiores em questão. Uma vez 
que a solução exata x é conhecida, as colunas Erd e Eri representam respectivamente os 
erros relativos cometidos: Erd= llxk xll 2/ llxll 2 e Eri= llAxk b ll2/ llb ll2. Por fim, tcpu representa 
o tempo em segundos demandados pelo método para resolução do problema.

Para o problema de Baart as iterações de MPI e iterações de MGCP do método 
MPCFCC se mostrou competitivo com o método MPCLU, ele também se mostrou 
competitivo no quesito tempo computacional, exceto para ordem n = 5000.

Já para o problema de teste Shaw, o número de iterações de ponto interior e de 
MGCP dos métodos MPCFCC e MPCLU tiveram resultados bem próximos e podemos dizer 
o mesmo com relação à precisão dos resultados alcançados pelos mesmos. Na maior parte 
dos casos, o tempo de processamento do MPCFCC obteve resultados melhores do que o 
método MPCLU.

Por fim, para o problema de Phillips o número iterações de MPI foram os mesmos em 
quase todos os casos. Mas, o número de iterações de MGCP foram menores em todos os 
casos. No entanto, os resultados de tempo de processamento tcpu do MPCFCC se tornaram 
maiores do que os do MPCLU a partir da ordem n = 2048. Isto se deve à necessidade de 
atualizar o precondicionador Fatoração Controlada de Cholesky quando o mesmo perde 
eficiência.

4 |  CONCLUSÕES
Neste trabalho, o cálculo das direções de busca do método Preditor-Corretor 

nos levaram a sistemas de equações normais. Estes sistemas de equações normais 
foram resolvidos pelo Método dos Gradientes Conjugados Precondicionado. Sendo os 
precondicionadores utilizados o Precondi- cionador Separador e a Fatoração Controlada 
de Cholesky.

De modo geral podemos dizer que o MPCLU e o MPCFCC obtiveram ordem de 
precisão das soluções bastante similares. Também, o número de iterações de MPI de ambos 
os métodos se mostraram bem próximos para os exemplos utilizados. No entanto, na maior 
parte dos casos o método MPCFCC obteve êxito em diminuir o número de iterações de 
MGCP no decorrer das iterações de MPI.

Concluímos que embora sejam necessários mais testes, os resultados obtidos com 
a implementação dos métodos no software MATLAB, mostram que o MPCFCC pode ser 
competitivo com o MPCLU.
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