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APRESENTACAO

A realidade do pais e as diferentes problematicas evidenciadas ao longo dos anos
tém demandado questbes muito particulares e mobilizado pesquisadores em busca de
respostas a inimeras inquietudes. E inegavel que a pesquisa cientifica se constitui como
importante mecanismo na busca dessas respostas € no melhorar a vida das pessoas e,
nesse interim, a area de ciéncias exatas e as relagbes construidas interdisciplinarmente
ocupam um lugar importante.

E neste sentido que o livro “Formacéo interdisciplinar das ciéncias exatas:
Conhecimentos e pesquisas 2’ nasceu: como forma de permitir que as diferentes
experiéncias de pesquisadores vinculados a area de ciéncias exatas sejam apresentadas e
constituam-se enquanto canal de formagéo para outros sujeitos. Reunimos aqui trabalhos
de pesquisa e relatos de experiéncias de diferentes praticas que surgiram no interior da
universidade e escola, por estudantes e professores/as pesquisadores/as de diferentes
instituicdes do Brasil e de outros paises.

Esperamos que este livro, da forma como o organizamos, desperte nos leitores
provocagles, inquietacdes, reflexdes e o (re)pensar da propria pratica docente, para
quem ja é docente, e das trajetérias de suas formagdes iniciais para quem encontra-se
matriculado em algum curso superior. Desejo, portanto, uma 6tima leitura.

Américo Junior Nunes da Silva
André Ricardo Lucas Vieira
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CAPITULO 1

SIMULACAO DO TEOREMA DO LIMITE CENTRAL

Data de aceite: 01/06/2022
Data de submissao: 10/05/2022

Alvaro de Lemos César Anjo

Agrupamento de Escolas Dr.? Laura Ayres
Quarteira, Portugal

RESUMO: A demonstragdo do Teorema do
Limite Central no ensino secundario contém
duas dificuldades de exposi¢éo: a convergéncia
da média amostral e o nivel de confianga.
A aproximagdo da média amostral & média
populacional, é usualmente feita mostrando
imagens de uma experimentagéo ja efetuada,
apelando ao bom senso do aluno; é uma questao
de fé. Por outro, o conceito de nivel de confianca
exige uma compreensao dificil de obter sem
experimentacéo. Daqui resulta o paradoxo de que
o aluno inteligente deve acreditar (ou memorizar).
Esta comunicacéo pretende mostrar que a folha
de célculo pode realizar a demonstrag¢éo simulada
do TLC, desde que satisfaga alguns requisitos:
1) varias populag¢des de dimensédo muito grande;
2) uma ou mais amostras aleatérias, de varias
dimensGes; 3) atenuagéo para a variabilidade da
média, desvio padréo e nivel de confianga.
PALAVRAS-CHAVE: Teorema do Limite Central,
Simulacgéo, Excel.

CENTRAL LIMIT THEOREM SIMULATION

ABSTRACT: The proof of the Central Limit
Theorem in the upper secondary education
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contains two exposition difficulties: the
convergence of the sample mean and the
confidence level. The approximation of the sample
mean to the population mean is usually done by
showing images of an experiment already carried
out, appealing to the student’s common sense; it’s
a matter of faith. On the other hand, the concept
of confidence level requires an understanding
that is difficult to obtain without experimentation.
Hence the paradox that the intelligent student
must believe (or memorize). This communication
intends to show that the spreadsheet can perform
the simulated demonstration of the TLC, as
long as it meets some requirements: 1) several
very large populations; 2) one or more random
samples, of various dimensions; 3) attenuation
for the variability of the mean, standard deviation
and confidence level.

KEYWORDS: Central Limit Theorem, Simulation,
Spreadsheet.

11 INTRODUGAO

O Teorema do Limite Central (TLC)
estabelece que distribuicdo da média de uma
amostra aleatéria de dimensdo n, de uma
populagdo de média p e desvio-padréo o,
converge para a distribuicdo normal, (u, oih),
quando n cresce para infinito. As consequéncias
praticas sdo: a) é possivel aproximar a
média amostral a média populacional,
independentemente da populagdo, para um
dado nivel de confianga; b) se desvio-padrédo
populacional € dado, amostra pode ser reduzida.

No ensino secundario, TLC contém

Capitulo 1



dificuldades de exposigédo, a saber:
a) a convergéncia da média amostral;
b) o nivel de confianca.
A demonstragao da existéncia de convergéncia é usualmente feita pela apresentacéao
de resultados de experiéncias ja efetuadas, com:

a) tabelas estatisticas dos dados,

b) figuras das distribuicbes dos dados. E depois apela-se ao bom senso o aluno,
que deve acreditar.

Em resumo: o aluno inteligente deve acreditar (ou memorizar). E uma quest&o de fé.

Existe uma alternativa, que é apresentar uma demonstracdo matematica simples
seguida de um método experimental expedito. Alguns trabalhos ja tém sido feitos nesta
direcdo. ANJO [1], GORDON [3]

21 METODO

O método experimental é feito por simulagéo na folha de célculo, que deve satisfazer
alguns requisitos:

a) vérias populagdes (Normal, Uniforme, Bimodal, Assimétrica) de dimensdes muito
grandes, (N>2000);

b) uma ou mais amostras aleatorias (1-20) e de dimensoes diferentes (>15);
¢) atenuacao da variabilidade da média, desvio padréo e nivel de confianga;

d) parametrizagdo para verificar o TLC.

31 CONSTRUCAO DO METODO
Etapa 1 : Recolha de informacgé&o na Internet sobre TLC..
Ainformacgéao obtida enfatiza o seguinte:

1. é importante mostrar a aproximagdo da média amostral a média populacional,
para um dado nivel confianga

2. a simulagéo com folhas de célculo deve explicitar os desvios & média, desvio-
padrao e nivel de confianca

3. o intervalo de confianga da média populacional deve ser relacionado:
— o — o
IC=]X—Z?; x—i—z—,_[
VIl WiI

4. é possivel as amostras a uma uUnica amostra aleatéria desde que seja
suficientemente grande (n>30); a populagdo devera ser pelo menos 10 (20) vezes
maior que amostra.

Formagao interdisciplinar das ciéncias exatas: Conhecimentos e pesquisas 2 Capitulo 1 _



Conclusédo: a) folha de calculo deve mostrar as 3 medidas; b) simulagdo de
demostragdo com populagéo minima: 4x20x30 = 2400.
Etapa 2: Dimensdo da amostra e nivel de confianga na folha de célculo
Intervalo de Confianga (IC) ndo é um intervalo de valores plausiveis de X, embora
possa ser visto como uma estimativa de valores plausiveis de u. Em 95% dos casos, u
estara dentro do intervalo calculado; em 5% dos casos ndo estara. E infelizmente nao se
sabe em quais casos isto acontece. Portanto, em vez de usar o termo “probabilidade”,
devera dizer-se: “com nivel de confianca de 95%, u esté dentro do intervalo de confianga.”
Ha boas simula¢des com folha de célculo apresentaveis no ensino secundario.
A folha de WEBER [5] demonstra que o aumento do numero de variaveis aleatorias
em conjunto, leva a que a distribuicdo da combinagéo resultante fique cada vez mais

proxima da distribuicdo normal.

fig.1.

A folha de ASSIS [2] realiza o teste do conceito de Intervalo de Confianga para a
média e para o desvio-padrao.

Concluséao: simulagéo TLC devera ter: a) amostra de dimenséo variavel. b) nivel de
confianca e contagem.

Etapa 3 : Atenuacéo da variabilidade dos valores

Foi escolhido o alisamento exponencial, porque este método € muito referido e
simples de aplicar. Devido a grande variabilidade dos dados, sé foi conseguido padronizar
os parametros com: a) alisamento de ordem elevada [3°, 8°]; b) constante muito baixa
[0.001, 0.01]

Etapa 4: Demonstragéo analitica simples
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Concluindo:
Etapa 5: Simulagdo em folha de célculo

Foi contruida uma folha de calculo Excel, que respeitasse os requisitos das Etapas

1,2,3. Observou-se que os desvios da simulagdo em relagdo aos valores 6timos esperados,

diminuiam com o aumento das dimensfes da populacdo e da amostra. Pretendeu-se que

a simulacdo em Excel respondesse de imediato e que fosse possivel realizar na sala de

aula, com o computador disponivel. O compromisso foi obtido com populacao de dimenséo

5000, com amostras de dimenséao [10,100], e numero de amostras [1,100], para obter erros

de <1%. Outros autores preferem trabalhar com 200 ou mais amostras para alcancar bons

resultados. MOEN [4]

41 SIMULACAO 1

Distribuicdo Assimétrica da Populagao nivel de confiangca = 0.900
Populagdo : média, u =7.035; desvio-padrdo, 0 =7.017;  o//n =0.992
Amostra: dimensao, n =50, n° de amostras = 30;

média amostral, u_=7.166; erro =0.57%;

desvio-padréo amostral, o, = 1.1077 erro = 1.1%;
Contagemde pe IC =0.891  desvio =10.900 — 0.891 | = 0.009

TEOREMA DO LIMITE CENTRAL Teste pelC
0.06 BFop Populagdo  Amostra X ¥-e Xte
M| 5000 n[ &0 B.434[6.612] 10.3

0.04 p|7.035 be| 7166 8.889|7.067 [ 107
o|7.017 o, 1.1077 5.659|3.737 [ 7.38

0.02 # 1 # 30 938 [7.558] 11.2
g/vn|0.992 5.102] 4.28 [ 7.92

o Erro 7.007|5.185 [ 8.83
- [0.0401] 0.57% 5.88 [7.088] 10.7
04 - lo/n-o,][ 0.0111] 1.1% 5.796|3.974 [ 7.62
7.061[5.239 [ 5.88
03 nivel confiancal 0900 | 6671|4849 (849
02 Contagem 7.589| 5.767 | 9.41
z[1.645 #pelC)/n 6.412| 459 [ 8.23

01 e[1.522 [0.8913] §8.274]6.452 101
X+e|B8.988 Erro 7.745|5.923 | 9.57
0 Y-e|5.344 [0.0057] 6.651]4.829 [ 8.47
C non A AL T 0

Fig.2 Simulagao 1

51 SIMULACAO 2

Distribuicdo Bimodal da Populacéao nivel de confianca = 0.950
Populagdo : média, p = 12.58; desvio-padrdo, o = 7.761 o/vn = 1.098
Amostra: dimensao, n =50, n° de amostras = 100;
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média amostral, u = 12.534;

Contagem de p € IC = 0.951

TEOREMA DO LIMITE CENTRAL

01
0.08
0.06
0.04
0.02

aPop

0.4

0.3

0.2

0.1

BAmao

erro = 0.16%;
desvio-padréo amostral, o, = 1.0327 erro = 0.5%;
desvio =10.950 - 0.951 | = 0.001

TestepelC

Populagdo  Amostra X ¥-e Xte
N[ 5000 n[ &0 1462[ 126 | 166
p|12.58 Hx| 12.534 10.87(8.843 [ 12.9
o|7.761 0, 1.0327 11.29]9.264 [ 133

# 1 # 100 12.85[ 1083 [ 14.9
o/vn|1.098 13.41[11.39 | 15.4
Erro 12.63[ 106 [ 147

lu-pd [ 0.02 [0.16% 13.61[1148[ 155
|o/+n-o,] [ 0.0056 | 0.5% 12.18[1017 [ 14.2
11.44[9.419| 135

nivel confiancal 0950 | 13.06]11.03[ 151
Contagem 13.56111.49| 165

z[1.960 #pelC)in 11.44[9.415| 13.5
el2.024 [0.9512] 15.3 [13.27] 17.3
%+a|14.56 Erro 124 [1037 [ 144
F-e|10.51 [0.0012] 12.44[1042] 145

Fig.3 Simulagdo 2

61 SIMULACAO 3

Distribuicdo Uniforme da Populacéo

Populagédo : média, u = 12.95;

desvio-padréo, o = 6.907

Amostra: dimensao, n = 30, n° de amostras = 200;

média amostral, u_= 13.021;

erro = 0.3%;

desvio-padréo amostral, o, = 1.232 erro = 0.1%;

Contagem de p € IC = 0.896

desvio =10.900 - 0.896 | = 0.004

nivel de confianca = 0.900
on =1.261

TEOREMA DO LIMITE CENTRAL TestepelC
0.04 @Pop Populagao  Amostra X ¥-e ¥ie
03 N[ 5000 n[ 30 12.91]10.88 [ 14.9
' pl12.95 1| 13.021 14.19[12.16 [ 16.2
0.02 o|6.907 0y 1.2319 12.02[9.991] 14

# 1 # 200 13.42] 114 [ 154
0.01 afvn|1.261 16.49 [H447 | 155
ol Erro 11.82]9.793 [ 13.8
b, [ 0.0386 ] 0.30% 12.23[10.21 [ 14.3
03 Dm0 lo/n-0,/ [ 0.0014] 0.1% 13.14[11.11[ 152
10.89] 5.864 [ 12,9
02 nivel confianca[ 0.900 | 1356/ 11.54| 15.6
Contagem 15.1 | 13.07 [ 171
o4 z[1.645 #pelC)/n 14.52[12.49[ 165
: e[2.026 [ 0.8956] 13.83] 11.8 [ 15.9
%+e|15.05 Erro 12.72[10.69 | 147
0 %-e|10.99 [0.0044] 11.85]9.819 [ 13.9
12 N4 1 a aad 14
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71 CONCLUSAO

Asimulacao apresenta bons resultados para distribuicées ndo normais da populagéo.
Quando a dimensdo da amostra é 30 & conveniente trabalhar com maior nimero de
amostras (200, na simulagéo 3) para obter resultados favoraveis. A simulagdo demonstra
que com amostras grandes (n>30) a forma da distribuicdo amostral simulada é bastante
aproximada a distribuicdo normal, e que a média e o desvio padrdo sdo préximos de p e
de o/Vn, respetivamente.

A contagem do numero de casos em que p estd no intervalo de confianca
calculado ¢ explicita, permitindo dinamicamente compreender em oposi¢do ao conceito de
probabilidade de um acontecimento.

81 PROPOSTA

Tendo em conta as conclusbes acima, é proposto que o exame nacional de MACS

deva apresentar o Intervalo de Confianga com a seguinte formulagao.

REFERENCIAS

[11 ANJO, Alvaro (2015), Aprendizagem matematica dinamica com folha de calculo, Poster, 22 Jornadas
Virtuales en Didactica de la Estadistica, Probabilidade y Combinatéria, http://www.jvdiesproyco.es/

[2] ASSIS, Rui (2012), Teste do conceito de Intervalo de Confiang¢a, http://www.rassis.com/artigos/
Estatistica/lntervalo Confianca Teste.xlsx

[3] GORDON, Sheldon (2004) clt-simulation.xIsm, simulating-confidence-intervals.xlsm, Graphical
Explorations for Statistics and Probability in Excel, https://www.farmingdale.edu/faculty/sheldon-gordon/
dynamicstatistics.shtml

[4] MOEN, David, POWELL (2005) John, lllustrating the Central Limit Theorem Through Microsoft Excel
Simulations, https://core.ac.uk/download/pdf/268109618.pdf

[5] WEBER, Bob, (2013), Central_Limit_Theorem.xIsx, https://www.kellogg.northwestern.edu/faculty/
weber/decs-430/Central_Limit_Theorem.xlsx

Formagao interdisciplinar das ciéncias exatas: Conhecimentos e pesquisas 2 Capitulo 1 _


http://www.jvdiesproyco.es/
http://www.jvdiesproyco.es/
http://www.rassis.com/artigos/Estatistica/Intervalo%20Confianca%20Teste.xlsx
http://www.rassis.com/artigos/Estatistica/Intervalo%20Confianca%20Teste.xlsx
https://www.farmingdale.edu/faculty/sheldon-gordon/dynamicstatistics.shtml
https://www.farmingdale.edu/faculty/sheldon-gordon/dynamicstatistics.shtml
https://www.farmingdale.edu/faculty/sheldon-gordon/dynamicstatistics.shtml
https://www.farmingdale.edu/faculty/sheldon-gordon/dynamicstatistics.shtml
https://core.ac.uk/download/pdf/268109618.pdf
https://www.kellogg.northwestern.edu/faculty/weber/decs-430/Central_Limit_Theorem.xlsx
https://www.kellogg.northwestern.edu/faculty/weber/decs-430/Central_Limit_Theorem.xlsx

iNDICE REMISSIVO

A

Acoes afirmativas 15, 96

Agropecuaria 32, 68, 71, 73, 74, 75, 76, 77, 78, 79, 80, 84, 94
Analise real 104, 109

Analise sazonal 116, 117, 119, 120, 123, 126

Atividade biolégica 116, 117, 118, 119, 125

B

Base Nacional Comum Curricular 7, 8,9, 10, 12, 19, 20, 43, 58
C

Cortes de Dedekind 104

D

Déficit hidrico 85, 94

Desmatamento 32, 38, 71, 74, 76, 77, 78, 81

Diversidade 13, 14, 17, 32, 96, 97, 98, 99, 100, 101, 102, 103, 113, 130
Diversidade cultural 96, 98, 99, 100, 103

E

Educagédo Matematica 59, 156

Energia 22,61,71,72,73,74,75,76,77,79, 80, 81, 84, 120, 128, 129, 130, 131, 136, 138
Excel 1, 4,6, 132

F

Floresta tropical 22, 29, 87, 95

G

Género 7,8,9, 10, 11, 12,13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 47, 98, 99, 101, 102
Gestdo 8, 37, 96, 97, 100, 102, 112, 156

Granizo 139, 140, 141, 142, 144,145, 147, 151, 152, 153, 154, 155

H

Hospital 110, 112, 113, 114

Humidex 60, 62, 65, 66, 67

indice de transmissividade 21, 22, 23, 25, 28, 29, 30

Formagao interdisciplinar das ciéncias exatas: Conhecimentos e pesquisas 2 indice Remissivo




indice NDVI 31, 33, 37
M

Matematica 2, 6, 40, 41, 42, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 49, 50, 51, 52, 53, 54, 55, 56, 57, 58,
59, 109, 156

N

Nordeste brasileiro 30, 139, 140, 141, 154
NUmeros reais 104, 105, 106

(o)

Oleos essenciais 116, 117, 118, 119, 120, 121, 122, 123, 125, 126

P

Pantanal 32, 38, 72, 128, 129, 130, 131, 132, 136, 138

Preconceito 7, 8,9, 11,12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 101, 103

Previsao do tempo 139, 154

Professor 13, 15, 16, 18, 42, 44, 45, 46, 50, 51, 52, 53, 57, 58, 59, 71, 139, 156
Profissdo 40, 41, 43, 44, 45, 54, 56, 57, 58

Projeto social 110, 112, 114

Psidium cattleyanum 116, 117, 118, 119, 125, 126, 127

Q
Queimadas 31, 32, 34, 36, 37, 38, 112, 128
R

Radiagéo 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 32, 39, 68, 78, 83, 88, 89, 90, 122, 126,
128, 129, 130, 131, 132, 133, 134, 135, 136, 137, 138

S

Sazonalidade 22, 89, 91, 127, 131, 138
Simulagéo 1, 2, 3, 4, 5, 6, 151
Solo-planta-atmosfera 85, 86, 94

T

Temperatura 24, 26, 32, 38, 60, 61, 63, 65, 68, 74, 78, 85, 88, 89, 90, 91, 92, 119, 120,
122, 124, 126, 128, 129, 130, 131, 132, 134, 135, 136, 137, 138, 143, 144, 145, 148, 149,
151, 153

Teorema do limite central 1

Formagao interdisciplinar das ciéncias exatas: Conhecimentos e pesquisas 2 indice Remissivo m



U

Umidade 26, 32, 60, 61, 63, 72, 74, 87, 88, 90, 91, 92, 118, 122, 126, 128, 129, 130, 131,
132, 134, 135, 136, 137, 138, 139, 143, 144, 145, 148, 149, 151, 152, 153

\'

Variabilidade climatica 85
Variaveis meteoroldgicas 24, 60, 81
Vegetacado densa 31, 36
Voluntério 110, 112, 114

Formagao interdisciplinar das ciéncias exatas: Conhecimentos e pesquisas 2 indice Remissivo m











