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APRESENTACAO

A realidade do pais e as diferentes problematicas evidenciadas ao longo dos anos
tém demandado questbes muito particulares e mobilizado pesquisadores em busca de
respostas a inimeras inquietudes. E inegavel que a pesquisa cientifica se constitui como
importante mecanismo na busca dessas respostas € no melhorar a vida das pessoas e,
nesse interim, a Matematica ocupa um lugar importante.

E neste sentido que o livro “Investigacdo Cientifica em Matemdtica e suas
Aplicacées” nasceu: como forma de permitir que as diferentes experiéncias de
pesquisadores vinculados a Matematica e Educacdo Matematica sejam apresentadas e
constituam-se enquanto canal de formacéo para outros sujeitos. Reunimos aqui trabalhos
de pesquisa e relatos de experiéncias de diferentes praticas que surgiram no interior da
universidade e escola, por estudantes e professores/as pesquisadores/as de diferentes
instituicdes do Brasil e de outros paises.

O fazer Matematica vai muito além de aplicar formulas e regras. Existe uma dinamica
em sua constru¢do que precisa ser percebida. Importante, nos processos de ensino e
aprendizagem dessa ciéncia, priorizar e ndo perder de vista o prazer da descoberta, algo
peculiar e importante no processo de matematizar. Isso, a que nos referimos anteriormente,
configura-se como um dos principais desafios do educador matematico; e sobre isso
abordaremos também nessa obra.

Esperamos que este livro, da forma como o organizamos, desperte nos leitores
provocacles, inquietacdes, reflexbes e o (re)pensar da propria pratica docente, para
quem ja é docente, e das trajetorias de suas formages iniciais para quem encontra-se
matriculado em algum curso superior. Que, ap6s essa leitura, possamos olhar para a sala
de aula e para a Matematica com outros olhos, contribuindo de forma mais significativa com

todo o processo educativo. Desejo, portanto, uma 6tima leitura.

Américo Junior Nunes da Silva
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CAPITULO 9
INTRODUQAO AS IDENTIDADES FUNCIONAIS

Data de aceite: 02/05/2022

. 11 INTRODUCAO
Data de submissao: 19/04/2022

Dado um anel A, considere o seguinte
problema: quais sdo as funcdes E,F : A—A tais

Mateus Eduardo Salom&o que

Pato Branco — PR

http://lattes.cnpq.br/9042467665583924
para todos x, ye A

Um exemplo simples de solucdo para

. ) (1) € E= F =0, e essa solugdo independe do
RESUMO: Este artigo aborda o conceito de

identidade funcional para a estrutura de anel.
Além disso, serdo apresentados alguns exemplos
a respeito deste conceito e exibida uma relagéo exemplo, se A um anel comutativo, entdo E=/d
entre identidades funcionais com as identidades e F=Id, onde Id é a funcao identidade de A, é
polinomiais. Por fim, sera apresentado um uma solucdo para o problema (1). Se A é um
resultado sobre matrizes triangulares superiores.
PALAVRAS-CHAVE: Identidades funcionais,
Anéis, ldentidades Polinomiais.

anel A. Conseguimos encontrar outras solugdes
atribuindo algumas caracteristicas para A. Por

anel primo e ndo comutativo, & possivel mostrar
que a Unica solugdoda Fl (1) é E= F=0.
A teoria de FI estuda as fungbes que

satisfazem certas identidades, como em (1).
INTRODUCTION TO FUNCTIONAL

IDENTITIES _
ABSTRACT: This article addresses the concept 21 DEFINICAO DE IDENTIDADE
of functional identitie for the ring structure. FUNCIONAL (F1)
Furthermore, some examples about this concept Nesta secdo, vamos definir alguns

are presented and a relationship between conceitos e propriedades referentes as
functional identities and polynomial identities

is shown. Finally, a result on upper triangular
matrices will be presented.

KEYWORDS: Functional identities, Rings,
polynomial identities. apresentaremos de um modo superficial os

chamadas identidades funcionais, um conceito
que esta em ascenséo no estudo de identidades
para a estrutura algébrica de anel. Neste texto,

objetos desta teoria, alguns inclusive sem a
devida introdugéo por conta da complexidade do
assunto. Porém, indicamos ao leitor interessado

em um estudo mais detalhado desta teoria, a
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excelente referéncia [2].

Definiremos principal conceito do texto na sequéncia.

Sejam X={x,,y,,X,,y,, ...} um conjunto enumeravel e Z(X) a Z-algebra associativa
livre, livremente gerada por X, onde Z denota o conjunto dos numeros inteiros. Seja

onde m=1$ e n=0, um polinémio tal que ao menos um de seus mondmios de grau
mais alto tem coeficiente 1. Seja R um subconjunto ndo vazio de um anel A e considere
fungbes F.R™—A, i=1, ..., n. Dizemos que f é uma identidade funcional (FI) em com as
fungbes F,, ... ,F se

para todos r,, ... ,r, € R. Neste caso, dizemos ainda que as fungdes F, ... ,F, séo
solugoes desta identidade funcional.

31 EXEMPLOS DE IDENTIDADES FUNCIONAIS

Nesta secdo, abordaremos alguns exemplos a respeito do conceito definido na
secao precedente.
Exemplo 1: Aidentidade do exemplo introdutério pode ser expressa pela Fl

com as fungbes como solucdes.
Exemplo 2: Suponha que F é uma fung@o comutativa em A, isto é, [F(x), x]=0, para

todo x € A, e isso € o mesmo que dizer que

€ uma Fl em A com a prépria fungéo F como solugéo.
Exemplo 3: Sejam E, F, G: A>—A fungGes que satisfazem a identidade

para todos X, y, z, u e A. Assim, o polinémio

é uma Fl em A com fungbes F,, F, e F, (solugbes) definidas por

Investigacao cientifica em matematica e suas aplicagdes Capitulo 9




Um exemplo de solucéo paraestaFlé E=F=G=0.
Exemplo 4: Seja F:A—A uma fungdo que satisfaz

para todos x, y € A. Note que a expressao acima é equivalente
para todos x, y € A. Logo, essa identidade pode ser expressa pela Fl

com as fungbes F,(x,,x,)=F(x,) e F,(x,,x,)=F(x,) como solugbes.

Uma solucéo desta Fl é

onde A € Ze u:A—Z Aqui Z é o centro do anel A. De fato,

41 UMA IDENTIDADE POLINOMIAL VISTA COMO UMA IDENTIDADE
FUNCIONAL

Um conceito bastante estudado na teoria de anéis é o de identidades polinomiais
para algebras, que definiremos para o nosso contexto na sequéncia.

Definicao 4 (ldentidade Polinomial): Sejam A um anel com identidade e
f=f(x,,...,x) € Z(X). Dizemos que f &€ uma identidade polinomial (PI) para A se

para todos a,,...,a, € A.

Mais detalhes sobre este tema pode ser encontrado em [3].

Podemos relacionar as PI’'s com as FI’s da seguinte maneira: seja A um anel, R ¢
A R#2 eg=g(x, ...,x,) € Z(X) uma Pl em R. Podemos escrever g da seguinte forma:

onde f= f,(x,, ... ,x,). Denotando por F:R™—A a fung&o polinomial associada a f,
parai=1e1, .., mconsiderando o polindmio

temos que a Pl g pode ser vista como a FI f com fungbes F,, ... ,F, como solugbes.
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Nesta dltima secéo, apresentaremos um resultado para as matrizes triangulares
superiores rx rcom entradas em um corpo F, que sera denotada por UT (F). Este resultado
se encontra no artigo [1], de Beidar, Brear e Chebotar.

Teorema 1: Sejam r e n inteiros positivos com r = 2, UT(F) a algebra das matrizes
triangulares superiores rx r sobre um corpo Fe f:(UT(F))"— UT(F) uma fung&o multilinear
tal que

para todo A € UT(F). Seja n =< r e IFl>n+1. Entdo existe A, € F e existem fungdes
multilineares A:(UT(F))—F, parai=1, ..., n, tais que

para todo A e UT(F)

REFERENCIAS

[1] BEIDAR, K. |.; BREAR, M.; CHEBOTAR, M. A. Functional identities on upper triangular matrix
algebras. Journal of Mathematical Sciences, v. 102, 4557-4565, 2000.

[2] BREAR, M; CHEBOTAR, M. A; MARTINDALE, W. S. Functional Identities. Basel: Birkhauser
Verlag, 2007.

[3] DRENSKY, V. Free algebras and Pl-algebras: Graduate course in algebra. Singapore: Springer-
Verlag Singapore, 2000.

Investigacao cientifica em matematica e suas aplicagdes Capitulo 9 m











