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APRESENTACAO

A realidade do pais e as diferentes problematicas evidenciadas ao longo dos anos
tém demandado questbes muito particulares e mobilizado pesquisadores em busca de
respostas a inimeras inquietudes. E inegavel que a pesquisa cientifica se constitui como
importante mecanismo na busca dessas respostas € no melhorar a vida das pessoas e,
nesse interim, a Matematica ocupa um lugar importante.

E neste sentido que o livro “Investigacdo Cientifica em Matemdtica e suas
Aplicacées” nasceu: como forma de permitir que as diferentes experiéncias de
pesquisadores vinculados a Matematica e Educacdo Matematica sejam apresentadas e
constituam-se enquanto canal de formacéo para outros sujeitos. Reunimos aqui trabalhos
de pesquisa e relatos de experiéncias de diferentes praticas que surgiram no interior da
universidade e escola, por estudantes e professores/as pesquisadores/as de diferentes
instituicdes do Brasil e de outros paises.

O fazer Matematica vai muito além de aplicar formulas e regras. Existe uma dinamica
em sua constru¢do que precisa ser percebida. Importante, nos processos de ensino e
aprendizagem dessa ciéncia, priorizar e ndo perder de vista o prazer da descoberta, algo
peculiar e importante no processo de matematizar. Isso, a que nos referimos anteriormente,
configura-se como um dos principais desafios do educador matematico; e sobre isso
abordaremos também nessa obra.

Esperamos que este livro, da forma como o organizamos, desperte nos leitores
provocacles, inquietacdes, reflexbes e o (re)pensar da propria pratica docente, para
quem ja é docente, e das trajetorias de suas formages iniciais para quem encontra-se
matriculado em algum curso superior. Que, ap6s essa leitura, possamos olhar para a sala
de aula e para a Matematica com outros olhos, contribuindo de forma mais significativa com

todo o processo educativo. Desejo, portanto, uma 6tima leitura.

Américo Junior Nunes da Silva
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CAPITULO 15

METODO DE LIAPUNOV-SCHMIDT SEM SIMETRIA E
APLICACAO NO PROBLEMA DE REACAO-DIFUSAO

Data de aceite: 02/05/2022
Data de submisséo: 17/04/2022

Rosangela Teixeira Guedes

Universidade Tecnolégica Federal do Parana
Cornélio Procépio, Parana
http://lattes.cnpq.br/6229392665915856

RESUMO: Neste trabalho apresentamos o
problema de reacdo de difusdo com condi¢des
de Dirichlet. Equagbes de reacao-difusdo tem
sido utilizadas para modelar fenbmenos que
envolvem a dispersdo e a interacdo dentro de
uma determinada regido, enquanto que a parte
reativa esta relacionado a interagdo. O objetivo é a
aplicacdo da Reducéo de Liapunov-Schmidt sem
Simetria na Equacdo de Reacgéo-Difusdo para
determinar os pontos de bifurcagdo. Resultados
do Teorema de Crandall-Rabinowitz determina
que o equilibrio nulo é o ponto de bifurcagéo do
problema de reagéo de difuséo.
PALAVRAS-CHAVE: Bifurcagéo;
Schmidt; Reagéo de Difuséo.

Liapunov-

LIAPUNOV-SCHMIDT METHOD WITHOUT
SYMMETRY AND APPLICATION IN THE
REACTION-DIFFUSION PROBLEM

ABSTRACT: In this work we present the problem
of diffusion reaction with Dirichlet conditions.
Reaction-diffusion equations have been used to
model phenomena that involve dispersion and
interaction within a given region, while the reactive
part is related to interaction. The objective is

Investigacao cientifica em matematica e suas aplicagdes

to apply Liapunov-Schmidt Reduction without
Symmetry in the Reaction-Diffusion Equation to
determine the bifurcation points. Results of the
Crandall-Rabinowitz Theorem determines that
the null equilibrium is the bifurcation point of the
diffusion reaction problem.
KEYWORDS: Bifurcation;
Diffusion Reaction.

Liapunov-Schmidt;

11 INTRODUCAO

Este trabalho considera o problema de
reacdo de difusédo com condi¢bes de Dirichlet

e u e uma fungcdo escalar, e por
simplicidade, consideramos a difusdo em apenas
uma dimensédo espacial. Sejam as hipotéses
f(0) = 0 e f'(0)<0 entdo u = 0 &€ um ponto de
equilibrio isolado da ODE associada a equacgao
(1) e é instavel. Alem disso, com as condigcbes
de Dirichlet, u = 0 também € solugdo da EDP.
Se a difusdo é suficientemente pequena(resp.
grande), a solugdo trivial da EDP é instavel(resp.
estavel). Equacdes de reacdo-difusédo sao
problemas comuns de bifurcacdo, o qual pode
ser resolvido pela Redugdo de Liapunov-
Schmidt e a solugao trivial do problema (1) € do
tipo bifurcagéo trascritica se f"(0)#0. Equacdes
de reacdo-difusdo sdo uma fonte comum de
problemas que apresentam bifurcacgéo.

A seguir, apresentamos alguns resultados
importantes que sdo baseados nas referéncias
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[1], [2] e [3] que s&o fundamentais para o resultado Principal da se¢éo 3 que € a aplicagédo

da Reducgédo de Liapunov-Schmidt sem Simetria na Equacéo de Reacgéo-Difuséo (1).

2| RESULTADOS DE BIFURCA(;AO, TEOREM,A DA FUN(;AO IMPLiCI'[A,
TEOREMA DE CRANDALL-RABINOWITZ E O METODO DE DECOMPOSICAO
DE LIAPUNOV-SCHMIDT SEM SIMETRIA

Definicdo 2.1: Sejam M um espacgo métrico, X e Y espagos de Banach sobre um
corpo K e F:MxX—Y uma aplicagéo continua.

Seja S = {(A,u(A))\X € M} uma curva continua de solucdes de F = 0. Dizemos que
(AO,u0) € M x X é um ponto de bifurcagdo de F=0 com relagéo a curva S se sdo satisfeitas
as seguintes afirmagoes:

(i) (AO,u0) € um ponto interior de S;
(i) para toda vizinhanca U de (A0,u0) € M x X, existe uma solugéo de F = 0 que
pertence a U e ndo pertence a S.

Sejam as solugdes analiticas de um problema néo-linear F(x,y) = 0, onde F € uma
aplicagéo F:UxV—Z com conjuntos abertos Uc X, Vc Y, e em que X,Y,Z sdo espacos de
Banach(real), segue o Teorema da Fungéo Implicita.

Teorema 2.2(Teorema da Fungéo Implicita) Seja F(x,y) = 0 tem uma solugéo (x0,)0)
e U x Vtal que a derivada de Fréchet de F em relagéo a x em (x0,)0) € bijetora: F(x0,y0)
= 0, DxF(x0,y0):X— Z é limitada (continua) com inversa limitada (Teorema de Banach).
Suponha que F e DxF sao continuas:

Fe C(Ux V,2), DxFe C(U x V,L(X,2)), em que L(X,2)

denota o espaco de Banach de operadores lineares limitados de X em Z dotado
com o operador norma.

Entéo existe uma vizinhanga U1 x V1 em U x V de (x0,)0) e uma aplicacédo f: V1 —
U1 c Xtal que: f(y0) = x0, F(f(y),y) =0, Vye V1.

Além disso, f* é continua em Vi(isto &, fe C(V1,X)). Finalmente, cada solugdo de
F(x,y) =0 em U1l x V1 é da forma (f(y),y).

Uma condi¢céo necessaria para que (A0, u0) seja um ponto de bifurcagcéo é que o
operador duf(A0, u0) ndo seja inversivel. No caso em que isso n&do ocorre, pelo Teorema
das Fungdes Implicitas, podemos concluir, que (A0, u0) ndo é um ponto de bifurcagéo.

Teorema 2.3(Crandall-Rabinowitz) Sejam X e Y espacos de Banach sobre R, S um
aberto em R, V um aberto em X, F uma aplicacédo de classe C2em Sx VavaloresemY e
AO € S satisfazendo as seguintes afirmacdes:

(i) F(A,0) =0, paratodo A€ S;
(i) a dimenséo do Ker((duF{A0,u0)) e a codimenséo de R(duF(A0,u0)) sobre R séo
iguais a um;

(iii) o nacleo de duF(A0,u0) é gerado por w0, onde w0 € X;
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(iv) cPAuF(A0,0).u0 néo pertence a imagem de duF(A0,0).

Seja Z um subespacgo fechado de X tal que X =[u0] & Z(isto é, todo u e X pode ser
escrito como u = au0 + z, onde ae R e ze 2). Entéo, existem >0, A:] - 5,0 >Re ¢ ] -
0,0[— Z de classe C', com A(] — ,9]) contido em ] - 5,9 e ¢(] — J,9[) contido em B3(0),
onde Bo5(0) é a bola aberta em Z, tais que (v) A(0) = AO; (vi) @(0) = 0 e (viii) F(A(s),s(u0 +
@(s))) =0, para todo s €] — J,9[. Além disso, existe uma vizinhancga de (A0,u0) em S x Vtal
que todo zero de F é da forma (A,0) ou (A(s),s(u0 + @(s))), para algum s €] — J,J[.

Definicdo 2.4: Sejam X e Y espacgos de Banach sobre um corpo K. Um operador
L : X — Y linear continuo é um operador de Fredholm se sé@o verdadeiras as seguintes
afirmagoes:

(i) Ker(L) € um subespaco de X de dimenséo finita sobre K;
(i) R(L)(Imagem de L) &€ um subespaco de codimensao finita de Y, isto €, a dimensao
de Y/R(L) sobre Ké finita.

Proposicéo 2.5: Sejam X e Y espacgos de Banach sobre um corpoKe L: X — Y
um operador linear continuo. Se a dimensao de R(L) é finita, entdo R(L) & um subespaco
fechado de Y.

Demonstracéo: Seja {V;, ,,..., V.} uma base de Y/R(L). Mostraremos que Y= [v,,

V,..., V] @ R(L). Se v € Y . Entéo, e assim
em que V0 € R(L). Se v e [vi,V2,...,vn] N R(L), entédo

. Como {v;, ..., v } & linearmente independente, temos que Bj = 0, para todo
j€{1,...,n} e, portanto v = 0. Em seguida, provaremos que R(L) é fechado em Y. Seja T :

X/Ker(L) xK" — Y definida por onde os v} sao como acima

descrito. Temos que T é sobrejetora. Mostraremos que T & injetora. De fato, seja (4, x,,...,X,)

tal que T (4, x,,...,x )=0, isto &, L(u) = Entao, e como {V,, V...,
v } € linearmente independente, segue que xj = 0, para todo j €{1,...,n}. Logo, L(u) =0, isto
é, ue Ker(L) e, e assim = 0 Desse modo, pelo Teorema da Aplicagdo Aberta, a imagem
por T de subconjuntos fechados em X é um subconjunto fechado em Y, e portanto T(X/
Ker(L) x{(0,...,0)}) = R(L) é fechado em Y.

Definicdo 2.6: Sejam X e Y espagos de Banach sobre um corpoKe L: X — Yum
operador de Fredholm. O indice de L € o nimero inteiro dimK Ker(L) - codimK R(L) e o
denotamos por ind(L).

A Proposicéo seguinte nos fornece uma propriedade dos operadores de Fredholm.

Proposi¢céo 2.7: Sejam X e Y espacos de Banach sobre um corpo Ke L : X —
Y um operador de Fredholm. Entdo, existem M e N subespacos fechados de X e Y,
respectivamente, tais que

(i) X € uma soma direta de Ker(L) e M; (ii) Y € uma soma direta de N e R(L).
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Demonstragao: O item (ii) foi provado na Proposicao 2.4.2. Para provarmos o item
(i), suponhamos que Ker(L) = [ul,...,um] e seja f1 : [u1] —K o funcional linear definido por
fl(alul) = al. Pelo Teorema de Hahn-Banach, existe g1 : X —K funcional linear tal que
gljlul] = A1. Seja X1 = Ker(g1). Afirmamos que X = [u1] @ X1. De fato, se ue X, entédo u =
gl(uyul +(u-g1(u)ul), onde gl(v)ul @ [ull e u-gl(u)ul € X1. Se ue [ul]l N X1, entdo u =
alul e0=gl(alul) = al e, assim, u=0. Seja V=[ul,...,um-1] e suponhamos que X=V
@ P, onde P e um subespaco fechado de X. Como u_ € V, existem a,,...,a_, € Ktais que um
=alul+...+am-1um-1+v, onde ve P e v# 0 Seja f : [v] —K o funcional linear definido por
f(av) = a. Pelo Teorema de Hahn-Banach, existe g : P —K funcional linear tal que gj[v] = f.
Afirmamos que P = [v]®Ker(g). Com efeito, se u € P, entdo u = g(u)v +(u-g(u)v), onde g(u)v
€ [v] e u-g(u)v € Ker(g). Se u € [v]NKer(g), entdou =av e 0 =g(av) = a e, assim u = 0. Logo,

X=V®P=[ul,..,um-1] @ [v] @ Ker(g) = Ker(L) ® Ker(g).

Descrevemos abaixo o Processo de Decomposicdo de Liapunov-Schmidt. Sejam
X e Y espagos de Banach sobre um corpo K e F : K' x X — Y um operador suave que
satisfaz F(0,0) = 0. O nosso objetivo € utilizar o processo de Decomposicdo de Liapunov-
Schmidt para resolver a equacdo F(A1,A2,...,Ak,Ak+1,u) = 0 numa vizinhanc¢a da origem
em K x X. Vamos supor que L := duF(0,0)(derivada de F com relagdo a segunda variavel
calculada em (0,0)) seja um operador de Fredholm de indice zero.

Primeiro Passo: Decompomos os espacos X e Y como X =ker(L) ® Me Y =N ®R(L),
onde M e N sdo subespacos fechados de X e Y. Notemos que, como L é um operador de
Fredholm de indice zero, temos que dimK Ker(L) = dimK (N).

Segundo Passo: Seja Q : Y — R(L) a projecdo com Ker(Q) = N. Observemos que
F(A,u) = 0 se, e somente se, Q(F(A,u)) =0 e (I - Q)(F(A,u)) =0.

Terceiro Passo: Usando o fato de que X = Ker(L) @ M, escrevemos u=v+w, onde v €
Ker(L) e w e M. Seja G : K<' x Ker(L) x M — R(L) a funcéo definida por G(A,v,w) = Q(F(A,v
+ w)). Entdo, dwG(0,0,0).w = Q(duF(0,0).w) = Q(L.w) = L.w, para todo w € M. Notemos que
L : M — R(L) é injetora. De fato, seja u € M tal que L(u) = 0. Entéo, u € Ker(L) N M = {0},
portanto u=0. A aplicacdo L também & sobrejetora. Com efeito, seja v € R(L). Entédo existe
u € X tal que v = L(u). Podemos escrever u = v0 + w0, onde v0 € Ker(L) e w0 € M, obtendo
v = L(w0) € L(M). Como M e R(L) séo espagos de Banach e L : M — R(L) é linear, continua
e sobrejetora, pelo Teorema da Aplicacéo Aberta, que L' : R(L) — M ¢ linear e continua.
Logo, pelo Teorema das Fungdes Implicitas, existem B51(0) ¢ K*', B52(0) c Ker(L), B33(0)
cMeW:Bd1(0) x Bd2(0) —— Bd3(0) tal que W(0,0) = 0, para todo A € Bd1(0) e para todo
v € B62(0), tem-se Q(F(A,v + w)) = 0 se, e somente se, w = W(A,v).

Quarto Passo: Seja ¢ : B61(0) x B52(0) — N a fungéo definida por

d(Av) = (1 = Q)(F(\,v + W(A,V)).

Quinto Passo: Seja {v1,v2,...,vm} uma base de Ker(L) sobre K. Como ker(L) e N tém
a mesma dimens&o, seja {u1,u2,...,um} uma base de N sobre K e {v:*,v2",...,v,*} a base
dual de {u1,u2,...,um}. Entdo,< vi*,uj >= vi*(uj) = dij, para i,j € {1,...,m}. Usando o fato de que
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®(A,v) € N, para todo A € B51(0) e para todo v € B52(0), definimos a funcao yi.
Sexto Passo: Sejai e{1,...,m} e seja i : Bd1(0) xK™ —K a funcéo definida como

logo, para i = 1,2,...,m substituindo o Quarto Passo no Sexto Passo e usando as

projecdes, podemos escrever

O proximo resultado garante localmente uma correspondéncia biunivoca entre as
solugdes de F = 0 e as solugbes de ¢ =0, onde Y = (Y1,...,ym) e a equagéo Y =0 é
chamada de equacéao de bifurcagéo .

Proposicéo 2.8: Sejam X e Y espacgos de Banach sobre um corpo K e F : Kk+1 xX —
Y um operador suave satisfazendo F(0,0) = 0. Seja W a fun¢éo definida no terceiro passo
do Processo de Decomposi¢éo de Liapunov-Schmidt e seja ¢ a funcdo definida no sexto
passo. Sao equivalentes as seguintes afirmagdes:

a) (A\,x1,x2,...,xm) € Bd1(0) xKm & uma solugéo de ¢ =0.

b) € Bd1(0) x Bd2(0) x Bd3(0) € uma solugdo de F = 0.

Demonstracédo: Seja (A,x1,x2,...,xm) € B31(0) xK™ uma solucdo de ¢ = 0. Entdo,

para todo i €{1,...,m}, e assim F’ <>\, szvj +W <)\, ijvJ)) = 0 provando a
afirmacéo (b). =1 =t
Seja uma solugéo
de F = 0. Sendo W a fungéo definida no terceiro passo da Decomposi¢cdo, temos que
e portanto ¢ | A, Z z;v; | =0 entdo
Jj=1
Y(A,x1,...,xm) = 0, mostrando que a afirmacao (b) implica (a). A seguir, obtemos o valor de
algumas derivadas de Y na origem. Estas derivadas aparecem em algumas hipo6teses do
Equivariant Branching-Lemma.

Consideremos a equagdo e

fixemos i €{1,2,...,m} e derivamos a equacao anterior com relagdo a variavel xi. Obtemos:

Investigacao cientifica em matematica e suas aplicagdes Capitulo 15




escrevendo \g = 0, (z9,29,....,2%) = (0,0,...,0) e usando que W(0,0)=0e L
= duF(0,0), obtemos Q(L(dvW(0,0).vi)) = 0.

Temos que L(dvW(0,0).vi) € Ker(Q) = N. Pelo fato de N N R(L) = {0} segue que
L(dvW(0,0).vi) = 0. Logo, dvW(0,0).vi € Ker(L) N M = {0}, isto &, dvW(0,0).vi=0 e temos que

eseja P(A\, 1, T, .o, Ty) 1= ¢ <)\, ZIJ'UJ) . Fixemos i,j,le{1,2,...,m}. temos:
a3 =t

o ar, (0,0)=0
gf (07 0) = (I - Q)(duF(O 0)'(”1 + d,,VV(O, 0)1},))
vi € Ker(duF(0,0)) e dvW(0,0).vi = 0;
0%p
B 00 = (= QA0

+ (I —Q)(d3F(0,0).(vi,v;,v)); e para s €{1,2,....k + 1} fixado temos:

o~

[ ] a SO
81‘18/\5
Agora, determinamos  d2W(0,0).(v;,v;), 2ZW(0,0).(v;, vy), d2W(0,0).(v;,v;) e
dAsW(0,0). Faremos os calculos apenas para dy,WW(0,0) e d2W(0,0).(v;,v;), pois os

outros casos sédo analogos. Consideremos a equagao

(0,0) = (I = Q)(d;F(0,0).(v;,dx,W(0,0)) + diy F(0,0).(v:))

Derivando a equagéo (2) em relagéo a variavel xi obtemos

e derivando esta equagdo com relagdo a variavel x; temos Q

Fazendo X\, = 0, (29, ...,2%) = (0, ...,0)
e usando que dvW(0,0).vi = 0, W(0,0) = 0, L = duF(0,0) e Q e a projecdo em R(L)
obtemos L(d2vW(0,0).(vi,vj)) = —Q(d2uF(0,0).(vi,vj)). Como LjM é inversivel, segue que
d2W(0,0).(vi,v;) = — LY(Q(d2F(0,0).(v;,v5))) e agora, determinamos WAs(0,0).

Derivando a equacgéo (2) em relagéo a variavel As:
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e fazendo Ao = 0, (29, ...,22%) = (0, ...,0) temos Q(dAsF(0,0) + L.(dAsW(0,0))) =
0,isto &, L(dAsW(0,0)) = —Q(dAsF(0,0)), e assim dAsW(0,0) = —-L-1(Q(dAsF(0,0))).

Portanto,

o 20,0y = < LS—E(QO)L .

81’1
0”1y

[ ]
al’zal’J

0%
81] aLl
Y
8@ ox;

(0,0) = <uf* ﬁ(0,0)> =< v}, d2F(0,0).(vi,v;) >

v 8xzaIJ

———(0,0) =< v}, d2F(0,0).(v;,v;) >

——(0,0) =< v},d>F(0,0).(vi, v;) >

1)

onde

V = d3uF(0,0).(vi,vj,vl) +
d2uF(0,0).(vi,d2uW(0,0).(vj,vl)
+d2uF(0,0).(vj,d2uW(0,0).(vi,vI))

+ d*F(0,

0). (v, d2W(0,0).(vi, v,));

Teorema 2.9: Existe uma vizinhanga U2 x V2 de (x0,y0) em U x V c X x Y tal que o

problema F(x,y) =

0, para(x,y) € U2 x V2 é equivalente a um problema de dimensao finita

Demonstracdo: O problema F(x,y) = 0, para(x,y) € U2 x V2 é equivalente ao
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sistema(pelo Segundo Passo de Decomposicao de Liapunov-Schmidt)
QF(Px+ (1-P)x,y)=0 e (I-QF(Px+ (I -P)x,y)=0emquePx=veNe
(I - P)x = w € X0. Agora, definimos

U,, W, séo vizinhangas tal que U,+ W, c U c X. temos G(vO,w0,y0) = 0 e por nossas
escolhas dos espagos DwG(vO,w0,y0) = (I — Q)DxF(x0,y0) : X0 — ® é bijetora.

Agora, pela aplicagdo do Teorema da Fungéao Implicita entdo G(v,w,y)=0 para (v, w,
y) € UZXWZXVZé equivalente a w = W(v,y) para algum llJ:UZXVZ—> W,c X tal que (v, y,)=w,
Inserindo a fungdo W no sistema inicial temos ®(v,y) = QF(v + W(v,y),y) = 0.

O teorema da Func¢éo Implicita também fornece a continuidade da fungéo W.

Corolario 2.10: Nas notagdes do Teorema 2.9, se F € C'(U x V,Z), obtemos também

We C'(U2 x V2,X0), € C' (U, xV,xZ,) tal que

U (vg,Yo) = wo, dp¥(vo,y0) =0 € L(N, Xo)
dvq)(U(), yo) =0€ L(N, Z())

31 RESULTADOS E ANALISE

Nesta secdo aplicamos os resultados da seg¢do 2 dando enfoque no Método de
Liapunov-Schmidt Sem Simetria na aplicagcdo da Equagdo de reacao-difusdo (1). Pelo
Teorema de Crandall-Rabinowitz o equilibrio nulo € ponto de bifurcagcdo do problema(1).
A Bifurcagdo de solugbes de equilibrio da EDP com estrutura espacial néo- trivial esta
associada a estd mudanga de estabilidade. A equacgao de equilibrio associada a equacgao
(1) é quando ut = 0 para todo t, isto é,

Dugg - f(u) = 0. (3)

Fisicamente, a forma mais natural para variar os efeitos de difusdo é manter D
constante mas variar o comprimento | do intervalo, desta forma & conveniente introduzir
uma variavel escalar 11 = T Pela Regra da Cadeia, temos que:

d
(1) = Us(f:t)d—f; — (€,

d
g (1,1) = e €, t>df7 — (€. )2

entao
1
uge(&,t) = l—Qunn(mt). Comon = % e 0 < ¢ <, por mudanga de escala temos 0 <
n < 1. Portanto, a equacgéo de equilibrio associada a equagdo de reagao-difusdo (3) com
condi¢des de Dirichlet se escreve como
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em quel = D € o parametro de bifurcagé@o. Definimos no lado esquerdo da equagéo

(4) uma aplicagdo em que @:Xxx—C°(0,1)

em que X={u € C?(0,1):u(0)=u(1)=0}.Por hipotese f(u) = 0 entdo a solugéo u(n,t) =0
€ ponto de equilibrio da equacéo (4) pois —un,n(n,t) + Af(u(n,t)) = 0.
A linearizag¢ao(derivacédo) da equacgéao (4) é obtida como

d2

dn?
deslocado Af'(0). Considere por enquanto Lu=-u"e u# 0 tal que seja autofungéo do operador

Assim, o especto do operador L consiste dos autovalores do operador —

L, isto é, Lu = Bu. Assim, -u"=Bu entéo u"=Lu =0. A equacao caracteristica associada a este
Ultimo resultado, segue que nm?+B=0. Entdo m=+ e as solughes séo

u(t) = C1e0.tcos( Bt) + C2e0.t sin( Bt), Mas u(0) = u(1) = 0 entdo

u(0) = C1cos( B.0) entdo C1 = 0 e agora, u(t) = C2e0.t sin(vat) e assim

u(1) = C2 sin(B) = 0, como C,#0 ent&o sin( )=0 e implica que =nmneNe
entdo Bn = n?m. Logo, o espectro do operador L (a linearizagéo da equagéo (4) na solugéo
trivial) € dado por n?r?+Af'(0), n = 1,2,... e sdo todos positivos se /\ < O] (O)I Portanto u =

0 é solucéo estavel de (2) para tal A. Se A estiver perto de)y = O] <O>|, temos que (d®)0,A0
€ singular e a dimenséo do nucleo do operador (d®)0,A0 é unidimensional e gerado por

u0(n) = sin(rm). Analisamos as solugbes da equacao (4), pelo Método da Reducéo
de Liapunov-Schmidt. Na etapa 1 desta Reducéo, os complementos ortogonais é dado por
M= [<{sin(tm)}]L e N=[ImL]L = KerL+ = <{sin(tm)} o qual a ultima igualdade foi usado que
L é um operador auto-adjunto(isto é , limitado e simétrico). Na etapa 5, escolha v1 = v* =
sin(rm).

A Reducéo do Método de Liapunov-Schmidt resulta em uma equacdo de uma Unica
variavel g(x,\) = 0 cujas solucdes localmente estdo em correspondéncia biunivoca com as
solugoes da equacéo (4). Nao é possivel deteminar uma formula explicita para g(x,A), mas
analisemos o suficiente das derivadas de g no ponto de bifurcagéo. Em x = 0,A = AO, temos
que g = gx = gA = 0. Temos também que

1 1
Jow = Aof"(O)/ vidn e g —/\of'(O)/ vidn
0 0 (6)

Supondo por hipotese que f"(0)#00, entdo gxx e gAx sdo ambos ndo-nulos. Portanto,
a solugao trivial é bifurcagao transcritica em A = A0 se f"(0)#0. Pode acontecer que f"(0)=0,

por exemplo, se f(u) e uma fungédo impar e neste caso, a bifurcacdo & supercritica ou
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subcritica dependendo do sinal de f"(0). Por uma mudanca adequada de coordenadas
g(x,A) pode ser transformado para a forma
X2 — (A = AO)X. (7)

Para A\, a equagéo (7) tem dois zeros, nomeadamente solugéo trivial x =0 e a
solugéo néo-trivial x = (A — AO).

Este dltimo zero,é a correspondéncia entre solu¢des de g(x,A) = 0 e solu¢des da
equacéo ®(u,A) = 0. Isto é, g(x,A) = 0 se e somente se ®(xvl + W(xv1,A),A) = 0. A solugéo
(x,A) de g(x,A) esta associada a solugéo u = xv1 + W(xv1,A), ou ainda,

u(n) =xvi(n) + W(xvi(n),A). (8)

Além disso, Wx(0,A0) = WA(0,A0) = 0. Escrevendo W em Série de Taylor em (0,A0)
temos que

W(xv1,A0) = W(0,A0) + Wx(0,A0)x + WA(0,A0)x + O(x2).

Entdo W(xv1,A0) = O(x2) dos resultados anteriores e o fato que W(0,A) = 0.

Portanto, u(n) = xv1 + W(xv1(n),A0) = xv1 + O(x2), isto &, as solu¢bes ndo-triviais
tem uma estrutura espacial de v1 perto do ponto de bifurcacao.

No entanto, se f(u) e uma funcéo impar entdo f"(0)=0 e neste caso,

gxx=0e

1
0

Agora, a bifurcagéo é supercritica ou subcritica de acordo com £"(0)=0 é positivo ou
negativo, com a forma +x® — Ax.
Considerando a fungéo f(u) tal que tenhamos a sequéncia:

entdo temos o problema de bifurcagédo com a forma candnica +xn — Ax = 0.

41 CONCLUSOES

O Teorema de Crandall-Rabinowitz fornece uma condi¢do suficiente para que
um ponto (AO,u0) seja um ponto de bifurcagcéo local e o Processo de Decomposi¢ao de
Liapunov-Schmidt determina a fung¢éo de bifurcacdo. Por fim, pelo Teorema de Crandall-
Rabinowitz o equilibrio nulo é ponto de bifurcagdo do problema da equagéo de difuséo e o
problema de bifurcagéo é apresentado na forma candnica e dependendo das derivadas de
primeira ordem até n-ésima ordem da fungéo f no equilibrio nulo a bifurcagao é supercritica
ou subcritica.
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