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APRESENTACAO

A realidade do pais e as diferentes problematicas evidenciadas ao longo dos anos
tém demandado questbes muito particulares e mobilizado pesquisadores em busca de
respostas a inimeras inquietudes. E inegavel que a pesquisa cientifica se constitui como
importante mecanismo na busca dessas respostas € no melhorar a vida das pessoas e,
nesse interim, a Matematica ocupa um lugar importante.

E neste sentido que o livro “Investigacdo Cientifica em Matemdtica e suas
Aplicacées” nasceu: como forma de permitir que as diferentes experiéncias de
pesquisadores vinculados a Matematica e Educacdo Matematica sejam apresentadas e
constituam-se enquanto canal de formacéo para outros sujeitos. Reunimos aqui trabalhos
de pesquisa e relatos de experiéncias de diferentes praticas que surgiram no interior da
universidade e escola, por estudantes e professores/as pesquisadores/as de diferentes
instituicdes do Brasil e de outros paises.

O fazer Matematica vai muito além de aplicar formulas e regras. Existe uma dinamica
em sua constru¢do que precisa ser percebida. Importante, nos processos de ensino e
aprendizagem dessa ciéncia, priorizar e ndo perder de vista o prazer da descoberta, algo
peculiar e importante no processo de matematizar. Isso, a que nos referimos anteriormente,
configura-se como um dos principais desafios do educador matematico; e sobre isso
abordaremos também nessa obra.

Esperamos que este livro, da forma como o organizamos, desperte nos leitores
provocacles, inquietacdes, reflexbes e o (re)pensar da propria pratica docente, para
quem ja é docente, e das trajetorias de suas formages iniciais para quem encontra-se
matriculado em algum curso superior. Que, ap6s essa leitura, possamos olhar para a sala
de aula e para a Matematica com outros olhos, contribuindo de forma mais significativa com

todo o processo educativo. Desejo, portanto, uma 6tima leitura.

Américo Junior Nunes da Silva
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CAPITULO 7

DE LOS REALES A LOS COMPLEJOS, SOLO HAY
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RESUMEN: En nuestra experiencia, los
estudiantes universitarios que comienzan el
estudio de Analisis Complejo se enfrentan a
algunas dificultades relacionadas con el concepto
del infinito, mismas que pueden evitarse si se
afiaden unos cuantos conceptos a los cursos
béasicos que incluyen numeros reales y complejos.
En este trabajo se presenta a los profesores de
nivel medio y del primer afo universitario, analizar
las sutiles diferencias con las que el infinito es
abordado tanto en el campo de los numeros
reales como en los nimeros complejos. Nuestra
propuesta consiste en desarrollar el concepto
del punto al infinito para el plano complejo en
términos de la proyeccién estereogréfica y
compararlo con el concepto de puntos al infinito
en larectareal, con apoyo de la computadora. Las

Investigacao cientifica em matematica e suas aplicagdes

UN PEQUENO PASO

demostraciones formales se dejan para cursos
avanzados, en su lugar proponemos actividades
de visualizacién que permitan a los estudiantes
entender estos conceptos basicos. Se espera
que, con estas actividades, los estudiantes
de cursos matematicos elementales tengan
un panorama mas amplio de las matematicas
avanzadas.

PALABRAS CLAVE: Plano complejo, proyeccién
estereografica.

FROM REAL TO COMPLEX, THERE IS
ONLY ONE SMALL STEP

ABSTRACT: From our own experience, college
students who approach the study of Complex
Analysis face some difficulties related to the
concept of infinity, which can be avoided by
adding a few concepts to the basic courses that
include real and complex numbers. In this work,
high school and first-year university teachers
are presented with an analysis of the subtle
differences with which infinity is approached
both in the field of real numbers and in complex
numbers. Our proposal consists in developing
the concept of the point at infinity for the complex
plane in terms of the stereographic projection
and comparing it with the concept of points
at infinity on the axis of the real numbers, with
the support of the computer. Formal proofs are
left for advanced courses, instead we propose
visualization activities that allow students to
understand these basic concepts. With these
activities, it is hoped that students in elementary
mathematics courses will have a broader view of
advanced mathematics.

KEYWORDS: Complex plane, Stereographic
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projection.

11 INTRODUCCION

Los numeros complejos se abordan brevemente en los primeros cursos
universitarios, como preambulo a los cursos de Precélculo o Algebra, para continuar con
materias tales como Calculo Diferencial e Integral. Aunque estos cursos son obligatorios
en las todas carreras universitarias del area de Ciencias Exactas e Ingenierias, son menos
frecuentes los cursos de Andlisis Real y Analisis Complejo, que se restringen a las carreras
de Fisica, Matematicas y algunas Ingenierias. No obstante, es interesante analizar las
sutiles diferencias con las que el infinito es abordado en los cursos mencionados, con la
intencion de ampliar el conocimiento matematico de los alumnos, y que ellos desarrollen el
pensamiento matematico que se requiere en las diversas carreras del Centro Universitario
de Ciencias Exactas e Ingenierias (CUCELI) de la Universidad de Guadalajara, México.

Los primeros cursos de matematicas en el CUCEI se enfocan en el campo de los
nameros reales, pero incluyen una rapida “ojeada” a los niUmeros complejos. Se comienza
con la necesidad de ampliar los numeros reales, se abordan sus formas de representacion
(binomial, trigonométrica y exponencial) y las operaciones basicas entre los nimeros
complejos (adicidon, sustraccién, multiplicacién, potencias, raices). Después de esto, se
abordan ramas de las matematicas en las que solamente se manejan numeros reales, tales
como Calculo Diferencial e Integral, Calculo Vectorial, Algebra Lineal, Analisis Numérico,
Analisis Real, etc. Una vez concluidos estos cursos, en algunas carreras se ha incluido el
estudio de la variable compleja. A su vez, el curso de Analisis Complejo comienza desde
los mismos temas con que se concluyd, un afno antes, el estudio de los niumeros complejos;
en este nivel, los estudiantes son capaces de demostrar teoremas y propiedades de los
nameros complejos.

Por otra parte, la proyeccion estereografica, entendida como la transferencia de
un elemento (punto) desde una esfera a un plano, o viceversa, es un ejemplo clasico
de transformaciones, cuyas aplicaciones mas comunes se encuentran en la topografia,
la cartografia y la geologia. En el &mbito matematico este procedimiento se discute en
los cursos de geometria diferencial y representa un area de oportunidad valiosa, ya que
atiende:

+ latransformacion entre espacios,

« la diferenciabilidad de estas transformaciones

» los limites de estas transformaciones

+ los elementos geométricos y analiticos que se involucran.

Estas caracteristicas no solo atienden a funciones de variable real, sino que
aparecen en otros cursos, tales como el de variable compleja, donde pueden discutirse
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temas como el limite de una funcion compleja cuando su argumento tiende al infinito, y el
limite al infinito de una funcién compleja.

Nuestra propuesta consiste en afiadir al primer curso en el que se abordan los
nameros complejos (Precalculo o Algebra, segln la carrera de que se trate), los conceptos
de “punto al infinito”, “recta real extendida”, “plano complejo extendido”, “recta real
proyectivamente extendida” y homeomorfismo, para lo cual es necesaria la proyeccidon
estereografica. Para facilitar el aprendizaje, dado que estéa dirigido a estudiantes de primer
ingreso, hemos disefiado unas sencillas actividades mediadas por computadora, con el fin
de que los estudiantes visualicen las relaciones entre conceptos.

En este trabajo no se pretende profundizar en el concepto del infinito, sino proponer
una reflexion sobre posibles detalles que generan confusion en los estudiantes que transitan
del Analisis Real al Analisis Complejo.

En la primera parte de este documento, dirigido a profesores de ensefianza media o
de los primeros cursos del nivel superior, abordaremos los conceptos basicos involucrados
en este trabajo, tales como el limite al infinito de una sucesion en el plano complejo, las
igualdades basicas que involucran al infinito y las expresiones que carecen de sentido por
llevar a incertidumbres.

En la segunda parte se abordan la proyeccién estereogréfica y su visibn geométrica,
la cual involucra la nocién de homeomorfismo. Aqui se incluyen algunos temas vinculados
con el infinito y la proyeccidon estereografica, que se abordan en los cursos de Analisis
Real. Aunque estos temas requieren diversas demostraciones en los cursos de Analisis
Complejo, nuestra propuesta es abordarlos a un nivel acorde al programa de estudios del
primer afo universitario.

Finalmente, describimos unas actividades mediadas por computadora, para que el
estudiante tenga la oportunidad de manipular los objetos matematicos involucrados y asi,
construya activamente el significado del punto infinito y la proyeccion estereografica.

21 CONCEPTOS BASICOS

La propiedad de orden de los nUmeros reales establece que, si ay b son nUmeros
reales diferentes, entonces a <b 6 b <a. Los niUmeros complejos carecen de esta propiedad
de orden, ya que no es posible determinar, por ejemplo, si 3+i5 es mayor o0 menor que 5+i3,
aunque si existe una propiedad de orden parcial, si nos referimos al modulo de dichos
nameros complejos.

Al comenzar el estudio del Analisis Complejo, se dice que la recta real extendida
R debe contener dos puntos al infinito R =Ru {-e, +o0}, para conservar dicha propiedad de
orden. También se dice que el plano complejo extendido (C) naturalmente contiene solo un
punto infinito C =Cu{e}, que aparece como el “polo norte” en la esfera de Riemann 2, como

resultado de la proyeccion estereografica.
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Sin embargo, si estamos dispuestos a sacrificar el orden completo del eje real,
podemos aplicar el analogo uno-dimensional de la proyeccidén estereografica y obtener
la recta real proyectivamente extendida R = Ru{»} que es topolégicamente equivalente,
es decir homeomorfa, a una circunferencia unitaria S'. A continuacion, explicaremos la

relacion entre todas estas nociones.

31 EL PUNTO AL INFINITO

El concepto del punto al infinito se utiliza para hablar inteligiblemente sobre limites
infinitos (Marsdeny Hoffman, 1999). Desde los primeros cursos universitarios, los estudiantes
conocen el conjunto de los numeros complejos (finitos)C, y que cualquier elemento de
ese conjunto (zeC) puede representarse en coordenadas cartesianas como z=x+iy (forma
binomial o cartesiana), donde x es la parte real de z (x=Rez) e y es la parte imaginaria de
z (y=Imz). El nmero i se llama unidad imaginaria y tiene la propiedad determinante ?=-1.

Se define el punto impropio «, que no pertenece al conjunto de los numeros
complejos finitos mediante una sucesion que tiene limite al infinito. Por definicién, una
sucesion {z} de nimeros complejos finitos, tiene limite al infinito ( ), Si para
cualquier £ > 0 se encuentra un nimero natural N(g) tal que el médulo de z, es mayor que

, siempre que n> N(g). Este limite es lo que denominamos punto al infinito ().

Notese que para el punto al infinito no estan definidas ni la parte real, ni la parte
imaginaria. Para el mddulo del infinito © se usa el simbolo +w, esto es I®l=+w, el cual
pertenece a la recta real extendida R.

Para ciertos propésitos, es posible definir algunas operaciones entre « y cualquier
numero complejo, mediante algunas “reglas” que tienen sentido en el contexto de limites
(Zill y Shanahan, 2011; Markushevich, 1987):

Algunas operaciones carecen de sentido, tal es el caso de: ®+», 0 pues en
estos casos, la aplicacion de los limites nos lleva a incertidumbres.

En consecuencia, se puede definir el plano complejo extendido como la unién formal
del plano complejo C y el punto al infinito.
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41 PROYECCION ESTEREOGRAFICA

La representacion geométrica del plano extendido en el espacio (tridimensional),
se obtiene por medio del procedimiento denominado proyeccion estereografica. En
dicha representacion es posible demostrar (en cursos avanzados) que el plano complejo
extendido es equivalente a una esfera unitaria bidimensional S?, conocida como esfera de
Riemann (figura 1).

Figura 1. Esfera de Riemann y el plano complejo extendido

Para realizar la proyeccion estereografica introducimos en un espacio euclidiano de
tres dimensiones las coordenadas &,n,Z, tales que los ejes &y n coinciden con el eje real
(Re) y el eje imaginario (Im) en el plano complejo, respectivamente; el eje {es perpendicular
al plano complejo y completa el espacio 3-dimensional. El plano complejo extendido se
define por medio de la ecuacion =0. Luego se construye una esfera S? con radio 1y centro
en el inicio de coordenadas (figura 1), cuya ecuacion es &2+n2+3=1.

Figura 2. Proyeccion estereogréfica entre la esfera S2y C.

Se construye una recta r que une al punto z del plano complejo con el punto
N(0,0,1), llamado polo norte de la esfera. A cada punto z, le corresponde un punto P(&,n,Q)
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de interseccion de la esfera S? con la recta r. Tal correspondencia z— P se llama proyeccion
estereogréfica.

Bajo la proyeccién estereogréafica, tanto los circulos en C y las rectas en C, se
transforman en circulos en &2, y viceversa. De esta manera, es facil identificar el significado
geométrico del limite al infinito , si se define una g-vecindad del punto al infinito
como el conjunto de puntos que estan al exterior del circulo de radio  (Figura 2).

51 COMPARACION DEL CONCEPTO DE PUNTOS AL INFINITO PARA EL
PLANO COMPLEJO Y LA RECTA REAL

Existe una fuerte diferencia entre la recta real R y el plano complejo C. El conjunto
de los niUmeros reales es completamente ordenado respecto a una relacién “menor que”,
es decir para cualquier par de nimeros reales diferentes, x, y x,, siempre se cumple o x, <
X, 0 X, < X,.

Para los numeros complejos existen solo 6rdenes parciales. El mas natural de estos
ordenes esta conectado con las comparaciones de los médulos correspondientes, decimos
que z,< z, silz I<lz,l. Este orden es compatible con la existencia del Gnico punto infinito, que
hemos definido por medio de la proyeccion estereografica.

Para la recta real R, existe un anéalogo de la proyeccién estereogréfica: por el mismo
procedimiento que en el caso C, se obtiene la recta real proyectivamente extendida R=Ru{e},
la cual es homeomorfa a una circunferencia S'(figura 3). El polo norte N corresponde al
Gnico punto al infinito. La recta real proyectivamente extendida R pierde el orden completo
que se tenia en la recta real ordinaria R, ya que para cualquier par de nimeros reales x, y
x, tales que x, < x,, ahora debemos escribir co<x,<x,<®, que es una contradiccion.

No obstante, existe la recta real extendida R:Ru{-w,+w} que conserva el orden
natural de la recta real R. En este caso, la sucesion -co<x,<x,<+co N0 es contradictoria.
La recta & es homeomorfa a un segmento cerrado [-1,+1]. Aqui +1 corresponde a +oo, -1

corresponde a -co.
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Figura 3. Analogo de la proyeccién estereografica para el eje real.

61 ACTIVIDADES MEDIADAS POR COMPUTADORA

Nuestra propuesta incluye actividades de visualizacidén, con apoyo del programa
GeoGebra. Se guia al estudiante en la construccion de la representacion geométrica de la
proyeccion estereogréafica de R en &2, para que él mismo compruebe que -« y +o0 cOnvergen
en N.

Instrucciones.

1. Abrir GeoGebra con: vista algebraica, vista gréafica y vista gréafica 3D.

2. Enla grafica 3D, renombrar los ejes X como Re e Y como Im, para asociar el plano
complejo con la grafica 2D.

3. En vista grafica 3D, crear una esfera con centro en el punto (0,0,0) y radio 1.
Enseguida, quitar graduaciones y nimeros de los tres ejes y mostrar la cuadricula
en el plano complejo.

4. Renombrar el punto A(0,0,0), centro de la esfera, como O y afadir el polo norte
N(0,0,1).

5. En Vista grafica 2D, colocar un punto Z sobre el eje X. En vista gréafica 3D, también
aparece el punto Z; trazar el segmento ﬁy solicitar sus intersecciones con la
esfera. De manera automética, se asignan los nombres B y C. Ocultar el punto que
coincide con N y renombrar el otro como P (ver figura 4).

6. En vista grafica 2D, pedir animacion del Z, y observar el desplazamiento de P en
vista grafica 3D. También es posible pedir la rotacién de la grafica 3D mientras se
observa la animacién de Z en el eje real.
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Figura 4. Proyeccion estereogréfica de R en S, -0 y oo convergen en N

Se observa que al desplazarse el punto Z hacia -» 0 +x en el eje real (Vista gréfica
2D), la proyeccion de Z en la esfera, es decir, el punto P, se aproxima al polo norte (Vista
gréfica 3D). Esto significa que en el complejo extendido existe un solo punto infinito.

71 CONSIDERACIONES FINALES

En nuestro trabajo hemos abordado los conceptos basicos de la proyeccidon
estereografica, con la finalidad de mostrar a profesores y estudiantes del nivel medio
superior (0 secundario) la relacion entre los contenidos de cursos basicos de mateméticas,
con el inicio del Analisis Complejo. Nuestra intencion es que los estudiantes de bachillerato
o0 ESO vislumbren el enorme y fascinante campo de los niumeros complejos, al mismo
tiempo que se enriquece su proceso de aprendizaje.

Si bien solo describimos aqui solo una actividad mediada por la computadora, por
razones de espacio, esperamos que al lector le sea posible construir todas las figuras
incluidas en este documento, paraimplementar mas actividades de aprendizaje relacionadas

con el campo de los nUmeros complejos y la proyeccién estereografica.
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