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APRESENTACAO

A colegdo “Ciéncias exatas e da terra: Observacao, formulacéo e previséao 2" é
uma obra que objetiva uma profunda discusséo técnico-cientifica fomentada por diversos
trabalhos dispostos em meio aos seus 20 capitulos. Esse 2° volume abordara de forma
categorizada e interdisciplinar trabalhos, pesquisas, relatos de casos e/ou revisdes que nos
transitam varios caminhos das Ciéncias exatas e da Terra.

Tal obra objetiva publicizar de forma objetiva e categorizada estudos e pesquisas
realizadas em diversas instituicdes de ensino e pesquisa nacionais e internacionais. Em
todos os capitulos aqui expostos a linha condutora é o aspecto relacionado as Ciéncias
Naturais, tecnologia da informacédo, ensino de ciéncias e areas afins correlatos ao locos
cultural.

Temas diversos e interessantes sdo deste modo, discutidos aqui com a proposta
de fundamentar o conhecimento de académicos, mestres e todos aqueles que de alguma
forma se interessam por inovacgéo, tecnologia, ensino de ciéncias e demais temas. Possuir
um material que demonstre evolugdo de diferentes campos da engenharia, ciéncia e
ensino de forma temporal com dados geogréficos, fisicos, econémicos e sociais de regides
especificas do pais é de suma importancia, bem como abordar temas atuais e de interesse
direto da sociedade.

Deste modo a obra a seguir apresenta uma profunda e solida fundamentagéo
tedrica bem com resultados praticos obtidos pelos diversos professores e académicos que
desenvolvem seu trabalho de forma séria e comprometida, apresentados aqui de maneira
didatica e articulada com as demandas atuais. Sabemos o quao importante é a divulgagao
cientifica, por isso evidenciamos também a estrutura da Atena Editora capaz de oferecer
uma plataforma consolidada e confiavel para estes pesquisadores exporem e divulguem
seus resultados.

Francisco Odécio Sales
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CAPITULO 19

SEQUENCIA DE FIBONACCI: ALGUNS
RESULTADOS E APLICAGOES NAS CIENCIAS

Data de aceite: 01/04/2022

Francisco Odécio Sales
Instituto Federal do Ceara

RESUMO: Abordamos nesse ensaio bibliografico
a sequéncia de Fibonacci, discutindo sua
origem, férmula geral recorrencial e indutiva
e mais pontualmente sua ligagcdo com certos
fendbmenos e comportamentos da natureza. A
sequéncia de Fibonacci € uma sequéncia de
nameros naturais, exceto pelo zero, a saber: 0,
1,1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34..., onde cada termo
subsequente, a partir do terceiro, corresponde a
soma dos dois anteriores, na qual os primeiros
termos séo 0 e 1. Tal sequéncia inspira muitos
matematicos por suas diversas propriedades
intrigantes e aplicabilidades importantes. Iremos
ressaltar de maneira objetiva sua aparicdo na
natureza, um contato intimo da Matematica com
o mundo material. Com esse estudo objetivamos
promover conhecimento sobre o aparecimento
dos numeros de Fibonacci na natureza, estimular
0 interesse pela pesquisa, como também o
estudo pela Histéria da Matematica, proporcionar
as pessoas a percepgdo que a Matematica esta
relacionada com o mundo concreto. Paraaanalise
do trabalho foram visitados artigos, disserta¢cdes,
monografias e publica¢cbes em websites acercado
tema, priorizamos por um conteudo matematico
aplicavel no cotidiano e que ao mesmo tempo
estivesse relacionado ao conteddo do nosso
estudo, indugdo matematica e suas aplicagdes.
Apesar de apresentar uma férmula matematica

Ciéncias exatas e da terra: Observagao, formulagéo e previsao 2

NATURAIS

e uma representacdo geométrica, a Sequéncia
de Fibonacci esta intimamente ligada a padrbes
observados na natureza, como no crescimento
de uma arvore, nas folhas e flores das plantas
e até mesmo em animais. Diante de todo estudo
podemos concluir que essa pesquisa possibilitou
um conhecimento muito rico sobre a sequéncia
de Fibonacci, abordando a Matematica e suas
aplicacdes presentes nos detalhes da natureza,
de forma concreta, a percepcdo da matematica
em tudo, até em lugares inesperados.
PALAVRAS-CHAVE: Matematica.
Sequéncia de Fibonacci.

Aplicagéo.

ABSTRACT: We approach in this bibliographic
essay the Fibonacci sequence, discussing its
origin, general recurrent and inductive formula
and more specifically its connection with certain
phenomena and behaviors of nature. The
Fibonacci sequence is a sequence of natural
numbers, except for zero, namely: 0, 1, 1, 2,
3, 5, 8, 13, 21, 34..., where each subsequent
term, starting from the third , corresponds to
the sum of the previous two, in which the first
terms are 0 and 1. This sequence inspires many
mathematicians for its many intriguing properties
and important applicability. We will objectively
emphasize its appearance in nature, an intimate
contact of Mathematics with the material world.
With this study we aim to promote knowledge
about the appearance of Fibonacci numbers in
nature, stimulate interest in research, as well as
the study of the History of Mathematics, provide
people with the perception that Mathematics is
related to the concrete world. For the analysis of
the work, articles, dissertations, monographs and
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publications on websites on the subject were visited, we prioritized a mathematical content
applicable in everyday life and that at the same time was related to the content of our study,
mathematical induction and its applications. Despite presenting a mathematical formula and
a geometric representation, the Fibonacci Sequence is closely linked to patterns observed
in nature, such as in the growth of a tree, in the leaves and flowers of plants and even in
animals. In the face of all the study we can conclude that this research made possible a very
rich knowledge about the Fibonacci sequence, approaching Mathematics and its applications
present in the details of nature, in a concrete way, the perception of mathematics in everything,
even in unexpected places.

KEYWORDS: Mathematics. Application. Fibonacci Sequence.

11 INTRODUGAO

A sequencia de Fibonacci é uma sequéncia de numeros naturais, incluso zero,
a saber: 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144..., onde cada termo subsequente
corresponde a soma dos dois anteriores, na qual os primeiros termos séo 0 e 1. Leonardo
de Pisa, idealizador da sequencia, que viveu entre 1180 a 1250, conhecido como Leonardo
Fibonacci (Filho de Bonacci), o autor de tal sequéncia. Ao longo dos anos estudos vem sendo
desenvolvidos e outras areas da Matematica sendo relacionadas a esse conhecimento
matematico que é aplicavel de varias formas ao mundo material, até na natureza.

21 A SEQUENCIA DE FIBONACCI

Apesar de apresentar uma formula matemética e uma representacao geométrica, a
Sequéncia de Fibonacci esta intimamente ligada a padrGes observados na natureza, seja
pela sucessédo numérica ou pela espiral, como no crescimento de uma arvore, nas folhas e
flores das plantas e até mesmo em animais.

A sequéncia de Fibonacci foi oriunda do problema dos coelhos, cujo enunciado esta
a seguir: Certo homem pds um casal de coelhos em um lugar totalmente cercado. Quantos
casais de coelhos podem ser gerados por esse casal em um ano se supusermos que
a cada més cada casal gera um novo casal, o qual comega a se reproduzir a partir do
segundo més de vida?

Para a solucdo deste problema observamos que no final do primeiro més havera
somente 1 casal de coelhos, que foi o inicial. No segundo més, havera um casal maduro
que vai gerar um novo casal, somando assim 2 casais. No terceiro més serdo dois casais
maduros e um casal novo, totalizando 3. No quarto més, 3 casais maduros e dois casais

jovens, somando 5 casais, e assim sucessivamente, como vemos na tabela abaixo.
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Més Casais maduros Casais novos
1 1 0
2 1 1
3 2 1
4 3 2
5 5 3
6 8 5
7 13 8
8 21 13
9 34 21

10 55 34
11 89 55
12 144 89

Tabela 1 — Solugéo do problema dos coelhos.

Dessa forma, em um ano tera um total de 233 casais de coelhos. A solugdo deste
problema foi exposta por Leonardo de Pisa, no ano de 1202, em seu primeiro livro Liber
Abacci.

Podemos observar que a solugdo do problema reprodugédo dos coelhos gera uma
sequéncia que € amplamente estruturada 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21,..., chamada Sequéncia
de Fibonacci. Esta sequéncia € recorrente, ou seja, para saber um determinado valor
(nimero) na sucessdo é preciso ter conhecimento dos dois numeros anteriores a este
namero, com excegao dos dois primeiros termos, que s&o 0 e 1. A sequéncia de Fibonacci
possui inumeras propriedades interessantes, além de muitas aplicagoes.

Em 1843, o matematico francés Jacques Philippe Marie Binet descobriu uma formula
que possibilita o calculo de qualquer niumero de Fibonacci (), onde

A demonstragao da férmula acima é feita por indugdo matematica.

Um dos termos da formula de Binet, , € o famoso nimero de ouro, representado
pela letra grega ¢ (phi). Este numero, irracional, & conhecido também como razédo aurea
e seu valor é aproximadamente 1,618. Ap6s a descoberta dessa férmula, a sequéncia de
Fibonacci e a razdo durea ganharam uma relagéo intima.

A razao aurea é também conhecida como retangulo aureo, e segundo Silva (2015,
p.35) “o que existe de mais fascinante com o retangulo 4ureo, é sua relagdo com a
sequéncia de Fibonacci, dando origem a chamada espiral aurea ou espiral de Fibonacci”.

A espiral de Fibonacci é construida aos moldes da “razdo extrema e média” proposta
por Euclides. Pode ser obtida tomando um quadrado com lado 1, sobreposto de outro
quadrado, dividido e formado em um retdngulo com lados 2 e 1, assim sucessivamente
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fazendo retangulos, obedecendo a sequéncia de Fibonacci, obtemos a espiral aurea, como

observado na Figura 1.

Figura 1 — Espiral de Fibonacci.

Fonte: Silva (2015, p. 35).

Observando a espiral aurea percebemos que ela possui formato de uma curva muito
interessante que se enrola para seu interior com segmentos curvos diferentes, porém
formatos iguais, que j& foi chamada de “o olho de Deus”. Os nimeros de Fibonacci séo

encontrados em diversas situacdes seja na forma numérica ou através da espiral.

31 SEQUENCIA DE FIBONACCI EM PLANTAS E FLORES

Os numeros dessa sucessdo aparecem facilmente no arranjo de folhas do ramo
de uma planta, basta observarmos o crescimento de seu caule. A medida que esta se
desenvolve a quantidade de novos ramos que aparecem, descrevem a sequéncia de

Fibonacci.
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Figura 2 — Planta com caule seguindo a sequéncia de Fibonacci.

Fonte: Queiroz (2007, p. 21).

E possivel observar essa sequéncia em copas das arvores ou até mesmo no nimero
de pétalas das flores. Um exemplo séo as imagens da Figura 3 que possuem 3 e 5 pétalas,
respectivamente, outras possuem 13 pétalas, assim representam a sucessao de Fibonacci.

Figuras 3 — Flores com 3 e 5 pétalas.

Fonte: Silva (2015, p. 43).
41 ESPIRAL DE FIBONACCI EM ANIMAIS

Ja no caso dos animais podemos observar claramente a espiral nos chifres

continuamente crescidos do antilope.
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Figura 4 - Antilope com chifre em forma de espiral.

Fonte: Silva (2015, p. 41).

Outro animal é o camaledo que ao contrair seu rabo forma uma das espirais mais

perfeitas.

Figura 5 - Camaledo com rabo em forma de espiral.

Fonte: Silva (2015, p. 41).

51 ALGUNS RESULTADOS ARITMETICOS

Proposi¢céo: Dois niumeros consecutivos na sequéncia de Fibonacci sdo primos
entre si, isto € mdc (Fn, Fn+1) = 1, para todo natural n = 1.

Demonstracdo. Seja n € N, n = 1. Vamos provar que mdc (Fn, Fn+1) = F2 = 1.
Sabemos que um numero qualquer de Fibonacci € igual a soma dos dois termos anteriores.
Assim um numero de Fibonacci ndo sera maior que o dobro do termo anterior, tirando o
caso do terceiro nimero que é o dobro do segundo, {Fn} é crescente para n = 3. Portanto,
quando dividirmos um termo da sequéncia de Fibonacci pelo seu antecessor o quociente
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€ igual a 1 e o resto sera a subtragdo do dividendo com o divisor. Portanto, continuando
0 processo e utilizando o algoritmo de Euclides para o céalculo do maximo divisor comum

entre esses dois numeros consecutivos, vamos ter:

F(n+1)=F(n)+ F(n-1)
F(n)=F(n-1-1+ F(n-2)
Fin-1)=F(n-2)+ F(n-23)

F(4) =F(3) + F2
F(3) = F(2) + F(1).

Seguindo isso, como 0 méximo divisor comum & sempre o Ultimo resto, diferente de
zero, teremos mdc (F(n), F(n+1)) = F(2) = 1.

Proposicéo: A soma S(n) dos n primeiros termos da sequéncia de Fibonacci, para n
>1,é8(n)=F(n+2)-1.

Demonstracéo.

Temos na sequéncia de Fibonacci

F(1) = F(3) = F(2)

F(2) = F(4) — F(3)

F(3) = F(5) — F(4)

F(n—1)=F(n +1) = F(n)
F(n) =F(n+2) - F(n +1).

Ao somar F(1) + F(2) + F(3) + ... + F(n — 1) + F(n) e simplificando os termos dessas
igualdades, temos

Sn)=F(1)+F@2)+F@)+...+F(n—-1)+F(n)=F(n+2)-F2)=F(n+2) - 1.

Proposicéo: Dado trés numeros de Fibonacci consecutivos F(n — 1), F(n) e F(n + 1),
temos F2(n) = F(n + 1).F(n) — F(n).F(n — 1), para todo n = 2.

Demonstracdo. Para provar a equagéo, basta colocar F(n) em evidéncia no segundo
membro. Com isso: F(n + 1).F(n) — F(n).F(n — 1) = F(n).(F(n + 1) — F(n = 1)) = F(n).F(n) =
F2(n) .

Para a proposi¢éo seguinte, defina S(n?) como sendo a soma dos quadrados dos n
primeiros termos da sequéncia de Fibonacci, isto é,

S(n?) = F2(1) + F2(2) + F2(3) + - - - + F3(n)

Proposicdo: A soma dos quadrados dos n primeiros termos da sequéncia de
Fibonacci € S(n2) = F(n + 1).F(n)

Ciéncias exatas e da terra: Observagao, formulagéo e previsao 2 Capitulo 19 m



Demonstracdo. Primeiramente note que F2(1) pode ser escrito como F(2).F(1).
Seguindo assim vamos escrever o quadrado dos numeros de Fibonacci do F(2) ao F(n).

Com isso
F2(2) = F(3).F(2) — F(2).F(1)
F2(3) = F(4).F(3) — F(3).F(2)

F2(n) = F(n + 1).F(n) — F(n).F(n = 1).

Ao somar F2(1) + F2(2) + F2(3) + - - - + F3(n) e simplificando os termos da igualdade,
conseguimos S(n2) = F2(1) + F2(2) + F2(3) + - - - + F3(n) = F(n + 1).F(n).

61 CONCLUSAO

Esse estudo possibilitou um conhecimento muito rico sobre a Sequéncia de
Fibonacci desde sua formulagéo através do problema dos coelhos até sua estreita relacdo
com a razao aurea.

Mostramos dessa forma, como a Matematica, apesar de abordar contetdos
abstratos, pode ser encontrada de forma concreta em nosso cotidiano, até em lugares
inesperados, como a observagédo da Sequéncia de Fibonacci e a razao aurea encontradas
na natureza.

REFERENCIAS

FERREIRA, Rogério A. Sequéncia de Fibonacci. UNIFIEO, S&do Paulo, 2007. Disponivel em: <https:/
incertezaemprincipio.files.wordpress.com/2012/07/tc-sequc3aanciadefibonacci.pdf>. Acesso em: 06
nov. 2020.

FREITAS, F. M. A proporc¢ao aurea e curiosidades histéricas ligadas ao desenvolvimento da
ciéncia. 51 f. — Universidade Federal de Santa Catarina, Florianépolis,

2008. Disponivel em: <https://ufsj.edu.br/portal2-repositorio/File/comat/TCC%20Razao%20aurea%20
e%20proporcionalidade%20propostas%20de%20ensino%20versao%20final.pdf>. Acesso em: 05 nov.
2020.

QUEIROZ, R. M. Razao aurea: a beleza de uma razao surpreendente. 39 f. Secrataria do Estado da
Educacéo - SEED, Londrina - PR, 2007. Disponivel em: <http://www.diaadiaeducacao.pr.gov.br/portals/
pde/arquivos/674-4.pdf>. Acesso em: 05 nov. 2020.

SILVA, Reginaldo Leoncio. A Sequéncia de Fibonacci: contexto histérico, propriedades, aplicagdes e
propostas de atividades didaticas para alunos do primeiro ano do ensino médio. Vitéria da Conquista —
BA: Dissertacédo de Mestrado Profissional (PROFMAT), 2015. Disponivel em: <https://www.google.com/
sea rch ?g=sequencia+de+fibonacci++reginaldo+leoncio&oq=sequencia+de+fibonacci++reginaldo+leo
ncio&ags=chrome..69i57.26869j1j7&sourceid=chrome&ie=UTF-8>Acesso em: 22 out. 2019.

Ciéncias exatas e da terra: Observagao, formulagéo e previsao 2 Capitulo 19 m



iNDICE REMISSIVO

A

Acetilcolinesterase 128, 130, 131, 132, 134, 137
Agrupamentos 18, 19, 23, 24

Ahorro 110, 111, 112, 113, 114, 116, 118, 119
Aprendizado de maquina 18

Aproveitamento de residuos soélidos 63
Atividade antifingica 127, 132

B

BNCC 1, 2, 3, 4, 5, 81

C

Cobertura vegetal 29, 150

Covid-19 1, 2, 3, 84, 85, 139, 146, 147, 148, 177
Criptocarste 29, 30, 33, 34, 35, 37, 38, 39, 41

D

Desafios tecnologicos 84

Desempefio académico 208, 210, 211, 212
Desenvolvimento humano 73, 74, 80, 82
Design thinking 55, 56, 57, 58, 60, 61, 90
Desigualdade triangular 18, 23, 24, 25, 27

E

Educagédo matematica 74

Engenharia de software 56, 57, 60
ENOS 42, 44, 48

Ensino de engenharia 107

Ensino de fisica 1, 2, 4, 88, 90, 98, 109
Ensino remoto 1, 2, 3, 4, 5, 84, 177, 188
Epicarste 29, 30, 31, 32, 33, 35, 38, 39
Estudiantes universitarios 208

F

Ferramentas tecnolégicos 177, 188

Fisica 1, 2, 3, 4, 5, 84, 85, 86, 87, 88, 89, 90, 91, 98, 101, 102, 105, 106, 108, 109, 150,
164, 168, 177, 185, 187, 188, 192, 199

Ciéncias exatas e da terra: Observagao, formulagéo e previsao 2 indice Remissivo m



Fisica experimental V 177, 188
G

Geoconservagao 139, 144, 149

Geologia 139, 141, 143, 146, 149

Geoparque 139, 140, 141, 144, 145, 146, 147, 148, 149
Geossitios 139, 142, 143, 144, 149

Gestion social 110

|

Inovacao 55, 56, 61, 89, 108
Inovacéo das ideias 55

J

Jogo matix 74
K

K-means 18, 26, 27
L

Leite 120, 121, 122, 124, 126
Liofilizagdo 120, 121, 122, 123, 126
M

Magnetostatica 177, 178, 179, 180, 187
Matematicas 208, 209, 210, 211, 212
Material de referéncia 120, 121, 126
Mudancas climaticas 42, 44, 53

N

Numeros inteiros 73, 74, 75, 77, 78, 81, 82
P

Pesquisa 19, 20, 44,71, 74, 75, 83, 86, 88, 89, 90, 105, 107, 109, 131, 132, 180, 182, 200
Pobreza energética 110, 111, 112, 114, 115, 116, 117, 118, 119
Potencial antioxidante 128, 132

Processos geoquimicos 29, 30, 31, 34

S

Sincora 139, 140, 141, 142, 143, 144, 145, 146, 147, 148, 149

Ciéncias exatas e da terra: Observagao, formulagéo e previsao 2 indice Remissivo m



Solos 29, 36, 37, 38, 64, 71
Superficie urbana 150
Sustentabilidade 63

T

Temperatura por satélite 150
Tintas naturais 63, 64, 65, 71

U

Urbanizagdo 42, 46, 150, 160

Ciéncias exatas e da terra: Observagao, formulagéo e previsao 2 indice Remissivo m











