




 
Editora chefe  

Profª Drª Antonella Carvalho de Oliveira 

Editora executiva  

Natalia Oliveira 

Assistente editorial 

Flávia Roberta Barão 

Bibliotecária 

Janaina Ramos 

Projeto gráfico 

Bruno Oliveira 

Camila Alves de Cremo 

Daphynny Pamplona 

Luiza Alves Batista 

Natália Sandrini de Azevedo 

Imagens da capa 

iStock 

Edição de arte  

Luiza Alves Batista 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2022 by Atena Editora 

Copyright © Atena Editora 

Copyright do texto © 2022 Os autores 

Copyright da edição © 2022 Atena Editora 

Direitos para esta edição cedidos à Atena 

Editora pelos autores. 

Open access publication by Atena Editora 

 

 

Todo o conteúdo deste livro está licenciado sob uma Licença de Atribuição 

Creative Commons. Atribuição-Não-Comercial-NãoDerivativos 4.0 

Internacional (CC BY-NC-ND 4.0). 
 

 

 

O conteúdo dos artigos e seus dados em sua forma, correção e confiabilidade são de responsabilidade 

exclusiva dos autores, inclusive não representam necessariamente a posição oficial da Atena Editora. 

Permitido o download da obra e o compartilhamento desde que sejam atribuídos créditos aos autores, 

mas sem a possibilidade de alterá-la de nenhuma forma ou utilizá-la para fins comerciais.  

 

Todos os manuscritos foram previamente submetidos à avaliação cega pelos pares, membros do 

Conselho Editorial desta Editora, tendo sido aprovados para a publicação com base em critérios de 

neutralidade e imparcialidade acadêmica. 

 

A Atena Editora é comprometida em garantir a integridade editorial em todas as etapas do processo 

de publicação, evitando plágio, dados ou resultados fraudulentos e impedindo que interesses 

financeiros comprometam os padrões éticos da publicação. Situações suspeitas de má conduta 

científica serão investigadas sob o mais alto padrão de rigor acadêmico e ético. 

 

Conselho Editorial 

Ciências Exatas e da Terra e Engenharias 

Prof. Dr. Adélio Alcino Sampaio Castro Machado – Universidade do Porto 

Profª Drª Alana Maria Cerqueira de Oliveira – Instituto Federal do Acre 

Profª Drª Ana Grasielle Dionísio Corrêa – Universidade Presbiteriana Mackenzie 

Profª Drª Ana Paula Florêncio Aires – Universidade de Trás-os-Montes e Alto Douro 

Prof. Dr. Carlos Eduardo Sanches de Andrade – Universidade Federal de Goiás 

Profª Drª Carmen Lúcia Voigt – Universidade Norte do Paraná 

https://www.edocbrasil.com.br/
http://lattes.cnpq.br/4403141053026782
http://buscatextual.cnpq.br/buscatextual/visualizacv.do;jsessionid=3F5E45BABA02C0A0194C23F07DFC8AE3.buscatextual_0
http://buscatextual.cnpq.br/buscatextual/visualizacv.do?id=K4138613J6
https://orcid.org/0000-0001-8138-3776
http://buscatextual.cnpq.br/buscatextual/visualizacv.do?id=K4276371U0
http://buscatextual.cnpq.br/buscatextual/visualizacv.do?id=K4257027Z4&tokenCaptchar=03AOLTBLRQwYrpUQNUiVQs5GKnu0UEeohCfS4gh6VQg4m9OCJBJGP1ipscv6rWqdQAm2ekIryWPICw4nrsj8zRvhV4KOCu_O7fKg8x16A4Q0frQhC4eXdGXjdlfaKY5_iCNOSxZdXwJf6mvSt7LxNHGYgrH3nvQ2GW02NNUnMijTh0P3XD2EKSRa6CPw-zJpSyX79my81mz0XfDpmLx1gKrLlyJOkZoxVmwZiB8Ef2UhunxkIromTYDmWKj1WB7amYH6FeKqP2g_CrxeS9rrMUCSa_TBvxDeuCGoS639pvbI96P_J6DrHpqui_qr2lwFwRESn0FURO5I0vvaS_eoBsIw0NpHkYMlacZ3AG5LBQ6dZCocE8fSPnNTEYLZ920AIxxvFsOztg4UlnlCxNtyQAlLK8yuUExFbn4w


 
Prof. Dr. Cleiseano Emanuel da Silva Paniagua – Instituto Federal de Educação, Ciência e Tecnologia de Goiás 

Prof. Dr. Douglas Gonçalves da Silva – Universidade Estadual do Sudoeste da Bahia 

Prof. Dr. Eloi Rufato Junior – Universidade Tecnológica Federal do Paraná 

Profª Drª Érica de Melo Azevedo – Instituto Federal do Rio de Janeiro 

Prof. Dr. Fabrício Menezes Ramos – Instituto Federal do Pará 

Profª Dra. Jéssica Verger Nardeli – Universidade Estadual Paulista Júlio de Mesquita Filho 

Prof. Dr. Juliano Bitencourt Campos – Universidade do Extremo Sul Catarinense 

Prof. Dr. Juliano Carlo Rufino de Freitas – Universidade Federal de Campina Grande 

Profª Drª Luciana do Nascimento Mendes – Instituto Federal de Educação, Ciência e Tecnologia do Rio Grande 

do Norte 

Prof. Dr. Marcelo Marques – Universidade Estadual de Maringá 

Prof. Dr. Marco Aurélio Kistemann Junior – Universidade Federal de Juiz de Fora 

Prof. Dr. Miguel Adriano Inácio – Instituto Nacional de Pesquisas Espaciais 

Profª Drª Neiva Maria de Almeida – Universidade Federal da Paraíba 

Profª Drª Natiéli Piovesan – Instituto Federal do Rio Grande do Norte 

Profª Drª Priscila Tessmer Scaglioni – Universidade Federal de Pelotas 

Prof. Dr. Sidney Gonçalo de Lima – Universidade Federal do Piauí 

Prof. Dr. Takeshy Tachizawa – Faculdade de Campo Limpo Paulista 

  

http://buscatextual.cnpq.br/buscatextual/visualizacv.do?id=K4220017Y9
http://buscatextual.cnpq.br/buscatextual/visualizacv.do?id=K4138744E2
http://buscatextual.cnpq.br/buscatextual/visualizacv.do?id=K4798868A0
http://buscatextual.cnpq.br/buscatextual/visualizacv.do?id=K4252050Z6&tokenCaptchar=03AGdBq26OwUjfczJgpok-DhR78-_tg8mCtuc_kzOdu3fww-XkFeIGpZcxeQYR_lQjlru2zoBp9MaSwp6X-5o2KOEi_vtmcyIPkAOaR-MapG54dWG6zdfo1Am2FWOz1PLOuLmRiuW47XqJnozK7mGtmFri7W6RDjlyxm9gEHId_EG1bhArFgeqBA610tCpbHN9QsbtXAhrYqZkvRe4_gd77e_huLOm8x9zsu0tW2qJ6W6D8Y2GP66SDaz1Yh_QKnR8_TZlh9QtcC-OTeKPi3NB06bIFQNdSxHwLmb5B3ZYCiJ3k4p2cpPl6LkeIreU92cL5nLWqC2yOkPsupmW8RZR8Q0lkAleKMY9Hd3XlmAITir63s6d95SHqdoLA75owrR0nma3vrXxQgT9pkc1QvdCr5-B9vQupl7AAg
http://lattes.cnpq.br/0245575611603731
http://buscatextual.cnpq.br/buscatextual/visualizacv.do?id=K4463907J8
http://buscatextual.cnpq.br/buscatextual/visualizacv.do
http://buscatextual.cnpq.br/buscatextual/visualizacv.do?id=K4759660E9
http://buscatextual.cnpq.br/buscatextual/visualizacv.do?id=K4760729J2
http://buscatextual.cnpq.br/buscatextual/visualizacv.do?id=K4760729J2
http://buscatextual.cnpq.br/buscatextual/visualizacv.do?id=K4751834Y8
https://orcid.org/0000-0001-6850-3825
https://orcid.org/0000-0001-6850-3825
http://buscatextual.cnpq.br/buscatextual/visualizacv.do?id=K4235887A8
http://buscatextual.cnpq.br/buscatextual/visualizacv.do?id=K4465502U4
http://buscatextual.cnpq.br/buscatextual/visualizacv.do?id=K4465502U4
http://buscatextual.cnpq.br/buscatextual/visualizacv.do?id=K4794831E6
http://buscatextual.cnpq.br/buscatextual/visualizacv.do?id=K4425040A8


 
Investigação científica em matemática e suas aplicações 

 

 

 

 

 

 

 

 
Diagramação:  

Correção:  

Indexação: 

Revisão: 

Organizador: 

 

Camila Alves de Cremo 

Maiara Ferreira 

Amanda Kelly da Costa Veiga 

Os autores 

Américo Junior Nunes da Silva  

 

 

 

Dados Internacionais de Catalogação na Publicação (CIP) 

I62 Investigação científica em matemática e suas aplicações / 

Organizador Américo Junior Nunes da Silva. – Ponta 

Grossa - PR: Atena, 2022. 
  

 Formato: PDF 

Requisitos de sistema: Adobe Acrobat Reader 

Modo de acesso: World Wide Web 

Inclui bibliografia 

ISBN 978-65-258-0116-2 

         DOI: https://doi.org/10.22533/at.ed.162221205 

  

1. Matemática – Estudo e ensino. 2. Educação. I. Silva, 

Américo Junior Nunes da (Organizador). II. Título.  
CDD 510.07 

Elaborado por Bibliotecária Janaina Ramos – CRB-8/9166 

 

 

 

 

Atena Editora 

Ponta Grossa – Paraná – Brasil 

Telefone: +55 (42) 3323-5493 

www.atenaeditora.com.br 

contato@atenaeditora.com.br 

  

http://www.atenaeditora.com.br/


 
DECLARAÇÃO DOS AUTORES 

 

Os autores desta obra: 1. Atestam não possuir qualquer interesse comercial que constitua um conflito 

de interesses em relação ao artigo científico publicado; 2. Declaram que participaram ativamente da 

construção dos respectivos manuscritos, preferencialmente na: a) Concepção do estudo, e/ou 

aquisição de dados, e/ou análise e interpretação de dados; b) Elaboração do artigo ou revisão com 

vistas a tornar o material intelectualmente relevante; c) Aprovação final do manuscrito para 

submissão.; 3. Certificam que os artigos científicos publicados estão completamente isentos de dados 

e/ou resultados fraudulentos; 4. Confirmam a citação e a referência correta de todos os dados e de 

interpretações de dados de outras pesquisas; 5. Reconhecem terem informado todas as fontes de 

financiamento recebidas para a consecução da pesquisa; 6. Autorizam a edição da obra, que incluem 

os registros de ficha catalográfica, ISBN, DOI e demais indexadores, projeto visual e criação de capa, 

diagramação de miolo, assim como lançamento e divulgação da mesma conforme critérios da Atena 

Editora. 

 

 

 

 

 

 

 

  



 
DECLARAÇÃO DA EDITORA 

 

A Atena Editora declara, para os devidos fins de direito, que: 1. A presente publicação constitui apenas 

transferência temporária dos direitos autorais, direito sobre a publicação, inclusive não constitui 

responsabilidade solidária na criação dos manuscritos publicados, nos termos previstos na Lei sobre 

direitos autorais (Lei 9610/98), no art. 184 do Código Penal e no art. 927 do Código Civil; 2. Autoriza 

e incentiva os autores a assinarem contratos com repositórios institucionais, com fins exclusivos de 

divulgação da obra, desde que com o devido reconhecimento de autoria e edição e sem qualquer 

finalidade comercial; 3. Todos os e-book são open access, desta forma não os comercializa em seu 

site, sites parceiros, plataformas de e-commerce, ou qualquer outro meio virtual ou físico, portanto, 

está isenta de repasses de direitos autorais aos autores; 4. Todos os membros do conselho editorial 

são doutores e vinculados a instituições de ensino superior públicas, conforme recomendação da 

CAPES para obtenção do Qualis livro; 5. Não cede, comercializa ou autoriza a utilização dos nomes e 

e-mails dos autores, bem como nenhum outro dado dos mesmos, para qualquer finalidade que não o 

escopo da divulgação desta obra. 

 



APRESENTAÇÃO

A realidade do país e as diferentes problemáticas evidenciadas ao longo dos anos 
têm demandado questões muito particulares e mobilizado pesquisadores em busca de 
respostas a inúmeras inquietudes. É inegável que a pesquisa científica se constitui como 
importante mecanismo na busca dessas respostas e no melhorar a vida das pessoas e, 
nesse ínterim, a Matemática ocupa um lugar importante. 

É neste sentido que o livro “Investigação Científica em Matemática e suas 
Aplicações” nasceu: como forma de permitir que as diferentes experiências de 
pesquisadores vinculados a Matemática e Educação Matemática sejam apresentadas e 
constituam-se enquanto canal de formação para outros sujeitos. Reunimos aqui trabalhos 
de pesquisa e relatos de experiências de diferentes práticas que surgiram no interior da 
universidade e escola, por estudantes e professores/as pesquisadores/as de diferentes 
instituições do Brasil e de outros países. 

O fazer Matemática vai muito além de aplicar fórmulas e regras. Existe uma dinâmica 
em sua construção que precisa ser percebida. Importante, nos processos de ensino e 
aprendizagem dessa ciência, priorizar e não perder de vista o prazer da descoberta, algo 
peculiar e importante no processo de matematizar. Isso, a que nos referimos anteriormente, 
configura-se como um dos principais desafios do educador matemático; e sobre isso 
abordaremos também nessa obra. 

Esperamos que este livro, da forma como o organizamos, desperte nos leitores 
provocações, inquietações, reflexões e o (re)pensar da própria prática docente, para 
quem já é docente, e das trajetórias de suas formações iniciais para quem encontra-se 
matriculado em algum curso superior. Que, após essa leitura, possamos olhar para a sala 
de aula e para a Matemática com outros olhos, contribuindo de forma mais significativa com 
todo o processo educativo. Desejo, portanto, uma ótima leitura.

Américo Junior Nunes da Silva
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CAPÍTULO 13
 

ANÁLISE ESPECTRAL SINGULAR BASEADA NA 
FUNÇÃO DE HUBER

 

Matheus Lima Cornejo
Estatístico. Mestrando em Quantitative 

Finance. Alma Mater Studiorum -Universidade 
de Bolonha

http://lattes.cnpq.br/3487975850580865

Fabio Alexander Fajardo Molinares
Professor do Departamento de Estatística- 

Universidade Federal do Espírito Santo. 
LECON - Laboratório de Estatística e 

Computação Natural, UFES
http://lattes.cnpq.br/7160790421499438

RESUMO: Este trabalho concentra-se no estudo 
de metodologias robustas para a análise espectral 
singular, cuja proposta é a decomposição, 
filtragem e reconstrução de séries temporais, 
sendo relevante o tratamento de eventos que 
podem causar efeitos significativos na dinâmica 
dos dados e, consequentemente, na estrutura 
de dependência dos mesmos. Exemplos 
comumente encontrados nas aplicações práticas 
são a influência de observações atípicas, 
quebras estruturais, volatilidade, entre outras. 
Tais eventos podem causar efeitos significativos 
na modelagem dos dados e influenciar 
significativamente as decisões baseadas nos 
modelos ajustados. A influência de observações 
atípicas causam uma influência significativa 
na estimação dos parâmetros e na previsão de 
dados futuros. Os resultados teóricos e empíricos 
apresentados na literatura incentivaram o estudo 
de técnicas robustas baseadas em estimadores 

tipo M para o tratamento das problemáticas 
causadas por eventos externos à natureza do 
conjunto de observações. O interesse neste 
estudo é verificar o desempenho de uma 
metodologia robusta usando M-estimadores em 
cenários com dados contaminados por dados 
atípicos de tipo aditivo. O estudo empírico 
realizado mostra o desempenho dos estimadores 
em situações práticas. Os resultados obtidos 
indicam uma superioridade da metodologia 
robusta em relação à clássica.
PALAVRAS-CHAVE: Dados atípicos; 
Decomposição singular; M-estimador; LTS-
estimador; Análise espectral singular.

SINGULAR SPECTRAL ANALYSIS BASED 
ON THE HUBER FUNCTION

ABSTRACT: This work focuses on the study 
of robust methodologies for singular spectral 
analysis, whose proposal is the decomposition, 
filtering and reconstruction of time series. 
Moreover, it is relevant in the treatment of events 
that can cause significant effects on the dynamics 
of the data and, consequently, on the structure of 
their dependence. Examples commonly found in 
practical applications are the influence of outliers, 
structural breaks, volatility, among others. Such 
events can have significant consequences 
on data modeling and significantly influence 
decisions based on fitted models. The effect 
of outliers causes a significant impact on the 
estimation of parameters and on the prediction of 
future data. The theoretical and empirical results 
presented in the literature encouraged the study 
of robust techniques based on M-type estimators 
for the treatment of problems caused by events 
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external to the nature of the set of observations. The interest of this study is to verify the 
performance of a robust methodology using M-estimators in scenarios with data contaminated 
by atypical data of the additive type. The empirical study carried out shows the performance of 
the estimators in practical situations. The results obtained indicate a superiority of the robust 
methodology in relation to the classic one.
KEYWORDS: Atypical data; Singular decomposition; M-estimator; LITERS-estimator; 
Singular spectral analysis.

1 |  INTRODUÇÃO
A análise espectral singular (singular spectrum analysis ou SSA, na sigla em 

inglês) é uma técnica não-paramétrica a partir da qual uma série temporal é decomposta 
na soma de componentes ortogonais e interpretáveis, as quais representam a tendência, 
o comportamento oscilatório (componentes periódicas ou quase-periódicas) e uma 
componente de ruído. Uma vez determinadas estas componentes, as mesmas são 
selecionadas para reconstruir uma aproximação da série sem ruído, podendo, em seguida, 
ser utilizadas para realizar previsão (GOLYANDINA & ZHIGLJAVSKY, 2013).

A SSA é uma ferramenta muito útil que pode ser utilizada para encontrar tendências 
de diferentes naturezas, para realizar alisamento ou suavização nos dados, para extrair 
componentes de sazonalidade, para extrair simultaneamente componentes cíclicas com 
pequenos e grandes períodos, para extrair periodicidades com amplitudes diferentes, para 
verificar a estrutura em séries temporais curtas, para detectar mudanças estruturais, para 
prever séries temporais univariadas ou multivariadas, entre outras.  

A SSA foi desenvolvida para modelar séries temporais lineares ou não-lineares, 
estacionárias ou não-estacionárias, assim como conjuntos de dados pequenos com 
estrutura de dependência temporal e com muita variabilidade no processo de ruido 
Hassani (2007). Na atualidade, o método da SSA tem-se tornado popular em várias áreas 
do conhecimento como Medicina (DE ALBUQUERQUE PEREIRA & MACIEL 2001; SANEI 
& HASSANI 2015), Engenharia (CHAO & LOH 2014; LOH ET AL. 2013), Geologia (CHEN 
& SACCHI 2013), Economia e Finanças (HASSANI ET AL. 2009, 2013, LISI & MEDIO 
1997, SILVA & HASSANI 2015). A superioridade do SSA comparada com outras técnicas 
de análise de séries temporais tem sido demonstrada empiricamente nos trabalhos de 
Mahmoudvand et al. (2013), Hassani (2007), Hassani & Thomakos (2010), entre outros.

A SSA se inicia pela incorporação dos dados em uma matriz, que é comumente 
chamada de matriz trajetória. Realiza-se, então, o processo de aproximação de matrizes 
com posto reduzido, isto é, realiza-se a redução do posto da matriz trajetória seguido do 
cálculo da média das antidiagonais. Entretanto, como a redução do posto é baseada na 
norma L2 (também conhecida como norma de Frobenius), o SSA é sensível à presença 
de dados atípicos ou outliers. A presença de dados atípicos afeta todo o processo do 
SSA, desde a construção da matriz trajetória até o cálculo da média das antidiagonais. 
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Porém, o seu maior impacto ocorre no processo de aproximação de matrizes com posto 
reduzido. A existência de dados atípicos faz com que a magnitude dos autovalores cresça, 
consequentemente, aumentando o número de valores singulares e componentes principais, 
impactando na reconstrução e previsão da série temporal (HASSANI et al. 2014).

Para minimizar os efeitos causados pelos dados atípicos no conjunto de observações 
foram desenvolvidas metodologias robustas para a SSA baseadas em M-estimadores 
Chen & Sac- chi (2013). A metodologia proposta pelos autores sugere um processo de 
aproximação de matrizes com posto reduzido, utilizando-se das propriedades robustas das 
funções com M-estimadores. Além disso, faz-se o uso do método de iteratively reweighed 
least-squares (IRLS) para solucionar tal problemática. Entretanto, não foi proposta nenhuma 
reconstrução via estimação pontual robusta, e a reconstrução seguiu sendo realizada por 
meio do cálculo da média das antidiagonais, de acordo com a metodologia clássica da 
SSA básica. Yarmohammadi & Kalantari (2016) sugeriram a redução do posto da matriz 
trajetória baseada na norma L1 e propuseram uma reconstrução via o cálculo da mediana 
das antidiagonais. Todavia, por falta de precisão teórica e matemática, seus resultados são 
insatisfatórios.

Visando propor técnicas que ofereçam maior eficiência nas aplicações empíricas, 
este estudo tem como objetivo propor uma metodologia robusta para a análise espectral 
singular baseada na aproximação robusta de matrizes com posto reduzido, utilizando um 
M-estimador com a função de Huber, e na reconstrução via estimação pontual de locação 
de Huber.

O restante deste documento é dividido em quatro seções. Na Seção 2 é apresentada 
a metodologia e a base teórica necessária para introduzir, na Seção 3, uma nova versão 
da SSA. Na Seção 4, investiga-se a performance da metodologia básica da SSA e da nova 
versão sugerida atravéz de simulações e aplicação à dados reais. Enquanto, na Seção 5, 
são apresentadas as observações e conclusões adquiridas ao longo do estudo.

2 |  METODOLOGIA
O algoritmo para SSA será introduzido de forma concisa neste documento Golyandina 

& Zhigljavsky (2013).

2.1 Análise Espectral Singular
Seja  = (x1, . . . , xN ) uma série temporal com valores no conjunto dos números 

reais e de tamanho N , onde N > 2 e xi ≠ 0, para pelo menos um i = 1, . . . , N . Dado o 
comprimento da janela L (2 ≤ L ≤ N − 1), pode-se construir vetores Xi = (xi, . . . , xi+L−1)T, i = 
1, . . . , K, onde K = N − L + 1, que formam a matriz trajetória X, dada por:
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onde os vetores Xi são as colunas da matriz X. Nota-se que a matriz X possui 
elementos iguais em suas antidiagonais, isto é, X é uma matriz Hankel. As colunas de X 
podem ser consideradas como vetores no espaço ℝL. O processo de aproximação de matrizes 
com posto reduzido da matriz XXT (que é equivalente ao processo da descomposição do 
valor singular da matriz X). nos retorna L pares de autovalores e autovetores. Onde uma 
combinação ao particular de r destes autovetores determina um subespaço ℒr em ℝL, r < 
L. Portanto, os vetores L dimensionais {X1; : : : ;Xk} são projetados no subespaço ℒr e, em 
seguida, é retirada a média das antidiagonais (Hankelização) nos fornencendo uma matriz 
de Hankel X ̃. A série temporal (x̃1; : : : ; x̃N), que possui correspondência biunívoca com a 
matriz X ̃, nos dá uma aproximação da série .

2.2 Aproximação de Matrizes com Posto Reduzido na Norma de Frobenius
No método básico de análise espectral singular, a aproximação de matrizes com 

posto reduzido r se basea na norma de Frobenius. O objetivo deste processo é encontrar 
uma matriz X̂(r) tal que:

onde ||X − t||F = m
i=1 Σn

j=1 (xij − tij)2. O problema (2) acima tem mínimo local único, que 

é global (Srebro & Jaakkola 2003). A solução pode ser obtida de maneira analítica, e é 
dada pela decomposição do valor singular (SVD). No entanto, a função de perda quadrática 
faz com que essa solução seja sensível a ruídos não Gaussianos (Cabral et al. 2013). Tal 
desvantagem, limita a utilização e aplicabilidade do método SSA em situações onde os 
dados estão contaminados por observações atípicas.

2.3 Hankelização
O cálculo da médias das antidiagonais na SSA é também conhecido como 

Hankelização. Por conveniência, este processo será representado com a ajuda do operador 
Hankel, H. Este operador funciona em uma matriz arbritária YL×K = (yij) da seguinte maneira: 
para As = {(l, k) : l + k = s, 1 ≤ l ≤ L, 1 ≤ k ≤ K} e i + j = s, o elemento ỹij da matriz HY é:

onde |As| denota o número de elementos no conjunto As. A Hankelização é um 
processo de otimização, no sentido de que HY é a matriz mais próxima de Y com respeito 
a norma L2, também chamada de norma de Frobenius.
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2.4 Análise Espectral Singular e Observações Atípicas
Como previamente mencionado, a presença de dados atípicos afeta a SSA. Mostra-

se, então, nesta seção os principais efeitos causados em diferentes partes da SSA (Has- 
sani et al. 2014).

2.4.1 Matriz Trajetória

Sabe-se que matriz trajetória X é uma matriz Hankel, ou seja, os elementos ao longo de 
suas antidiagonais são iguais. Logo, a matriz X possui certas características(Mahmoudvand 
& Zokaei 2011). Sendo uma delas, por exemplo, que a j-ésima observação ao em uma série 
temporal se repete wj

L;N = min { j; L;N - j + 1} vezes na matriz trajetória X. É importante notar 
que wj

L;N tem as seguintes propriedades.
1. wj

L;N é uma função coˆncava em L para todo j, onde j ϵ {1, . . . , N },
2. wj

L;N é uma função coˆncava em j para todo L, onde L ϵ {2, . . . , N − 1},       
3. wj

L;N é uma função simetrica em (N + 1)/2 com respeito à j e L.
Portanto, um dado atípico localizado na j−ésima observação em uma série temporal 

se repetirá wj
L;N vezes na matriz trajetória. Consequentemente, é significativo citar que o 

posto da matriz trajetória também é afetado, isto é, dados atípicos aumentam o posto da 
matriz trajetória (Hassani et al. 2014).

Figura 1 Forma de wj
L,N em função de L para N = 20.
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2.4.2 Autovalores

A decomposição do valor singular (SVD) fornece uma coleção de L pares de 
autovalores e autovetores. Verifica-se o efeito da presença de dados atípicos, somando os 
L autovalores obtidos na SVD da matriz XXT. Portanto, para um valor L fixo, o traço de XXT 
é dado por:

para prova da equação, ver Mahmoudvand & Zokaei (2011).
Assim seja X(i) a matriz trajetória da série  após ser contaminada no j-ésimo 

elemento, isto é, (j) = (x1, . . . , δxj, . . . , xN ). Tem-se, então, que:

onde δ é intensidade do dado atípico. É fácil ver que wj
L,N obtém valor máximo quando 

j = L = mediana {1, . . . , N }, indicando que as observações do meio quando contaminadas 
afetam com maior intensidade a SSA.

2.5 Aproximação Robusta de Matrizes com Posto Reduzido
Para reduzir os efeitos causados pelos dados atípicos nas observações Chen & 

Sacchi (2013) suge- rem encontrar a matriz X ̂(r) tal que:

onde ||X – t||ρ = Σm
i=1 Σn

j=1 ρ(xij − tij), e ρ é uma função simétrica, convexa e ρ(x) → 
∞ quando |x| → ∞. Neste caso, em geral, não há expressão analítica para a solução deste 
problema.

2.6 Hankelização Robusta
É proposto em Kalantari et al. (2016) a ideia de Hankelização robusta. Porém, o 

mesmo, somente se preocupa em propor a Hankelização para a norma L1. Aqui, sugere-se 
a utilização de qualquer função robusta que possua estimação pontual no procedimento de 
Hankelização.

Teorema 1 (Hankelização Robusta). Seja A uma matriz de dimensões L × K, e s = i 
+ j (2 ≤ s ≤ L + K). Então o elemento ãij da matriz H[A] com respeito a uma métrica robusta é

onde δ é a estimação pontual robusta e As = {(l, k) : l + k = s, 1 ≤ l ≤ L, 1 ≤ k ≤ K}.
Prova: Por definição, a matriz Hankel C = H[A] com elementos cij satisfaz as 

condições cij = fs, para i + j = s e para um número fs qualquer. Assim, tem-se:
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É evidente observar que o número fs que minimiza esta relação é uma estimação 
pontual robusta dos elementos de As. Portanto, a Hankelização robusta corresponde em 
calcular as estimações pontuais robustas das antidiagonais de uma matriz.

3 |  ANÁLISE ESPECTRAL SINGULAR BASEADA NA FUNÇÃO DE HUBER
Utilizando a teoria apresentada na seção anterior, faz-se aqui uma rápida introdução 

à análise espectral singular baseada na função de Huber; destacando as principais 
mudanças e diferenças em relação á SSA básica e fazendo uma breve introdução ao 
algoritmo de otimização utilizado.

3.1 Aproximação Huber de Matrizes com Posto Reduzido
Seja ρ a função de Huber dada por:

assim, na aproximação Huber de matrizes com posto reduzido, deseja-se encontrar 
a matriz X ̂(r) que minimize (6).

Fazendo uso do formato multiplicativo, pode-se reescrever como:

A Equação (10), pode ser vista como um problema de regressão bilinear com 
variáveis U e V desconhecidas e pode ser resolvido pelo método de regressão robusta 
alternada Chen et al. (2008). Para encontrar os valores robustos que minimizem (10), faz-
se uso do algoritmo Fast and Robust Alternating Regression Feng & He (2017), descrito na 
próxima subseção.

3.2 Fast and Robust Alternating Regression

3.2.1 Algoritmo

Abaixo, descreve-se brevemente o algoritmo.
Passo 0: Escalação Robusta.  A fim de garantir estabilidade númerica e equivalência 

escalar, realiza-se a escalação robusta para a j-ésima coluna. Tal procedimento é realizado 
da seguinte forma

onde MADi(xij) é o desvio absoluto da médio j-ésima coluna. Este procedimento não 
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altera o posto da matriz. Caso um dos MADi(xij) seja iqual a zero, pula-se este passo.
Passo 1: Valores Iniciais. Gere, a partir de uma distribuição uniforme (0, 1), um 

valor inicial para U0. Contudo, outros valores iniciais podem ser utilizados.
Passo 2: Teste de Estabilidade.  M-estimadores com perdas monótomas são 

robustos contra valores atípicos na variável resposta; porém, essa robustez não é verificada 
na presença de valores atípicos nas variáveis regressoras. Para isso, o teste de estabilidade 
usa LTS-estimadores com o intuito de aumentar a rosbutez contra pontos de alavanca.

Assim dado U0, realiza-se uma regressão das colunas de X em U0 a fim de encontrar 
ambos M e LTS estimadores; denotados VM

0 e VLTS
0, respectivamente. Depois, realiza-se 

o teste de erro relativo para saber se há diferença significativa entre os elementos de VM
0 

e VLTS
0. Caso sejam diferentes significativamente, escolhe-se VLTS

0 como V0, do contrário 
escolhe-se VM. Com V0 fixado, computa-se o M e LTS estimadores para a regressão das 
linhas de X em V0, e seguindo o mesmo raciocínio anterior seleciona-se U1, e assim em 
diante.

O teste de estabilidade continua até que ambos (UM
m, ULTS

m) e (VM
m, VLTS

m) não 
apresentem mais diferenças significativas entre seus elementos ou até atingir um número 
máximo de iterações.

Passo 3: Regressão Huber Alternada. Fixe Um0 , e solucione:

para obter Vm0 . Padronizam-se as colunas de Vm0 de tal forma que V’V = Ir. Depois, 
trate Vm0 como fixo, e solucione:

para obter Um0+1. Continua-se o processo até que se satisfaça as seguintes condições:
1. A diferença entre todos os elementos das matrizes Um e Um+1, Vm e Vm+1 sejam 
menores que um valor pequeno ϵ1;

2. A mudança na função objetivo Σm
i=1 Σn

j=1 ρ(xij − uiv'j) não ultrapasse um valor 
pequeno ϵ2.

Passo 4: Solução.  Uma vez que a iteração no passo 3 acabe, os valores finais Um 
e Vm são considerados como soluções para o problema.

Assim, a matriz trajetória pode ser escrita como

onde Xi =√λiUiVi
T, i = 1, 2, . . . , r.
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3.2.2 Overfit e Underfit

Dado r, o algoritmo acima, encontra as matrizes U e V de posto r que minimizam (10). 
Porém, como na prática não se conhece r, casos de overfitting e underfitting podem ocorrer. 
Chen et al. (2008) detalham as consequencias de ambos e conclui que é mais seguro 
ajustar regressões robus- tas alternadas em postos de menores magnitudes, uma vez que 
overfitting faz com que o algoritmo tente interpretar as informações erroˆneas introduzidas 
pelos dados atípicos. Gerando, assim, pro- blemas de convergência e robustez.

Além disso, Chen et al. (2008) ainda sugerem duas soluções para contornar tal 
problema. Sendo a primeira: o aumento gradativo de r, aliado à análise dos valores da 
função de custo para decidir o melhor r. E a segunda: usar a regressão L1 ponderada 
de Croux et al. (2003), com pesos baseados no estimador da matriz de covariâncias de 
determinante mínimo de Rousseeuw (1984), porém deixa claro que o último possui custo 
computacional elevado.

3.3 Hankelização Huber
A partir do Teorema 1, pode-se utilizar a estimação pontual de locação da função 

de Huber nas antidiagonais como método de reconstrução. De agora em diante, esse 
procedimento será denomi- dado de Hankelização Huber.

4 |  RESULTADOS EMPÍRICOS
Avalia-se, nesta seção o desempenho do Huber-SSA em séries temporais simuladas 

e séries tem- porais reais, ambas contaminadas com dados atípicos. Para isso, adotou-se 
as medidas de erro quadrático médio (RMSE)

onde x̂i e xi representam respectivamente os valores ajustados e observados no 
i-ésimo tempo. Tal critério de avaliação é extremamente conhecido e usado frequentemente 
em análise de séries temporais. Além disso, compara-se os resultados obtidos, com os do 
SSA básico.

Nos exemplos, escolheu-se a janela de comprimento L e posto r de acordo com os 
dados, porém seguindo as conclusões obtidas em Atikur Rahman Khan & Poskitt (2013), 
Hassani & Mahmoudvand (2013), Mahmoudvand et al. (2013), Feng & He (2017), Chen et 
al. (2008).

4.1 Série simulada
Exemplo 1: Gerou-se uma série AR(1) com φ = 0.3 contendo 72 observações, e 

adicinou-se à ela as seguintes componentes de senos e cossenos:
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S1(t) = 2 cos(12tπ/n) + 3 sin(12tπ/n),
S2(t) = 4 cos(20tπ/n) + 5 sin(20tπ/n).

Além disso, adicionaram-se aleatoriamente três observações atípicas de tipo aditivo 
nas posições 13, 31 e 66. A Figura 2 mostra o gráfico da série temporal antes e depois da 
contaminação, onde denominou-se free como a série sem contaminação e cont a série 
depois de ter sido contaminada. A fim de obter a melhor performance, escolheu-se L igual 
a 24 e r igual a 10 como recomendado por Atikur Rahman Khan & Poskitt (2013) e Chen et 
al. (2008), respectivamente.

Pode-se observar na Figura 3 as dez primeiras componentes reconstruidas para a 
série cont após a aplicação da SSA básica; enquanto na Figura 4, encontram-se as dez 
primeiras componentes reconstruidas para a SSA robusta. Fica evidente a capacidade de 
minimizar ruídos gereados pela presença de outliers no conjunto de dados.  Com excessão 
das componentes 1, 2 e 3, que são comumente conhecidas como componentes harmonicas, 
todos apresentam amplitudes inferiores.

Comparou-se as séries reconstruídas por ambos os métodos com a série original 
livre de contaminação por dados atípicos, free.  Enquanto a série reconstruída pela SSA 
básica obteve RMSE igual à 1.09, a série reconstruída pela SSA robusta obteve .90. Uma 
melhora de aproxima- damente 20%.

Figura 2 Série AR(1) com φ = 0.3 simulada sem e com contaminação por outliers.
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Figura 3 Dez primeiras omponentes principais da série AR(1) com φ = 0.3 simulada com contaminação 
por outliers para a SSA básica.

Figura 4 Dez primeiras componentes principais da série AR(1) com φ = 0.3 simulada com 
contaminação por outliers para a SSA robusta.
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Exemplo 2: Simulou-se, neste exemplo, uma série AR(1) com φ = 0.9, também 
contendo 72 observações, e adicinou-se à ela a seguinte componente de seno e cosseno:

S1(t) = 2 cos(12tπ/n) + 3 sin(12tπ/n).
Foi-se adicionado aleatoriamente um outlier na posição 62. Encontram-se na Figura 

5, a série original, denominada como free1, e a contaminada denominada como cont1. 
Optou-se por escolher L igual a 36 e r igual 10, como sugerido em Mahmoudvand et al. 
(2013) e Feng & He (2017).

Observa-se nas Figuras 6 e 7 as dez primeiras componentes reconstruidas utilizando 
a metodo- logia robusta e a básica, respectivamente. Repare que houve uma troca entre 
as componentes 6 e 5. É possível notar uma suavização seguida de uma atenuação nas 
componentes 8, 9 e 10.

Calculou-se o RMSE entre as séries reconstruídas por ambas metodologias e a 
série free1. E verificou-se que a metodologia robusta ofereceu uma melhora de 15%.

4.2 Série real
O conjunto de dados do rio Nilo é uma série temporal bem conhecida, e já foi 

extensamente análisada. Os dados são examinados com detalhe em Beran (1994), e 
consiste dos níveis mínimos anuais da água do rio Nilo em metros, entre 622 D.C. à 1281 
D.C.

Figura 5 Série AR(1) com φ = 0.9 simulada sem e com contaminação por outliers.
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Figura 6 Dez primeiras omponentes principais da série AR(1) com φ = 0.9 simulada com contaminação 
por outliers para a SSA robusta.

Várias discusões já ocorreram sobre a existência ou não de dados atípicos neste 
conjunto de dados. Entretanto, em Chareka et al. (2006) concluiu-se que as observações 
nos anos 646 D.C., 809 D.C. e 876 D.C. são atípicas do tipo aditivo.

Figura 7 Dez primeiras omponentes principais da série AR(1) com φ = 0.9 simulada com contaminação 
por outliers para a SSA básica.
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Aplicou-se, então, à esses dados a metodologia da análise espectral singular 
robusta introduzida n Seção 3. Para isso, escolheu-se uma comprimento de janela L igual 
a 18 e r igual 8, com o intuito de evitar overfitting na aproximação Huber de matrizes com 
posto reduzido.

Encontram-se nas Figuras 9 e 10, as oito primeiras componentes principais da 
série recons- truida de nível mínimo do rio Nilo utlizando a SSA robusta e a SSA básica, 
respectivamente. Note que para as quatro primeiras componentes ambos os métodos 
apresentam resultados semelhantes, porém pode- se observar que a diferença entre os 
métodos se acentua a partir da quinta compo- nente, destacando-se as componentes 6 
e 8. Assim, fica evidente de que a SSA robusta se mostra mais vantajosa em relação ao 
clássico na atenuação de ruídos em situações onde o conjunto de dados está contaminado 
por outliers.

Figura 8 Série de nível mínimo do rio Nilo de 622 D.C. à 1281 D.C., com os dados atípicos 
identificados.

Figura 9 Oito primeiras componentes principais da série reconstruida de nível mínimo do rio Nilo para a 
SSA robusta.



 
Investigação científica em matemática e suas aplicações Capítulo 13 136

Figura 10 Oito primeiras componentes principais da série reconstruida de nível mínimo do rio Nilo para 
a SSA básica

5 |  CONCLUSÃO
Conclui-se que esta nova metodologia de SSA robusta apresenta ser adequada para 

a atenuação de ruídos gerados pela a presença de observações atípicas no conjunto de 
dados. Mostrando ser de extrema relevância para o tratamento de séries temporais com 
outliers de tipo aditivo.

Como limitação do estudo, destaca-se o custo computacional elevado para matrizes 
com maior números de linhas e colunas. Além disso, é importante mencionar a influência 
que o comprimento de janela L possui no processo. Em algumas ocasiões, o tamanho do L 
se mostrou fundamental para que a SSA clássica superasse a metodologia robusta.

Sugere-se como continuação a este trabalho, um estudo detalhado da influência 
que compri- mento da janela L exerce na SSA quando aplicada em séries contaminadas. 
Também recomenda-se um estudo sobre a performance da SSA robusta para a previsão 
de observações futuras.
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