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APRESENTACAO

A realidade do pais e as diferentes problematicas evidenciadas ao longo dos anos
tém demandado questbes muito particulares e mobilizado pesquisadores em busca de
respostas a inimeras inquietudes. E inegavel que a pesquisa cientifica se constitui como
importante mecanismo na busca dessas respostas € no melhorar a vida das pessoas e,
nesse interim, a Matematica ocupa um lugar importante.

E neste sentido que o livro “Investigacdo Cientifica em Matemdtica e suas
Aplicacées” nasceu: como forma de permitir que as diferentes experiéncias de
pesquisadores vinculados a Matematica e Educacdo Matematica sejam apresentadas e
constituam-se enquanto canal de formacéo para outros sujeitos. Reunimos aqui trabalhos
de pesquisa e relatos de experiéncias de diferentes praticas que surgiram no interior da
universidade e escola, por estudantes e professores/as pesquisadores/as de diferentes
instituicdes do Brasil e de outros paises.

O fazer Matematica vai muito além de aplicar formulas e regras. Existe uma dinamica
em sua constru¢do que precisa ser percebida. Importante, nos processos de ensino e
aprendizagem dessa ciéncia, priorizar e ndo perder de vista o prazer da descoberta, algo
peculiar e importante no processo de matematizar. Isso, a que nos referimos anteriormente,
configura-se como um dos principais desafios do educador matematico; e sobre isso
abordaremos também nessa obra.

Esperamos que este livro, da forma como o organizamos, desperte nos leitores
provocacles, inquietacdes, reflexbes e o (re)pensar da propria pratica docente, para
quem ja é docente, e das trajetorias de suas formages iniciais para quem encontra-se
matriculado em algum curso superior. Que, ap6s essa leitura, possamos olhar para a sala
de aula e para a Matematica com outros olhos, contribuindo de forma mais significativa com

todo o processo educativo. Desejo, portanto, uma 6tima leitura.

Américo Junior Nunes da Silva
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CAPITULO 13

ANALISE ESPECTRAL SINGULAR BASEADA NA
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RESUMO: Este trabalho concentra-se no estudo
de metodologias robustas para a analise espectral
singular, cuja proposta & a decomposicéo,
filtragem e reconstrugcdo de séries temporais,
sendo relevante o tratamento de eventos que
podem causar efeitos significativos na dindmica
dos dados e, consequentemente, na estrutura
de dependéncia dos mesmos. Exemplos
comumente encontrados nas aplicagdes praticas
sdo a influéncia de observagdes atipicas,
quebras estruturais, volatilidade, entre outras.
Tais eventos podem causar efeitos significativos
na modelagem dos dados e influenciar
significativamente as decisbes baseadas nos
modelos ajustados. A influéncia de observacoes
atipicas causam uma influéncia significativa
na estimacédo dos parametros e na previséo de
dados futuros. Os resultados teéricos e empiricos
apresentados na literatura incentivaram o estudo
de técnicas robustas baseadas em estimadores
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FUNCAO DE HUBER

tipo M para o tratamento das problematicas
causadas por eventos externos a natureza do
conjunto de observagdes. O interesse neste
estudo é verificar o desempenho de uma
metodologia robusta usando M-estimadores em
cenarios com dados contaminados por dados
atipicos de tipo aditivo. O estudo empirico
realizado mostra o desempenho dos estimadores
em situagbes praticas. Os resultados obtidos
indicam uma superioridade da metodologia
robusta em relacéo a classica.
PALAVRAS-CHAVE: Dados atipicos;
Decomposi¢cdo singular; M-estimador; LTS-
estimador; Analise espectral singular.

SINGULAR SPECTRAL ANALYSIS BASED
ON THE HUBER FUNCTION

ABSTRACT: This work focuses on the study
of robust methodologies for singular spectral
analysis, whose proposal is the decomposition,
filtering and reconstruction of time series.
Moreover, it is relevant in the treatment of events
that can cause significant effects on the dynamics
of the data and, consequently, on the structure of
their dependence. Examples commonly found in
practical applications are the influence of outliers,
structural breaks, volatility, among others. Such
events can have significant consequences
on data modeling and significantly influence
decisions based on fitted models. The effect
of outliers causes a significant impact on the
estimation of parameters and on the prediction of
future data. The theoretical and empirical results
presented in the literature encouraged the study
of robust techniques based on M-type estimators
for the treatment of problems caused by events
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external to the nature of the set of observations. The interest of this study is to verify the
performance of a robust methodology using M-estimators in scenarios with data contaminated
by atypical data of the additive type. The empirical study carried out shows the performance of
the estimators in practical situations. The results obtained indicate a superiority of the robust
methodology in relation to the classic one.

KEYWORDS: Atypical data; Singular decomposition; M-estimator; LITERS-estimator;
Singular spectral analysis.

11 INTRODUGAO

A analise espectral singular (singular spectrum analysis ou SSA, na sigla em
inglés) é uma técnica nao-paramétrica a partir da qual uma série temporal é decomposta
na soma de componentes ortogonais e interpretaveis, as quais representam a tendéncia,
0 comportamento oscilatério (componentes periédicas ou quase-peridédicas) e uma
componente de ruido. Uma vez determinadas estas componentes, as mesmas sao
selecionadas para reconstruir uma aproximacgéo da série sem ruido, podendo, em seguida,
ser utilizadas para realizar previsdo (GOLYANDINA & ZHIGLJAVSKY, 2013).

A SSA é uma ferramenta muito Util que pode ser utilizada para encontrar tendéncias
de diferentes naturezas, para realizar alisamento ou suavizagdo nos dados, para extrair
componentes de sazonalidade, para extrair simultaneamente componentes ciclicas com
pequenos e grandes periodos, para extrair periodicidades com amplitudes diferentes, para
verificar a estrutura em séries temporais curtas, para detectar mudancas estruturais, para
prever séries temporais univariadas ou multivariadas, entre outras.

A SSA foi desenvolvida para modelar séries temporais lineares ou néo-lineares,
estacionarias ou nao-estacionarias, assim como conjuntos de dados pequenos com
estrutura de dependéncia temporal e com muita variabilidade no processo de ruido
Hassani (2007). Na atualidade, o método da SSA tem-se tornado popular em varias areas
do conhecimento como Medicina (DE ALBUQUERQUE PEREIRA & MACIEL 2001; SANEI
& HASSANI 2015), Engenharia (CHAO & LOH 2014; LOH ET AL. 2013), Geologia (CHEN
& SACCHI 2013), Economia e Finangas (HASSANI ET AL. 2009, 2013, LISI & MEDIO
1997, SILVA & HASSANI 2015). A superioridade do SSA comparada com outras técnicas
de anélise de séries temporais tem sido demonstrada empiricamente nos trabalhos de
Mahmoudvand et al. (2013), Hassani (2007), Hassani & Thomakos (2010), entre outros.

A SSA se inicia pela incorporagdo dos dados em uma matriz, que € comumente
chamada de matriz trajetéria. Realiza-se, entdo, o processo de aproximagdo de matrizes
com posto reduzido, isto €, realiza-se a reducdo do posto da matriz trajetoria seguido do
célculo da média das antidiagonais. Entretanto, como a redugéo do posto € baseada na
norma L, (também conhecida como norma de Frobenius), o SSA é sensivel a presenca
de dados atipicos ou outliers. A presenca de dados atipicos afeta todo o processo do
SSA, desde a construgcdo da matriz trajetéria até o calculo da média das antidiagonais.
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Porém, o seu maior impacto ocorre no processo de aproximagdo de matrizes com posto
reduzido. A existéncia de dados atipicos faz com que a magnitude dos autovalores cresca,
consequentemente, aumentando o nUmero de valores singulares e componentes principais,
impactando na reconstrucdo e previsao da série temporal (HASSANI et al. 2014).

Para minimizar os efeitos causados pelos dados atipicos no conjunto de observagées
foram desenvolvidas metodologias robustas para a SSA baseadas em M-estimadores
Chen & Sac- chi (2013). A metodologia proposta pelos autores sugere um processo de
aproximacao de matrizes com posto reduzido, utilizando-se das propriedades robustas das
funcdes com M-estimadores. Além disso, faz-se o uso do método de iteratively reweighed
least-squares (IRLS) para solucionar tal problematica. Entretanto, nao foi proposta nenhuma
reconstrucéo via estimacéo pontual robusta, e a reconstru¢do seguiu sendo realizada por
meio do célculo da média das antidiagonais, de acordo com a metodologia classica da
SSA basica. Yarmohammadi & Kalantari (2016) sugeriram a reducdo do posto da matriz
trajetoria baseada na norma L, e propuseram uma reconstrugéo via o célculo da mediana
das antidiagonais. Todavia, por falta de preciséo tedrica e matematica, seus resultados séo
insatisfatorios.

Visando propor técnicas que oferecam maior eficiéncia nas aplicacdes empiricas,
este estudo tem como objetivo propor uma metodologia robusta para a anélise espectral
singular baseada na aproximacéo robusta de matrizes com posto reduzido, utilizando um
M-estimador com a fung&o de Huber, e na reconstrugéo via estimagéo pontual de locagao
de Huber.

O restante deste documento € dividido em quatro se¢des. Na Secéo 2 é apresentada
a metodologia e a base tedrica necessaria para introduzir, na Secéo 3, uma nova versao
da SSA. Na Secéo 4, investiga-se a performance da metodologia basica da SSA e da nova
versao sugerida atravéz de simulagdes e aplicagdo a dados reais. Enquanto, na Secgéo 5,
séo apresentadas as observacgdes e conclusbes adquiridas ao longo do estudo.

21 METODOLOGIA

O algoritmo para SSA sera introduzido de forma concisa neste documento Golyandina
& Zhigljavsky (2013).

2.1 Analise Espectral Singular

Seja = (x,, ..., x,) uma série temporal com valores no conjunto dos numeros
reais e de tamanho N, onde N >2 e x.# 0, para pelo menosum i=1, ..., N. Dado o
comprimento da janela L (2 < L < N - 1), pode-se construir vetores X = (x, ..., x,, )%, i=
1,..., K, onde K= N- L+ 1, que formam a matriz trajetoria X, dada por:
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onde os vetores X sé@o as colunas da matriz X. Nota-se que a matriz X possui
elementos iguais em suas antidiagonais, isto €, X € uma matriz Hankel. As colunas de X
podem ser consideradas como vetores no espago R-. O processo de aproximacgéao de matrizes
com posto reduzido da matriz XX™ (que é equivalente ao processo da descomposi¢do do
valor singular da matriz X). nos retorna L pares de autovalores e autovetores. Onde uma
combinagéo ao particular de r destes autovetores determina um subespago £, em R:, r <

matriz X, nos da uma aproximagao da série
2.2 Aproximacao de Matrizes com Posto Reduzido na Norma de Frobenius

No método basico de analise espectral singular, a aproximagdo de matrizes com
posto reduzido r se basea na norma de Frobenius. O objetivo deste processo é encontrar
uma matriz X tal que:

onde lIX —tll,="_ 2" (x, - t)? O problema (2) acima tem minimo local Unico, que
€ global (Srebro & Jaakkola 2003). A solucdo pode ser obtida de maneira analitica, e &
dada pela decomposi¢éo do valor singular (SVD). No entanto, a fungéo de perda quadratica
faz com que essa solucdo seja sensivel a ruidos nao Gaussianos (Cabral et al. 2013). Tal
desvantagem, limita a utilizagdo e aplicabilidade do método SSA em situagdes onde os

dados estédo contaminados por observacdes atipicas.

2.3 Hankelizacao

O calculo da médias das antidiagonais na SSA é também conhecido como
Hankelizagéo. Por conveniéncia, este processo sera representado com a ajuda do operador
Hankel, H. Este operador funciona em uma matriz arbritaria Y, = (y,) da seguinte maneira:
para A,={(l k) : I+ k=s,1=<I<sL,1<sksK}ei+j=s, 0elemento yijda matriz HY é:

onde IA| denota o nimero de elementos no conjunto A. A Hankelizagdo é um
processo de otimizagéo, no sentido de que HY é a matriz mais préxima de Y com respeito
a norma L,, também chamada de norma de Frobenius.
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2.4 Analise Espectral Singular e Observacgdes Atipicas

Como previamente mencionado, a presenca de dados atipicos afeta a SSA. Mostra-
se, entdo, nesta secdo os principais efeitos causados em diferentes partes da SSA (Has-
sani et al. 2014).

2.4.1 Matriz Trajetéria

Sabe-se que matriz trajetéria X € uma matriz Hankel, ou seja, os elementos ao longo de
suas antidiagonais séo iguais. Logo, a matriz X possui certas caracteristicas(Mahmoudvand
& Zokaei 2011). Sendo uma delas, por exemplo, que a j-ésima observagéo ao em uma série
temporal se repete w,LiN =min{j; L;N - j + 1} vezes na matriz trajetoria X. E importante notar
que w/" tem as seguintes propriedades.

1. ijf’Vé uma funcdo co’ncava em L para todo j, onde je{1,..., N},

2. wt" é uma fungéo co’ncava em jparatodo L, onde Le{2, ..., N- 1}

3. ijf’V € uma fungéo simetrica em (N + 1)/2 com respeito a je L.

Portanto, um dado atipico localizado na j—ésima observagdo em uma série temporal
se repetira ijv"Vvezes na matriz trajetéria. Consequentemente, € significativo citar que o
posto da matriz trajetéria também é afetado, isto &€, dados atipicos aumentam o posto da
matriz trajetéria (Hassani et al. 2014).

N=20,L=3 K=18 N=20,L=6,K=15

25

i
20
L
L,
i

N=20,L=10,K=11

Figura 1 Forma de WIL'N em fungéo de L para N = 20.




2.4.2 Autovalores

A decomposicdo do valor singular (SVD) fornece uma colecdo de L pares de
autovalores e autovetores. Verifica-se o efeito da presenca de dados atipicos, somando os
L autovalores obtidos na SVD da matriz XX". Portanto, para um valor L fixo, o tragco de XX"
€ dado por:

para prova da equacéo, ver Mahmoudvand & Zokaei (2011).
Assim seja X? a matriz trajetéria da série ap6s ser contaminada no j-€simo

elemento, isto &, ¥ =(x

e 6xl., ..., Xy). Tem-se, entéo, que:

onde & é intensidade do dado atipico. E facil ver que w/.L"Vobtém valor maximo quando
j=L=mediana {1, ..., N}, indicando que as observagbes do meio quando contaminadas
afetam com maior intensidade a SSA.

2.5 Aproximacao Robusta de Matrizes com Posto Reduzido

Para reduzir os efeitos causados pelos dados atipicos nas observa¢des Chen &
Sacchi (2013) suge- rem encontrar a matriz X0 tal que:

onde lIX - tll =2"_ 2" p(x; - t), e p € uma fungdo simétrica, convexa e p(x) —
o quando IxI — . Neste caso, em geral, ndo ha expresséo analitica para a solugdo deste
problema.

2.6 Hankelizacao Robusta

E proposto em Kalantari et al. (2016) a ideia de Hankelizag&o robusta. Porém, o
mesmo, somente se preocupa em propor a Hankelizagdo para a norma L,. Aqui, sugere-se
a utilizagao de qualquer funcéo robusta que possua estimagao pontual no procedimento de
Hankelizag¢do.

Teorema 1 (Hankelizacao Robusta). Seja A uma matriz de dimensées Lx K, e s= i

+J(2 =s =L+ K). Entdo o elemento &, da matriz H/A] com respeito a uma métrica robusta e

onde & ¢ a estimagéo pontual robustae A, ={(, k) : I+ k=s,1=<sIsL,1<sk=<K}
Prova: Por definicdo, a matriz Hankel C = H[A] com elementos c satisfaz as

condicBes ¢, = f, para i + j= s e para um numero f,_qualquer. Assim, tem-se:
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E evidente observar que o nimero f, que minimiza esta relagdo é uma estimagéo
pontual robusta dos elementos de A_. Portanto, a Hankelizagdo robusta corresponde em
calcular as estimagdes pontuais robustas das antidiagonais de uma matriz.

31 ANALISE ESPECTRAL SINGULAR BASEADA NA FUNGAO DE HUBER

Utilizando a teoria apresentada na secao anterior, faz-se aqui uma rapida introdugéo
a anadlise espectral singular baseada na fungdo de Huber; destacando as principais
mudancgas e diferencas em relacdo & SSA bésica e fazendo uma breve introdug¢éo ao
algoritmo de otimizag&o utilizado.

3.1 Aproximacéao Huber de Matrizes com Posto Reduzido

Seja p a fungédo de Huber dada por:

assim, na aproximagéo Huber de matrizes com posto reduzido, deseja-se encontrar
a matriz X que minimize (6).
Fazendo uso do formato multiplicativo, pode-se reescrever como:

A Equacgéo (10), pode ser vista como um problema de regressdo bilinear com
variaveis U e V desconhecidas e pode ser resolvido pelo método de regressao robusta
alternada Chen et al. (2008). Para encontrar os valores robustos que minimizem (10), faz-
se uso do algoritmo Fast and Robust Alternating Regression Feng & He (2017), descrito na
proxima subsecéo.

3.2 Fast and Robust Alternating Regression

3.2.1 Algoritmo

Abaixo, descreve-se brevemente o algoritmo.

Passo 0: Escalacao Robusta. Afim de garantir estabilidade nimerica e equivaléncia
escalar, realiza-se a escalagéo robusta para a j-€sima coluna. Tal procedimento é realizado
da seguinte forma

onde MAD(x,) é o desvio absoluto da médio j-ésima coluna. Este procedimento nao
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altera o posto da matriz. Caso um dos MAD(x)) seja iqual a zero, pula-se este passo.

Passo 1: Valores Iniciais. Gere, a partir de uma distribuicdo uniforme (0, 1), um
valor inicial para U,. Contudo, outros valores iniciais podem ser utilizados.

Passo 2: Teste de Estabilidade. M-estimadores com perdas moné6tomas séo
robustos contra valores atipicos na variavel resposta; porém, essa robustez néo é verificada
na presenca de valores atipicos nas variaveis regressoras. Para isso, o teste de estabilidade
usa LTS-estimadores com o intuito de aumentar a rosbutez contra pontos de alavanca.

Assim dado U, realiza-se uma regresséo das colunas de X em U, a fim de encontrar
ambos M e LTS estimadores; denotados V¥ e V'S, respectivamente. Depois, realiza-se
o teste de erro relativo para saber se ha diferenca significativa entre os elementos de V¥,
e V'S . Caso sejam diferentes significativamente, escolhe-se V-, como V, do contrario
escolhe-se VM. Com V_ fixado, computa-se o M e LTS estimadores para a regresséo das
linhas de X em V,, e seguindo o mesmo raciocinio anterior seleciona-se U,, e assim em
diante.

O teste de estabilidade continua até que ambos (U™ , U'S ) e (VM , V'S ) n&o
apresentem mais diferengas significativas entre seus elementos ou até atingir um numero
maximo de iteragdes.

Passo 3: Regressao Huber Alternada. Fixe U 0, e solucione:

para obter V_ . Padronizam-se as colunas de V_, de tal forma que V'V = 1. Depois,

trate V_, como fixo, e solucione:

paraobterU__ .. Continua-se o processo até que se satisfaga as seguintes condiges:

1. A diferenca entre todos os elementos das matrizes U_e U
menores que um valor pequeno €,;

VeV . sejam

m+1?

2. A mudanca na fungao objetivo 7, 2" p(x; - uVv) nao ultrapasse um valor
pequeno e,.

Passo 4: Solugéo. Uma vez que a iterag&o no passo 3 acabe, os valores finais U _
eV, _ séo considerados como solugGes para o problema.

Assim, a matriz trajetéria pode ser escrita como

onde X, =VAUVT, i=1,2,...,r.
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3.2.2 Overfit e Underfit

Dado r, o algoritmo acima, encontra as matrizes U e V de posto rque minimizam (10).
Porém, como na pratica ndo se conhece r, casos de overfitting e underfitting podem ocorrer.
Chen et al. (2008) detalham as consequencias de ambos e conclui que € mais seguro
ajustar regressoes robus- tas alternadas em postos de menores magnitudes, uma vez que
overfitting faz com que o algoritmo tente interpretar as informagdes erro"neas introduzidas
pelos dados atipicos. Gerando, assim, pro- blemas de convergéncia e robustez.

Além disso, Chen et al. (2008) ainda sugerem duas solugbes para contornar tal
problema. Sendo a primeira: 0 aumento gradativo de r, aliado a andlise dos valores da
fungédo de custo para decidir o melhor r. E a segunda: usar a regressé@o L, ponderada
de Croux et al. (2003), com pesos baseados no estimador da matriz de covariancias de
determinante minimo de Rousseeuw (1984), porém deixa claro que o Ultimo possui custo
computacional elevado.

3.3 Hankelizacdo Huber

A partir do Teorema 1, pode-se utilizar a estimacgéo pontual de locag¢édo da funcéo
de Huber nas antidiagonais como método de reconstrugdo. De agora em diante, esse
procedimento sera denomi- dado de Hankelizagdo Huber.

41 RESULTADOS EMPIRICOS

Avalia-se, nesta se¢céo o desempenho do Huber-SSA em séries temporais simuladas
€ séries tem- porais reais, ambas contaminadas com dados atipicos. Para isso, adotou-se
as medidas de erro quadratico médio (RMSE)

onde X, e x; representam respectivamente os valores ajustados e observados no
i-6simo tempo. Tal critério de avaliagdo é extremamente conhecido e usado frequentemente
em analise de séries temporais. Além disso, compara-se os resultados obtidos, com os do
SSA basico.

Nos exemplos, escolheu-se a janela de comprimento L e posto r de acordo com 0s
dados, porém seguindo as conclusdes obtidas em Atikur Rahman Khan & Poskitt (2013),
Hassani & Mahmoudvand (2013), Mahmoudvand et al. (2013), Feng & He (2017), Chen et
al. (2008).

4.1 Série simulada

Exemplo 1: Gerou-se uma série AR(1) com ¢ = 0.3 contendo 72 observacgoes, e

adicinou-se a ela as seguintes componentes de senos e cossenos:
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S,(f) = 2 cos(12trvn) + 3 sin(12trvn),
S,(t) = 4 cos(20trvn) + 5 sin(20trvn).

Além disso, adicionaram-se aleatoriamente trés observagdes atipicas de tipo aditivo
nas posicoes 13, 31 e 66. A Figura 2 mostra o gréafico da série temporal antes e depois da
contaminagéo, onde denominou-se free como a série sem contaminacao e cont a série
depois de ter sido contaminada. A fim de obter a melhor performance, escolheu-se L igual
a 24 e rigual a 10 como recomendado por Atikur Rahman Khan & Poskitt (2013) e Chen et
al. (2008), respectivamente.

Pode-se observar na Figura 3 as dez primeiras componentes reconstruidas para a
série cont ap6s a aplicacdo da SSA basica; enquanto na Figura 4, encontram-se as dez
primeiras componentes reconstruidas para a SSA robusta. Fica evidente a capacidade de
minimizar ruidos gereados pela presenca de outliers no conjunto de dados. Com excessao
das componentes 1, 2 e 3, que sdo comumente conhecidas como componentes harmonicas,
todos apresentam amplitudes inferiores.

Comparou-se as séries reconstruidas por ambos os métodos com a série original
livre de contaminacgéo por dados atipicos, free. Enquanto a série reconstruida pela SSA
béasica obteve RMSE igual a 1.09, a série reconstruida pela SSA robusta obteve .90. Uma
melhora de aproxima- damente 20%.

Figura 2 Série AR(1) com ¢ = 0.3 simulada sem e com contaminag&o por outliers.
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Figura 3 Dez primeiras omponentes principais da série AR(1) com ¢ = 0.3 simulada com contaminagéo
por outliers para a SSA basica.

Figura 4 Dez primeiras componentes principais da série AR(1) com ¢ = 0.3 simulada com
contaminagéao por outliers para a SSA robusta.
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Exemplo 2: Simulou-se, neste exemplo, uma série AR(1) com ¢ = 0.9, também

contendo 72 observacgdes, e adicinou-se a ela a seguinte componente de seno e cosseno:

S,(f) = 2 cos(12trvn) + 3 sin(12trvn).

Foi-se adicionado aleatoriamente um outlier na posicéo 62. Encontram-se na Figura
5, a série original, denominada como free1, e a contaminada denominada como cont1.
Optou-se por escolher L igual a 36 e rigual 10, como sugerido em Mahmoudvand et al.
(2013) e Feng & He (2017).

Observa-se nas Figuras 6 e 7 as dez primeiras componentes reconstruidas utilizando
a metodo- logia robusta e a bésica, respectivamente. Repare que houve uma troca entre
as componentes 6 e 5. E possivel notar uma suavizacdo seguida de uma atenuagéo nas
componentes 8, 9 e 10.

Calculou-se 0 RMSE entre as séries reconstruidas por ambas metodologias e a
série free1. E verificou-se que a metodologia robusta ofereceu uma melhora de 15%.

4.2 Série real

O conjunto de dados do rio Nilo é uma série temporal bem conhecida, e ja foi
extensamente andlisada. Os dados sdo examinados com detalhe em Beran (1994), e
consiste dos niveis minimos anuais da agua do rio Nilo em metros, entre 622 D.C. a 1281
D.C.

Figura 5 Série AR(1) com ¢ = 0.9 simulada sem e com contaminagéo por outliers.
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Figura 6 Dez primeiras omponentes principais da série AR(1) com ¢ = 0.9 simulada com contaminacédo
por outliers para a SSA robusta.

Varias discusdes ja ocorreram sobre a existéncia ou ndo de dados atipicos neste
conjunto de dados. Entretanto, em Chareka et al. (2006) concluiu-se que as observacbes
nos anos 646 D.C., 809 D.C. e 876 D.C. sdo atipicas do tipo aditivo.

Figura 7 Dez primeiras omponentes principais da série AR(1) com ¢ = 0.9 simulada com contaminagéo
por outliers para a SSA basica.
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Aplicou-se, entdo, a esses dados a metodologia da anélise espectral singular
robusta introduzida n Secéo 3. Para isso, escolheu-se uma comprimento de janela L igual
a 18 e rigual 8, com o intuito de evitar overfitting na aproximagdo Huber de matrizes com
posto reduzido.

Encontram-se nas Figuras 9 e 10, as oito primeiras componentes principais da
série recons- truida de nivel minimo do rio Nilo utlizando a SSA robusta e a SSA basica,
respectivamente. Note que para as quatro primeiras componentes ambos os métodos
apresentam resultados semelhantes, porém pode- se observar que a diferenca entre os
métodos se acentua a partir da quinta compo- nente, destacando-se as componentes 6
e 8. Assim, fica evidente de que a SSA robusta se mostra mais vantajosa em relagéo ao
classico na atenuacgéo de ruidos em situagdes onde o conjunto de dados esta contaminado

por outliers.

Figura 8 Série de nivel minimo do rio Nilo de 622 D.C. a 1281 D.C., com os dados atipicos
identificados.

Figura 9 Oito primeiras componentes principais da série reconstruida de nivel minimo do rio Nilo para a
SSA robusta.
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Figura 10 Oito primeiras componentes principais da série reconstruida de nivel minimo do rio Nilo para
a SSA basica

51 CONCLUSAO

Conclui-se que esta nova metodologia de SSA robusta apresenta ser adequada para
a atenuacgdo de ruidos gerados pela a presencga de observagdes atipicas no conjunto de
dados. Mostrando ser de extrema relevancia para o tratamento de séries temporais com
outliers de tipo aditivo.

Como limitacdo do estudo, destaca-se o custo computacional elevado para matrizes
com maior numeros de linhas e colunas. Além disso, € importante mencionar a influéncia
que o comprimento de janela L possui no processo. Em algumas ocasides, o tamanho do L
se mostrou fundamental para que a SSA classica superasse a metodologia robusta.

Sugere-se como continuagdo a este trabalho, um estudo detalhado da influéncia
que compri- mento da janela L exerce na SSA quando aplicada em séries contaminadas.
Também recomenda-se um estudo sobre a performance da SSA robusta para a previsao
de observagdes futuras.
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