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APRESENTACAO

A realidade do pais e as diferentes problematicas evidenciadas ao longo dos anos
tém demandado questbes muito particulares e mobilizado pesquisadores em busca de
respostas a inimeras inquietudes. E inegavel que a pesquisa cientifica se constitui como
importante mecanismo na busca dessas respostas € no melhorar a vida das pessoas e,
nesse interim, a Matematica ocupa um lugar importante.

E neste sentido que o livro “Investigacdo Cientifica em Matemdtica e suas
Aplicacées” nasceu: como forma de permitir que as diferentes experiéncias de
pesquisadores vinculados a Matematica e Educacdo Matematica sejam apresentadas e
constituam-se enquanto canal de formacéo para outros sujeitos. Reunimos aqui trabalhos
de pesquisa e relatos de experiéncias de diferentes praticas que surgiram no interior da
universidade e escola, por estudantes e professores/as pesquisadores/as de diferentes
instituicdes do Brasil e de outros paises.

O fazer Matematica vai muito além de aplicar formulas e regras. Existe uma dinamica
em sua constru¢do que precisa ser percebida. Importante, nos processos de ensino e
aprendizagem dessa ciéncia, priorizar e ndo perder de vista o prazer da descoberta, algo
peculiar e importante no processo de matematizar. Isso, a que nos referimos anteriormente,
configura-se como um dos principais desafios do educador matematico; e sobre isso
abordaremos também nessa obra.

Esperamos que este livro, da forma como o organizamos, desperte nos leitores
provocacles, inquietacdes, reflexbes e o (re)pensar da propria pratica docente, para
quem ja é docente, e das trajetorias de suas formages iniciais para quem encontra-se
matriculado em algum curso superior. Que, ap6s essa leitura, possamos olhar para a sala
de aula e para a Matematica com outros olhos, contribuindo de forma mais significativa com

todo o processo educativo. Desejo, portanto, uma 6tima leitura.

Américo Junior Nunes da Silva
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RESUMO: As equagdes diferenciais séo
utilizadas com frequéncia na construcdo de
modelos matematicos aplicados em varias areas
do conhecimento, tais como: nas engenharias,
na fisica, na quimica, na biologia, na ecologia
e na medicina. Este trabalho tem como objetivo
apresentar ferramentas mateméticas para
compreender a evolugdo de uma epidemia.
Inicialmente utilizou-se modelos de crescimento
exponencial e logistico para descrever a
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evolugdo de uma doenga. Com isto, foi possivel
analisar algumas aplicacbes da teoria da
dindmica populacional no contexto de pandemias
e verificar como as equagdes autbnomas séo
usadas para formular modelos importantes no
estudo, controle e enfretamento de pandemias.
Em seguida, foi realizado um estudo do modelo
matematico classico em epidemiologia do tipo
SIR (suscetivel-infectado-removido). O modelo
SIR foi resolvido numericamente e aplicado para
descrever a evolugdo da Covid-19 no Brasil.
Dados oficiais de infectados pela Covid-19 foram
comparados com os dados simulados e a taxa
de infeccdo foi determinada pelo método dos
minimos quadrados. O modelo SIR descreve
bem os dados de infectados no Brasil para o
periodo analisado.

PALAVRAS-CHAVE: Simulagdo, Equacgbes
Autébnomas, Modelo SIR, Covid-19.
MATHEMATICAL MODELS AND

EPIDEMICS

ABSTRACT: Differential equations are frequently
used in the construction of mathematical models
applied in several areas of knowledge, such
as: engineering, physics, chemistry, biology,
ecology and medicine. This work aims to present
mathematical tools to understand the evolution
of an epidemic. Initially, exponential and logistic
growth models were used to describe the
evolution of a disease. With this, it was possible
to analyze some applications of the theory of
population dynamics in the context of pandemics
and to verify how the autonomous equations
are used to formulate important models in the
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study, control and coping of pandemics. Then, a study of the classical mathematical model in
epidemiology of the SIR type (susceptible-infected-removed) was carried out. The SIR model
was numerically solved and applied to describe the evolution of Covid-19 in Brazil. Official
data of infected by Covid-19 were compared with simulated data and the infection rate was
determined by the least squares method. The SIR model describes well the data of infected
people in Brazil for the analyzed period.

KEYWORDS: Simulation, Autonomous Equations, SIR Model, Covid-19.

11 INTRODUGAO

Varios registros na histéria evidenciam impactos desastrosos de epidemias na
humanidade. A peste negra foi uma das maiores pandemias ja registradas, tendo inicio na
China e se alastrando pela Europa durante o século XIV. A gripe espanhola, provocada pelo
virus influenza do tipo A H1N1, resultou em milhares de mortes entre 1918 e 1920. Outras
doencgas também foram registradas tais como: c6lera, tuberculose, variola, gripe, sarampo
e malaria, que também causaram muitas mortes.

A pandemia da Covid-19 causada pelo virus Sars-CoV-2, iniciou-se em dezembro de
2019 e espalhou-se pelo mundo. No Brasil, o primeiro caso reportado foi em 25 de fevereiro
de 2020 de um morador da cidade de S&o Paulo que esteve na ltalia (OLIVEIRA e ORTIZ,
2020; BATISTA e SILVA, 2020).

Uma epidemia consiste em uma rapida disseminagdo de uma doeng¢a em um curto
intervalo de tempo (GIANNELLA e VELHO, 2020). Portanto, os conceitos matematicos
para entender a evolugéo de uma epidemia envolvem crescimento exponencial e sistemas
dinamicos. A utilizacdo de métodos matematicos para estudar a disseminagédo de doencas
contagiosas iniciou-se em 1760, quando Daniel Bernoulli desenvolveu trabalho relativo a
Variola (BOYCE e DIPRIMA, 2015). A area de estudo em epidemiologia matematica surgiu
logo apds a pandemia da gripe espanhola, tendo adquirido sua forma a partir dos trabalhos
realizados entre 1927 e 1933 por dois pesquisadores escoceses, Anderson McKendrick e
William Kermack, que desenvolveram os modelos compartimentais do tipo SIR (suscetivel-
infectado-removido) e do tipo SIRS (suscetivel-infectado-removido-suscetivel), para
descrever infeccoes endémicas (KERMARK e MCKENDRICK, 1927; BASSANEZI, 1988;
ROCHA, 2012; LUIZ, 2012; TAKAHASHI, 2020; GIANNELLA e VELHO, 2020).

Muitos modelos matematicos tém sido propostos e estudamos para diversas
doencas diferentes com o objetivo de compreender o desenvolvimento em comunidades,
regides e paises, e analisar o impacto de medidas de controle, como a vacinagéo, ou
outras medidas imprescindiveis para a sua contengdo e erradicagdo (MORRISON, 2020;
MANRIQUE-ABRIL et al., 2020; FRANCO e DUTRA, 2021).

Modelos mateméticos e simulagdes numéricas séo ferramentas Uteis para realizar
projecbes de como uma doenca infecciosa se propaga e testar teorias e conjecturas de

avaliagdo quantitativa. Com os modelos matematicos é possivel determinar parametros e
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projetar a evolugéo de epidemias, como por exemplo da Covid-19.

Deste modo, o presente trabalho tem como objetivo apresentar modelos
matematicos para descrever a evolugcdo de uma epidemia, envolvendo desde a teoria de
dindmica populacional, com modelos de crescimento exponencial e logistico, até o estudo
do processo como um sistema dinamico usando o modelo classico de epidemiologia do
tipo SIR. Os modelos matematicos abordados foram aplicados no contexto da pandemia
da Covid-19.

21 MODELOS MATEMATICOS E APLICACOES

2.1 Crescimento Exponencial

Durante a fase inicial de crescimento, a curva epidémica pode ser modelada pela
fungéo exponencial. Uma funcdo é dita exponencial, quando ela pode ser escrita da
seguinte forma: /(f)=1/,€”, onde, / denota os individuos infectados, y é a taxa de crescimento
exponencial e /, é o valor inicial em t=0.

Considerando que uma populagéo total de individuos constante igual a pode ser
dividida em duas partes: os que tem determinada doenca e podem infectar outros, e os que
nao tém, mas sdo suscetiveis. No instante t, seja S(f) a proporg¢ao de individuos suscetiveis,
e seja /(1) a proporcéo de individuos infectados. Entdo: /(f)+ S(f)= N(1).

Suponha que a doenca espalha-se através do contato entre os individuos doentes
e 0s suscetiveis e seja a a taxa de infecgdo da doenca. Os casos de mortalidade em
decorréncia da doenca e os casos de infectados que foram curados sdo considerados
como removidos, onde B denota a taxa de remoc¢ao. Dessa forma, a variacao de infectados
dl/dt ao longo do tempo é a diferenca entre 0 numero de novos infectados e a parcela de

infectados que foram curados e adquiriram imunidade ou morreram, assim:

Considerando que no inicio da pandemia 1, tem-se:

onde, R=a/B &€ o nimero basico da reprodugéo, que mede a velocidade com que a
epidemia se propagava. Medidas como distanciamento social e quarentena tem o efeito de
diminuir a taxa de infecgé@o a e consequentemente, o R,

A Equacéo (2) é uma Equacéo Diferencial Ordinéaria separavel, cuja sua solucéo é
dada por:
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ou ainda,

onde /(0)=/,. Note que y=B(R-1) é a taxa de crescimento exponencial.

Seja D o tempo médio em que um individuo permanece infectado, entdo a taxa de
remocgéo é dada por: B=D"'. Neste trabalho, considerou-se o periodo de contagio de 10
dias. Logo, $=0,1. O valor de a pode ser obtido através do método dos minimos quadrados.
A Equacao (4) foi ajustada aos dados oficiais de infectados pelo novo Coronavirus no
Brasil no periodo 25/02/2020 a 23/03/2020. Para tanto, utilizou-se o programa Statistica,
considerando os dados iniciais: /=1, 8=0,1.

A figura (1) mostra a comparacdo dos dados oficiais de infectados no Brasil, com
o modelo exponencial. A taxa de crescimento ajustada foi a=0,371699. O coeficiente
de determinagdo R?, que € um indicador estatistico que mede a qualidade do ajuste foi
0,996634710. Observa-se que o modelo exponencial descreve bem o periodo inicial da
evolugéo da Covid-19 no Brasil.

Figura 1 - Curva Epidémica da Covid-19 no Brasil (25/02/2020 a 23/03/2020).
FONTE: Autores

2.2 Crescimento Logistico

Como ja fora observado anteriormente, a evolugéo inicial de uma epidemia pode
ser descrita pela funcdo exponencial. Porém, com a evolugcdo do tempo, o niumero de
infectados atinge um ponto de inflexdo e a partir deste ponto deve ocorrer uma redugao
na taxa de crescimento até se aproximar do nUmero maximo de infectados (capacidade de
suporte). Desta forma, a funcéo logistica tem essas caracteristicas e o processo completo
de pandemia pode ser modelado pelo crescimento logistico (GIANELLA e VELHO, 2020).
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A Equacao de Verhulst ou Equacéo Logistica & dada por (BOYCE e DIPRIMA, 2015):

onde r e a sdo parametros do modelo. Podemos convenientemente escrever a
equacéo (5) da seguinte maneira:

onde K=r/a é a capacidade de suporte. A constante r € chamada de taxa de
crescimento intrinseca, ou seja, a taxa de crescimento na auséncia de um fator limitador.

A partir da Equacéo (6) pode-se concluir que quando a grandeza y é muito inferior
a capacidade suporte, entdo y/K se aproxima de zero e o crescimento se aproxima do
exponencial. Por outro lado, quando y se aproxima da capacidade suporte, entdo y/K se
aproxima de 1 e a taxa de crescimento se aproxima de zero.

A Equacgéo (6) é separavel e sua solugéo, considerando a condigéo inicial y(0)=y,, &
dada por (BOYCE e DIPRIMA, 2015):

A Equagéo dada em (7) € chamada fung&o logistica. Note que, se y,>0 e se fizermos
t —o em (7), obteremos

Vamos apresentar a seguir, aplicagcbes do modelo logistico na dissemina¢do de uma
doenca. Para tanto, considere y(f) o nimero de infectados no tempo te y, € o numero de
casos no inicio da doenga. A funcéo logistica (Equagédo 7), pode ser escrita de uma forma
mais compacta:

onde

Suponhamos um caso hipotético onde o niumero maximo de pessoas doentes é
1000 (tamanho da populag¢do), ou seja, a populagdo maxima desse ambiente sera igual
a 1000 e o processo endémico comega com apenas uma pessoa infectada e que pode
infectar trés outras pessoas. Neste caso, K=1000, b=999 e r=3. A Figura 2 mostra a funcao
logistica correspondente a simulagéo de um periodo de dez dias.
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Figura 2 - Gréfico da solugéo 2 da fungéao logistica da Epidemia hipotética
FONTE: Autores

Consideremos, agora, a pandemia da Covid-19. Vamos admitir trés possibilidades:
(1) o individuo pode ser portador do virus e ser assintomatico; (2) o individuo pode
desenvolver a doenca e ser curado e; (3) o individuo pode desenvolver a doenca e
falecer. As pessoas mencionadas em (1) e (2) se tornam imunes ao virus. Entao, assim, a
disponibilidade de recursos para o virus (suscetiveis) vai se reduzindo a medida que ele se
espalha e aproximando-se da capacidade suporte.

Assim, a taxa de infectados depende do numero de portadores do virus e, também,
do niumero de pessoas suscetiveis ao virus. Excluimos dessa conta, gradativamente, o
numero de pessoas que se tornam imunes, observa-se a redug¢édo da disponibilidade do
recurso para o virus. Desta maneira, podemos supor que a medida que o virus se alastra,
ele tende ao crescimento logistico (GONCALVEZ, 2021). Para ilustrar essa tendéncia,
observe o grafico comparativo do niumero de novas pessoas infectadas no Brasil € na
China (Figura 3) disponivel em Our World In Data (acesso em 26 de agosto de 2021).
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Figura 3 - Numero total de casos de Covid-19 confirmados no Brasil e na China.

FONTE: Our World in Data (Acesso: 26 de agosto de 2021).

A Figura 4 mostra os dados de infectados pela Covid-19 na Paraiba no periodo
de 22/08/2020 a 16/11/2020, coletados na webpage da Secretaria de Saude do Estado.
Proximo a data 27 de julho de 2020, observa-se um provavel ponto de inflexado e a evolugao
da doenga segue um crescimento logistico.

Figura 4 — Casos de Covid-19 na Paraiba no periodo 22/08/2020 a 16/11/2020.
FONTE: Autores

De acordo com os exemplos apresentados, a equacgéo logistica pode ser utilizada
no estudo da disseminagéo de uma doenca. Além disso, segundo Boyce e Diprima (2015),
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o trabalho de Daniel Bernoulli em 1760, baseado na equacéao logistica, tinha como objetivo
avaliar o quéo efetivo estava sendo um programa controverso de vacinagdo contra a
variola, que era um grande problema de salde publica da época. Usando os melhores
dados sobre mortalidade disponiveis na época, Bernoulli calculou que, se as mortes por
variola pudessem ser eliminadas, poderia adicionar aproximadamente 3 anos a vida média
esperada em 1760 de 26 anos e 7 meses. Portanto, ele apoiou o programa de vacinagéao.
Seu modelo se aplica igualmente bem a qualquer outra doenca que, uma vez adquirida, se
0 paciente sobreviver, ganha imunidade para o resto da vida.

2.3 Modelo SIR

A classe de modelos epidemiol6gicos para calcular o numero teérico de pessoas
infectadas por uma doenca contagiosa, ao longo do tempo, é conhecido como modelo do
tipo SIR. Este modelo consiste em um conjunto de equagdes diferenciais ordinarias néo-
lineares relacionando o namero de individuos da populagdo de acordo com seu estado
da doenca: Suscetiveis S(t), Infectados /(f) e Removidos R(f). Entende-se por removidos
os individuos que foram curados ou morreram, deixando de influenciar no processo
epidémico. Considera-se que os individuos curados ficam imunizados permanentemente, o
qual permanece no compartimento dos removidos e nao volta ao grupo dos suscetiveis. Na
figura 5 tem-se a representagao do diagrama compartimental do modelo SIR.

o=

Figura 5: Diagrama compartimental do modelo SIR.

FONTE: Autores

Vamos assumir que o tamanho da populagdo é fixo e o periodo de incubagao
do agente infeccioso é instantaneo. Além disso, considera-se atuagdo igual sobre toda
a populagédo (populagdo homogénea). Ao desprezarmos 0s nascimentos ou imigracoes,
mortes por causa natural ou outros fatores e os fendmenos migratérios, a populacéo total é
considerada fixa como sendo a soma dos individuos das classes S, /e R. Esta suposicéo é
aceitavel para periodos curtos, onde ndo ha uma mudanga muito significativa na populagéo.
Assim,

O modelo SIR envolve dois parametros importantes: a e B, onde a é a taxa de
infeccdo da doenca e 3 a taxa de remocgéo. Como a transmisséo se d4 com o contato entre
suscetiveis e infectados, entdo o nimero de individuos suscetiveis diminui a uma taxa

de propagacgdo da doenga (aS/). O numero de individuos infectados aumenta ao longo
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do tempo na mesma proporgdo e diminui a partir da cura dos individuos. A variacdo de
removidos ao longo do tempo é proporcional ao nimero de infectados que foram curados e
adquiriram imunidade ou morreram. Assim, o retorno a classe de suscetiveis sera modelado
por (B/). Desta forma, o sistema de equagdes diferenciais que descreve a dindmica da
epidemia é dado por (BASSANEZI et al., 1988; LUIZ, 2012):

A dindmica do modelo é afetada principalmente pelo numero béasico de reproducéo
(R,) e o tempo de infecgéo (periodo infeccioso), que é o tempo em que o individuo se
recupera totalmente do virus e migra para classe de removidos. Tem-se que 1/8 é o tempo
médio no qual um individuo permanece infectado, onde 8 € a taxa de remoc¢éo.Um dos
pontos fundamentais em nossa andlise é verificar se a doenga ir4 ou ndo se espalhar. Em
outras palavras, estabelecer condi¢cbes em que dl/dt> 0 ou dl/dt < 0.

Seja N uma populagéo fixa e |, > 0 a quantidade inicial de individuos infectados

nessa populacdo. Da segunda equacéo do sistema (10), no instante =0, tem-se

Como =0e S= 5, entdo, se §;< ,tem-se S< , de onde segue que:

Nesse caso, /(f)—0 quando t—, e nao ocorre uma epidemia.

Por outro lado, se §;< , I(f) aumenta e a doenga se propaga, ocorrendo assim uma
epidemia, ou seja, /(1) > |, para algum > 0.

O ndmero basico de reprodugdo é definido por R= . Quando R, > 1, cada
pessoa doente ira infectar mais uma pessoa e a epidemia crescera exponencialmente. Por
outro lado, se R, < 1 cada pessoa doente infectara menos que uma pessoa, causando uma
diminuicéo da epidemia (GIANELLA e VELHO, 2020).

Como aplicagdo do modelo SIR, utilizamos dados oficiais de infectados por Covid-19
no Brasil, no periodo de 25 de fevereiro de 2020 a 23 de margo de 2020. O valor do
parametro (a) foi estimado pelo método dos minimos quadrados, minimizando a fungéo:
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Para simular computacionalmente o processo, utilizou-se o método de Euler com os
dados de entrada: N=5,=210000000, /=1, R =1, 8=0,1 . O valor obtido para o parametro a
foi 0,372894371 e a comparagéo dos dados simulados com os dados oficiais de infectados
por Covid-19 sdo apresentados na Figura 6.

A Figura 7 mostra a projecéo da Covid-19 no Brasil para 140 dias, utilizando $=0,1
e a=0,372894371. Observa-se a curva de recuperados segue o crescimento da fungéo
logistica. A curva simulada de infectados na Figura 7 pode ser associada a curva de
pessoas infectadas em um cenério sem medidas de contengdo da doenca (cenario de
circulacao livre). Note que o ponto de maximo da curva de infectados corresponde ao ponto
de inflexdo da curva de recuperados. Modificando o valor o pardmetro é possivel simular
cenarios da epidemia e fazer previsdes para que a curva de infectados seja mais suave (ou
achatada), indicando uma taxa mais gradual de infec¢cdo por um longo periodo, isto é, um
cenario com medidas de contencdo da doenga (cenario de distanciamento e isolamento
social), na auséncia de vacinagao ou tratamento efetivo.

Figura 6: Curva Epidémica da Covid-19 no Brasil (25/02/2020 a 23/03/2020).
FONTE: Autores

Investigacao cientifica em matematica e suas aplicagdes Capitulo 3 “



Figura 7: Modelo SIR para Covid-19 no Brasil.
FONTE: Autores

31 CONCLUSOES

Neste trabalho foram apresentados modelos matematicos para descrever a evolugao
de uma epidemia. Por meio da modelagem matematica da evolugdo de uma epidemia é
possivel projetar cenérios do impacto da doenca em cada cidade, regiéo e pais.

Foi possivel mostrar a importancia da matematica para entender problemas praticos.
Em particular, a funcéo exponencial e a funcgédo logistica podem ser utilizadas para facilitar
o entendimento de alguns aspectos da pandemia.

Podemos concluir que, apesar do modelo SIR utilizado neste trabalho ser o
mais simples, o mesmo mostrou-se eficiente para descrever a esséncia da dinamica da
epidemia da Covid-19 durante o periodo analisado. A partir do modelo SIR apresentado
€ possivel estudar modelos mais complexos, que incluem outras categorias de individuos
na populacdo, como o modelo SIRD, que divide as pessoas removidas em recuperadas e
mortas. O modelo SIR pode ser modificado considerando a populacgéo total ndo constante.
Neste caso, considera-se o recrutamento na classe suscetivel, por nascimentos e
imigragdo, além da mortalidade por outros fatores. Uma variagdo do modelo SIR que torna
a modelagem mais proxima da realidade consiste no modelo do tipo SEIR que incorpora
o compartimento E (Exposto) que representa o estado de laténcia (periodo de incubacao),
os individuos naquele estado tém o agente infeccioso em seu corpo, porém, os sintomas
ainda néo comegaram.
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