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APRESENTAÇÃO
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Tal obra objetiva publicizar de forma objetiva e categorizada estudos e pesquisas 

realizadas em diversas instituições de ensino e pesquisa nacionais e internacionais. Em 

todos os capítulos aqui expostos a linha condutora é o aspecto relacionado às Ciências 

Naturais, tecnologia da informação, ensino de ciências e áreas afins correlatos ao locos 

cultural.

Temas diversos e interessantes são deste modo, discutidos aqui com a proposta 

de fundamentar o conhecimento de acadêmicos, mestres e todos aqueles que de alguma 
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didática e articulada com as demandas atuais. Sabemos o quão importante é a divulgação 
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seus resultados. 
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CAPÍTULO 3
 

ACELERANDO O ALGORITMO K-MEANS – 
PRINCIPAIS PROPOSTAS

Marcelo Kuchar Matte
Instituto Federal de Mato Grosso do Sul

Jardim, MS
http://lattes.cnpq.br/2578744164817417

Maria do Carmo Nicoletti
Centro Universitário Campo Limpo Paulista 

(UNIFACCAMP)
Campo Limpo Paulista, SP

http://lattes.cnpq.br/6454154048263145

RESUMO: O objetivo do algoritmo k-Means é o 
de particionar um conjunto de instâncias de dados 
em k grupos (k clusters), sendo k um parâmetro 
usualmente fornecido pelo usuário. Apesar de 
eficiente na indução de um conjunto (clustering) 
de k grupos o k-Means padrão tem algumas 
deficiências e.g., quando o volume de instâncias 
de dados a ser processado é alto, o algoritmo 
pode ter um elevado custo computacional até o 
seu término. Esse artigo apresenta uma revisão 
de estratégias propostas na literatura para 
contornar algumas características do algoritmo 
com o objetivo de acelerar o seu processamento.
PALAVRAS-CHAVE: aprendizado de máquina, 
agrupamentos, k-means, desigualdade triangular.

ACCELERATING THE K-MEANS 
ALGORITHM – MAIN PROPOSALS

ABSTRACT: The goal of the k-Means algorithm 
is to partition a set of data instances into k 
clusters, where k is a parameter usually supplied 

by the user. Despite being efficient in inducing 
a set (clustering) of k clusters, the standard 
k-Means has some deficiencies, e.g., when the 
volume of data instances to be processed is high, 
the algorithm may have a high computational 
cost until its completion. This paper presents a 
review of strategies proposed in the literature to 
circumvent some characteristics of the algorithm 
with the objective of speeding up its processing.
KEYWORDS: machine learning, clustering, 
k-means, triangular inequality.

1 |  CONSIDERAÇÕES INICIAIS
Apesar da dificuldade de definir 

exatamente o conceito de Inteligência Artificial 
(IA), pode ser verificado junto à literatura 
associada que IA, como área de conhecimento, 
não se apresenta como uma área confinada e 
é subsidiada por um vasto conjunto de áreas 
de conhecimento, entre elas Matemática, 
Estatística, Psicologia, Fisiologia, Educação, 
Reconhecimento de Padrões, Processamento 
de Língua Natural, entre outras. Nos dias de hoje 
já é possível vislumbrar algumas de suas áreas 
de aplicação que, via de regra, têm em comum 
o objetivo de fazer com que computadores 
aumentem sua performance na realização 
de determinadas tarefas, sem a interferência 
humana. A capacidade de computadores de 
não apenas aumentarem seus desempenhos 
em tarefas, mas também aprenderem durante o 
processo é caracterizada como Aprendizado de 
Máquina (AM). 
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É importante lembrar, entretanto, que o processo de aprendizado realizado por seres 
humanos é uma área de investigação sobre a qual a ciência tem investido em estudos 
e pesquisa por um longo período de tempo sem, entretanto, conclusões definitivas. A 
comunidade científica ao longo das últimas décadas, mesmo sem a compreensão ampla de 
processos de aprendizado humano, mas vislumbrando suas potencialidades, tem procurado 
fomentar o desenvolvimento de processos de aprendizado automático por computadores e/
ou máquinas. Geralmente tais processos são subsidiados por propostas de estratégias e 
de novos algoritmos que viabilizam algumas formas de aprendizado automático. Por meio 
da implementação de técnicas e algoritmos de AM alguns dos processos de aprendizado 
podem ser concretizados e.g., processos de classificação. A inferência lógica indutiva é 
o fundamento teórico que subsidia a área de AM, que busca a partir de um conjunto de 
instâncias de dados específicas, generalizar uma expressão de conceito que consiga 
caracterizar novas instâncias de dados ou, então, de agrupá-las de maneira a organizá-las 
de acordo com algum critério específico.

O conjunto de instâncias de dados fornecido como entrada a um algoritmo indutivo 
de AM é usualmente chamado de conjunto de treinamento. A representação das instâncias 
do conjunto de treinamento, na dependência de ter (ou não) uma informação associada 
identificada como classe, de certa forma colabora na identificação do tipo do algoritmo de 
AM adequado para um determinado conjunto de instâncias. Algoritmos que fazem uso da 
informação fornecida pelas classes associadas às instâncias de dados são geralmente 
chamados de algoritmos supervisionados. Algoritmos que não utilizam a informação da 
classe ou, então, que foram propostos com o intuito de apenas serem agrupadores de 
subconjuntos de instâncias do conjunto original de instâncias fornecido, são caracterizados 
como algoritmos não-supervisionados [Theodoridis & Koutroumbas 2009]. Dentre os 
algoritmos não-supervisionados prevalecem os algoritmos de agrupamento e, dentre eles, 
o k-Means [Lloyd 1957] tem se mostrado um dos mais populares. O uso de algoritmos 
de agrupamento pode ser conveniente em aplicações computacionais do mundo real, 
particularmente naquelas que envolvem análise exploratória de relações entre instâncias 
de dados, AM, recuperação de documentos, segmentação de imagens, etc. Agrupamentos 
são particularmente apropriados para exploração de inter-relações entre instâncias de 
dados e basicamente usam apenas informações nas descrições das instâncias.

Algoritmos de agrupamentos buscam descobrir grupos naturais em conjuntos de 
instâncias por meio de técnicas/medidas estatísticas, fazendo comparações quantitativas de 
atributos que descrevem instâncias. Jain, em [Jain 2010, pp. 652], define operacionalmente 
agrupamento: “dado um conjunto contendo N instâncias de dados, encontrar k grupos de 
instâncias, tendo por base uma medida de similaridade entre instâncias, de maneira que 
instâncias que pertencem ao mesmo grupo sejam semelhantes, enquanto que instâncias 
que pertencem a grupos distintos não sejam semelhantes”. 

Uma das dificuldades associadas ao uso de algoritmos de agrupamento é a 
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determinação do número (k) de grupos que irão compor o agrupamento. Tal número 
deveria ser aquele que, supostamente, melhor refletisse a organização das instâncias de 
dados. Como raramente o valor de k é conhecido na prática, a maioria dos algoritmos de 
agrupamento é projetada para induzir k grupos em que k um valor pré-definido usualmente 
determinado por um especialista do domínio de conhecimento dos dados a serem 
agrupados.

Existem também os algoritmos conhecidos como semissupervisionados que, 
alternativamente, utilizam técnicas de aprendizado supervisionado e não supervisionado 
para conduzirem o processo de aprendizado. O objetivo da pesquisa na área de aprendizado 
semissupervisionado é o de utilizar informações contidas em instâncias com classes 
associadas e em instâncias sem classes associadas, e investigar maneiras de como essa 
combinação de informações pode colaborar com o processo de aprendizado, bem como o 
de projetar algoritmos eficientes que implementem tal combinação [Chapelle et al. 2006]. 

Desde a sua proposta o k-Means tem também sofrido inúmeras críticas, com relação 
a algumas de suas características. Esse artigo é uma extensão do trabalho apresentado 
em evento descrito em [Matte & Nicoletti 2019] e está organizado em mais três seções. 
A Seção 2 apresenta o pseudocódigo do algoritmo e mais detalhes sobre ele, a Seção 3 
estende uma revisão bibliográfica com foco em propostas de melhoramentos relacionados 
à aceleração do processo de execução do k-Means e a Seção 4 finaliza o artigo elencando 
algumas investigações realizadas.

2 |  O ALGORITMO K-MEANS
O k-Means padrão foi proposto em 1957 em um documento interno à Bell Telephone 

Laboratories [Lloyd 1957]. O algoritmo foi publicado no artigo [MacQueen 1967] e, também, 
foi publicado em periódico por Lloyd em 1982 [Lloyd 1982].

Entre algumas situações que contribuem para o k-Means ter um processamento 
não muito rápido estão (a) número alto de instâncias a serem agrupadas; (b) número alto 
de cálculos de distâncias entre instâncias e centroides que o algoritmo deve realizar e 
(c) necessidade do algoritmo requerer muitas iterações para convergir. O pseudocódigo 
do k-Means na Figura 1 é baseado nas descrições do algoritmo encontradas em [Witten 
et al. 2011] e [Han et al. 2012]. O algoritmo espera como entrada (a) um conjunto com 
N instâncias de dados I = {I1, I2, ..., IN}, em que cada instância Ii, 1 ≤ i ≤ N, é descrita por 
valores associados a M atributos Aj, 1 ≤ j ≤ M, bem como (b) um valor para o parâmetro k, 
que representa o número de grupos que o agrupamento a ser induzido deve ter. O algoritmo 
produz um agrupamento representado por um conjunto de conjuntos que no pseudocódigo 
mostrado na Figura 1 é notado por AG = {G1,G2,...Gk}.

Na fase de inicialização o k-Means padrão escolhe randomicamente k instâncias 

de I, e elege cada uma delas como centroide (representativo) para cada um dos k grupos. 
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O agrupamento ao final da fase de inicialização é representado por um conjunto com k 

elementos, em que cada elemento é um conjunto que tem por elemento apenas o centroide.

Na fase iterativa do algoritmo, indicada pelo comentário % Indução do Agrupamento 
AG, na Figura 1, cada uma das instâncias restantes de I é então atribuída ao grupo cujo 
respectivo centroide lhe seja mais próximo, por meio do cálculo da distância de cada 
instância a cada um dos k centroides; usualmente a distância euclidiana é usada. Na 
sequência, a média dos valores de atributos que representam as instâncias que participam 
de cada um dos k grupos é calculada e os k centroides são atualizados. O processo é então 
repetido com os novos centroides de grupos, até que atinja estabilidade, caracterizada 
como a situação em que as mesmas instâncias são atribuídas aos grupos aos quais já 
pertencem em iterações consecutivas.

procedure k-Means(I,k,AG)
Input: I = {I1, I2, ..., IN}           %conjunto com N instâncias de dados a serem 
agrupadas
            k                                   % número de grupos a serem criados
Output: AG = {G1,G2,...Gk}   %agrupamento formado por k grupos induzidos a partir 
de I
begin
% Inicialização
%  no passo (1) cada grupo é definido apenas pelo centroide
(1) escolha arbitraria de k instâncias do conjunto I, como centroides dos grupos 
G1,G2,...Gk 

% Indução do agrupamento AG
(2) repeat
    (3) (re)atribuir cada instância Ii ϵ I (i=1, ..., N) ao grupo cujo centroide que lhe seja 
mais 
          próximo;
    (4) atualizar os centroides de cada grupo, como a média dos valores das suas 
instâncias 
(5) until nenhuma alteração aconteça.
end.
return AG = {G1,G2,...Gk}
end_procedure

Figura 1. Pseudocódigo do k-Means [Witten et al. 2011] e [Han et al. 2012].

A Figura 2 ilustra duas execuções do k-Means, identificadas na figura por (1a) (1b) 
e por (2a) (2b), utilizando um conjunto com 40 instâncias de dados bidimensionais e o 
valor de k estabelecido como 3. Em cada uma das execuções, entretanto, a inicialização 
do conjunto de centroides é feita randomicamente e as figuras (1b) e (2b) exibem como 
as diferentes inicializações de centroides (exibidas em (1a) e (2a) respectivamente) 
influenciam o agrupamento final induzido.
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Figura 2. Impacto da fase de inicialização no agrupamento final induzido com a representação de duas 
execuções do algoritmo k-Means, para k=3, indicadas por (1) e (2). Na execução (1), (1a) é fase de 
inicialização dos centroides e (1b) o agrupamento final obtido. Na execução (2) a mesma notação é 

utilizada. Os três caracteres estrela representam cada um dos três centroides de grupos.

Na versão padrão do algoritmo k-Means em [Lloyd 1982] a escolha dos k centroides 
iniciais na fase de inicialização é feita aleatoriamente entre as N instâncias pertencentes 
ao conjunto C. Tal escolha aleatória dos centroides iniciais no algoritmo k-Means pode 
acarretar alguns inconvenientes, tais como: (1) a cada execução do algoritmo k-Means o 
agrupamento induzido não necessariamente será o mesmo, ainda que utilizando o mesmo 
conjunto de instâncias e o mesmo valor para k; (2) pode ocorrer a escolha de instância com 
valor extremo como centroide inicial, acarretando distorções no agrupamento induzido, não 
representando adequadamente os grupos naturais do conjunto; (3) duas instâncias muito 
próximas podem ser escolhidas como centroides iniciais, levando o agrupamento a uma 
solução local que também não representa adequadamente os grupos naturais do conjunto 
de instâncias; entre outros. Portanto a escolha dos centroides iniciais é uma fase relevante 
do algoritmo k-Means principalmente por tal escolha interferir na indução do agrupamento 
final, como mostrado na Figura 2. Na literatura podem ser encontradas várias propostas 
que buscam resolver o problema da inicialização dos centroides de grupos bem como de 
estudos que fazem revisões de algumas dessas propostas, tais como as apresentadas em 
[Al-Daoud & Roberts 1996] [Khan & Ahmad 2004] [Celebi et al. 2013] [Maedeh & Suresh 
2013] [Nicoletti & Oliveira 2020].
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3 |  PROPOSTAS DE ACELERAÇÃO DO K-MEANS
Muitos pesquisadores têm investido no desenvolvimento de estratégias com vistas 

à aceleração do processamento realizado por algoritmos de agrupamento em geral. O foco 
dessa seção é a apresentação de uma revisão bibliográfica conduzida com o objetivo de 
identificar estratégias e algoritmos encontrados na literatura que foram propostos com o 
objetivo exclusivo de acelerar o processamento do k-Means e que podem ser caracterizados 
como melhoramentos algorítmicos.

Hamerly em [Hamerly 2010] comenta que quando as instâncias de dados a 
serem agrupadas têm alta dimensionalidade, esquemas de indexação, como aquele 
implementado por árvores k-d, não funcionam bem, a ponto do processo do exame de 
cada instância (i.e., sem o uso de uma estrutura que favoreça a aceleração) ser bem 
mais rápido do que processos realizados por algoritmos que implementam aceleração 
para baixa dimensionalidade. Os autores informam em [Hamerly & Drake 2015] que para 
conjuntos de instâncias de dados descritas por um número pequeno de atributos (i.e., com 
baixa dimensionalidade horizontal), a indexação das instâncias a serem agrupadas é uma 
maneira efetiva de acelerar o k-Means. Apesar dos trabalhos descritos em [Kanungo et al. 
2002] e [Pelleg & Moore 1999] terem sido feitos por pessoas distintas, em épocas distintas, 
ambos são similares na maneira como propõem a adaptação de uma árvore k-d padrão 
com o propósito de promover uma aceleração do k-Means.

Outro aspecto importante a ser considerado quando do uso de algoritmos que 
usam árvores k-d como estrutura para armazenamento das instâncias e de informações 
complementares, diz respeito aos custos envolvidos na construção e uso de tal estrutura. 
Para um conjunto com N instâncias de dado o custo da construção de uma árvore k-d é 
da ordem de O(Nlog(N)) o que aproximadamente duplica o custo de memória necessária. 
Também, se o conjunto de instâncias sofre mudanças, a atualização da árvore k-d para 
refletir essas mudanças não é um processo trivial com baixo custo computacional. Como 
evidenciado nos experimentos descritos em [Pelleg & Moore 2000], o algoritmo conhecido 
como Algoritmo Blacklisting é efetivo para a indução de agrupamentos em conjuntos com 
um número elevado de instâncias (dimensionalidade vertical alta). Os autores também 
comentam que o algoritmo se torna lento quando a dimensionalidade horizontal das 
instâncias a serem agrupadas se torna maior do que 8. Em conjuntos de instâncias com 
alta dimensionalidade, as instâncias e centroides tendem a ficar longe uns dos outros e a 
possibilidade de uso de procedimentos de poda acaba sendo reduzida.

Em [Moore 2000] o autor descreve uma proposta de estrutura hierárquica identificada 
como a hierarquia de âncoras, adequada para lidar com instâncias de dados com alta 
dimensionalidade, que satisfaz a desigualdade triangular. Similarmente ao uso de árvores 
k-d, a construção e a manutenção dessa estrutura hierárquica podem ser complexas e 
demandam um investimento computacional alto, tanto em tempo quanto em memória.
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Alguns trabalhos na área ao invés de lidar diretamente com agrupamentos em 
conjuntos de instâncias com alta dimensionalidade, lidam com uma projeção desses 
conjuntos em um espaço com baixa dimensionalidade e, na sequência, usam algoritmos 
adequados para induzir agrupamentos de instâncias com baixa dimensionalidade. O 
método para redução de dimensionalidade conhecido como Principal Component Analysis 
é abordado em associação ao aprendizado não supervisionado realizado pelo k-Means, no 
trabalho descrito em [Ding & He 2004]. Os resultados obtidos nos experimentos realizados 
indicam que os processos de redução de dimensionalidade não supervisionada e de 
aprendizado não supervisionado estão fortemente relacionados. 

Considerando que o efeito de uma inicialização adequada dos centroides promove a 
indução mais rápida de um agrupamento, métodos de inicialização de centroides podem, de 
certa forma, ser abordados como algoritmos de aceleração do k-Means. Em uma situação 
em que o número de grupos do agrupamento a ser induzido é k, na fase de inicialização do 
k-Means padrão (Figura 1), k instâncias, randomicamente escolhidas, constituem o conjunto 
inicial dos k centroides. Se, ao invés de uma escolha randômica, um algoritmo for utilizado 
para uma escolha apropriada dos centroides iniciais, a indução do agrupamento final pode 
eventualmente ser acelerada. Esse é o caso do algoritmo Furthest-First [Hochbaum & 
Shmoys 1985], como o algoritmo a ser empregado na fase de inicialização do k-Means. 
O Furthest-First começa escolhendo randomicamente uma instância como o primeiro 
centroide e, então, repetidamente seleciona, como o próximo centroide, a instância que 
está mais longe de qualquer centroide já escolhido. Tal algoritmo, entretanto, apesar de 
fácil e de ser rapidamente implementado, tem a tendência de escolher outliers, como parte 
do conjunto inicial de centroides, dada a tendência de outliers estarem situados próximos 
às fronteira da massa de dados considerados. 

Bradley e Fayyad em [Bradley & Fayyad 1998] apresentam um procedimento para 
calcular um refinamento do processo de inicialização de centroides, que permite que o 
algoritmo iterativo convirja para um melhor mínimo local. O procedimento em questão pode 
ser usado agregado a um grande número algoritmos de agrupamento, tanto para dados 
discretos quanto contínuos. Os resultados obtidos e discutidos no trabalho evidenciam que 
o conjunto inicial de centroides, quando refinado pelo procedimento proposto e usado com 
o k-Means, provoca um melhoramento nos resultados do k-Means. Um estudo empírico 
sobre a contribuição de estratégias de inicialização do k-Means com vistas à diminuição do 
número de iterações do algoritmo está apresentada em [Nicoletti & Oliveira 2020].

A referência [Phillips 2002] descreve duas estratégias relativamente simples para 
acelerar o processamento do algoritmo k-Means. O uso de tais estratégias não modifica 
o resultado obtido pelo algoritmo ou seja, o k-Means com ou sem o uso de qualquer das 
duas estratégias, usando entretanto os mesmos centroides iniciais, sempre induz o mesmo 
agrupamento. Como comentado em [Elkan 2003], o uso da propriedade conhecida como 
desigualdade triangular quando da implementação do k-Means padrão é o de acelerar o 
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tempo de processamento do algoritmo. O emprego da desigualdade triangular permite que 
muitos dos cálculos realizados pelo k-Means padrão, possam ser evitados, o que acelera 
o processo de indução executado pelo algoritmo. A proposta nomeada neste texto como 
k-Means-Elkan, contempla o uso da propriedade de duas maneiras distintas, subsidiadas 
por dois resultados teóricos, bem como de um monitoramento dos limites superiores e 
inferiores das distâncias entre instâncias e centroides de grupos.

O algoritmo proposto por Hamerly em [Hamerly 2010] é considerado por seu autor 
como uma simplificação e modificação do k-Means-Elkan. Assim como o k-Means-Elkan, o 
k-Means-Hamerly usa limites para as distâncias, que são eficientemente atualizados, bem 
como usa a desigualdade triangular para evitar cálculos de distâncias entre instâncias e 
centroides. O k-Means-Hamerly emprega dois limites de distância, por instância de dados, 
para seus dois centroides mais próximos. Um deles é um limite superior na distância da 
instância ao seu centroide mais próximo e o outro é um limite inferior na distância ao segundo 
centroide mais próximo. Com base nos resultados obtidos dos experimentos descritos em 
[Hamerly 2010], o autor comenta que o k-Means-Hamerly teve melhor desempenho em 
conjuntos de dados com dimensionalidade pequena e moderada, enquanto que o k-Means-
Elkan teve melhor desempenho em dados com alta dimensionalidade. De certa maneira 
esses dois algoritmos podem ser abordados como complementares um do outro, sendo a 
escolha de um deles sempre dependente da dimensionalidade das instâncias de dados a 
serem agrupadas.

O algoritmo Yinyang [Ding et al. 2015] também usa a desigualdade triangular para 
acelerar o algoritmo k-Means, de maneira similar àquela utilizada no algoritmo proposto por 
Elkan. No Yinyang os limites superiores e inferiores são utilizados como filtros para detectar 
cálculos de distância desnecessários, o que acelera as etapas de atribuição e de atualização 
dos centroides. De acordo com os autores o uso desses filtros gera um considerável ganho 
de performance, superando consistentemente a performance do k-Means, permitindo ser 
até 3 vezes mais rápido que as principais otimizações conhecidas.

O algoritmo Fission-Fusion proposto por Yu e Dai em [Yu & Dai 2017] como uma 
aceleração do k-Means, faz uso de dois filtros para evitar realizar cálculos de distâncias 
entre instâncias e centroides e, assim como as estratégias propostas por Elkan e por Ding 
e coautores, o Fission-Fusion faz uso de limites superiores e limites inferiores. Inicialmente 
o Fission-Fusion executa uma iteração completa criando um agrupamento inicial e, durante 
tal iteração, gera os limites superiores e inferiores dos grupos do agrupamento induzido. 
A partir da segunda iteração o Fission-Fusion utiliza filtros de grupos de instâncias. Como 
resultado da filtragem os centroides que satisfazem a condição do filtro são descartados 
por não satisfazerem a condição de serem centroides mais próximos da instância. A partir 
da terceira iteração os subgrupos pertencentes aos grupos de instâncias são verificados 
no filtro de subgrupos, pois os subgrupos possuem limites superiores e limites inferiores 
mais restritos o que promove uma filtragem mais eficaz. Somente é calculada a distância 
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entre instâncias pertencentes aos subgrupos e os centroides que não foram descartados 
por esses dois filtros (grupos e subgrupos).

4 |  CONSIDERAÇÕES FINAIS 
Este artigo apresentou uma extensão da revisão bibliográfica de algoritmos/

estratégias encontrados na literatura técnica, com foco no algoritmo k-Means, que têm 
como objetivo acelerar a execução do algoritmo na indução do agrupamento final [Matte & 
Nicoletti 2019]. O levantamento feito não foi exaustivo; buscou-se, entretanto, identificar as 
propostas mais relevantes com o intuito de providenciar um contexto e identificar as mais 
promissoras para uma investigação mais detalhada. Os trabalhos apresentados em [Matte 
2020] e [Matte & Nicoletti 2022] descrevem alguns dos algoritmos discutidos anteriormente 
e apresentam experimentos e resultados de vários algoritmos em domínios de dados 
diversos.
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