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práticas que surgiram no interior da universidade e escola, por estudantes e professores/as 
pesquisadores/as de diferentes instituições do país. 

Esperamos que esta obra, da forma como a organizamos, desperte nos leitores 
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significativa com todo o processo educativo. Desejamos, portanto, uma ótima leitura.

Américo Junior Nunes da Silva
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CAPÍTULO 26
 

IDENTIDADES POLINOMIAIS G-GRADUADAS 
PARA A ÁLGEBRA DAS MATRIZES TRIANGULARES 

SUPERIORES nxn SOBRE UM CORPO FINITO

Data de submissão: 24/02/2022

Mateus Eduardo Salomão
Universidade Federal de São Carlos – 

Departamento de Matemática
São Carlos – SP

http://lattes.cnpq.br/9042467665583924 

Evandro Riva
Universidade Federal de São Carlos – 

Departamento de Matemática
São Carlos – SP

http://lattes.cnpq.br/4157173099755399

RESUMO: Este artigo aborda o conceito de 
identidades polinomiais para uma álgebra 
unitária, bem como apresenta o que vem a 
ser uma G-graduação em uma dada álgebra 
e suas identidades polinomiais G-graduadas. 
Mais ainda, apresenta a descrição de todas as 
identidades polinomiais G-graduadas para a 
álgebra das matrizes triangulares superiores nxn 
com entradas pertencentes a um corpo finito.
PALAVRAS-CHAVE: Identidades Polinomiais, 
Graduações,  Corpos finitos, Matrizes.

G-GRADED POLYNOMIAL IDENTITIES 
FOR THE ALGEBRA OF UPPER 

TRIANGULAR MATRICES nxn OVER A 
FINITE FIELD

ABSTRACT: This article approaches the concept 
of polynomial identities for a unitary algebra, as 

well as presents what is a G-graduation in a given 
algebra and its G-graded polynomial identities. 
Furthermore, it presents the description of all 
G-graded polynomial identities for the algebra 
of upper triangular matrices nxn with entries 
belonging to a finite field.
KEYWORDS: Polynomial Identities, Gradings, 
Finite Fields, Matrix.

1 | 	INTRODUÇÃO
Álgebras que satisfazem identidades 

polinomiais, denominadas PI-álgebras, integram 
um vasto campo de pesquisa em matemática 
e são de extrema importância, pois, além de 
aplicações computacionais, podemos, através 
de tais álgebras, obter importantes informações 
sobre sua estrutura. Daí a importância do estudo 
deste tema.

Neste artigo, será apresentado um 
conjunto gerador para as identidades polinomiais 
da álgebra das matrizes triangulares superiores 
sobre um corpo finito. Tal conjunto foi descrito 
em [4]. O caso do conjunto gerador para as 
identidades polinomiais da álgebra das matrizes 
triangulares superiores sobre um corpo infinito 
foi descrito em [1].

Para um estudo mais detalhado a 
respeito de identidades polinomiais indicamos 
as referências [2] e [3].

Ao longo de todo o texto, K denotará 
um corpo e UTn(K) a álgebra das matrizes 
triangulares superiores de tamanho nxn com 

http://lattes.cnpq.br/9042467665583924
http://lattes.cnpq.br/4157173099755399
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entradas no corpo K.

2 | 	IDENTIDADES POLINOMIAIS
Nesta seção, vamos apresentar alguns conceitos e resultados básicos necessários 

para o desenvolvimento deste trabalho, em especial o conceito de álgebras com identidades 
polinomiais. Iniciaremos definindo o conceito de álgebra livre.

Definição 1 (Associador): Seja A uma álgebra e X⊆A. Uma sequência finita de 
elementos de X, xi1

...xin
 onde n≥0 e xi1

...xin
 ϵ X, será chamada de palavra em X. Considere 

Pal(X) o conjunto das palavras formadas pelos elementos de X. Se todo elemento em 
A é uma combinação linear dos elementos em Pal(X), então dizemos que A é gerado 
por X. Definimos o comprimento da palavra xi1

...xin  
como sendo n. Quando n=0, vamos 

chamar essa palavra de palavra vazia e a denotaremos por 1. Além disso, dizemos que 
duas palavras xi1

...xin
 e xj1

...xjn
 são iguais se n=m e i1=j1,...,in=jm. 

Na sequência, definimos a estrutura de álgebra livre.
Definição 2 (Álgebra Livre): Seja V uma classe de álgebras e AϵV uma álgebra 

gerada por um conjunto X. A álgebra A é chamada livre na classe V, livremente gerada por X, 
se para qualquer álgebra RϵV, toda função g:X→R pode ser estendida a um homomorfismo 
de álgebras G:A→R.

Definição 3: Seja X um conjunto enumerável infinito. Denote por K(X) o K-espaço 
vetorial com base formada por 1 e pelas palavras

xi1
...xin,

onde n≥0 e xi1
,...,xin

. Defina a multiplicação entre duas palavras por concatenação, 
ou seja:

 (xi1
...xin) 

xj1
...xjm)= xi1

...xin 
xj1

...xjm

Estendendo por linearidade este produto para todos os elementos de K(X), então 
K(X) é álgebra associativa com unidade (palavra vazia) gerada por X.

Proposição 1: A álgebra K(X) é livre na classe de todas as álgebras associativas 
unitárias, livremente gerada por X.

Na sequência definiremos o conceito de identidade polinomial para uma álgebra.
Definição 4 (Identidade Polinomial): Sejam A uma álgebra unitária e f=f(x1,...,xn)ϵ 

K(X). Dizemos que f é uma identidade polinomial para A se
f(ɑ1,...,ɑn)=0

para todos ɑ1,...,ɑnϵA. Denotamos por T(A) o conjunto das identidades polinomiais 
de A. Se T(A)≠0, dizemos que A é uma PI-álgebra.

Exemplo 1: Dizemos que o polinômio
x1x2-x2x1=[x1,x2]

é o comutador de comprimento 2. Por indução, definiremos o comutador de 
comprimento n por
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[x1,x2,...,xn]=[[x1,x2,...,xn-1],xn].
Se A uma álgebra comutativa. Então temos que o comutador [x1,x2]é uma identidade 

polinomial para A. Logo, A é uma PI-álgebra.

3 | 	IDENTIDADES POLINOMIAIS G-GRADUADAS
Nesta seção, apresentaremos os conceitos de álgebra G-graduada e identidades 

polinomiais G-graduadas para álgebras G-graduadas.
Definição 5: Seja A uma álgebra sobre um corpo K, considere a família Ag,g ϵ G de 

subespaços de A, onde G é um grupo aditivo, dizemos que A é uma álgebra G-graduada 
se puder ser escrita como soma direta de subespaços

tais que AgAh⊆Agh, para todos g,h ϵ G.
Definição 6: Um elemento ɑϵUgϵGAg é chamado elemento homogêneo. Se ɑϵAg, 

dizemos que a é homogêneo de grau g. Dizemos que uma subálgebra B de A é homogênea 
na G-graduação de A, se

 onde Bg=B∩Ag, neste caso os subespaços B∩Ag serão denominados de subespaços 
homogêneos. Se um ideal I de A é uma subálgebra G-graduada dizemos que I é um ideal 
homogêneo de A.

Exemplo 2: Dada uma n-upla ɛ=(ɛ1,...,ɛn)ϵ Gn, escreva

 onde (UTn(K))g=span{e(i,j):ɛi
-1ɛj=g}

Então, UTn(K) é uma álgebra G-graduada e nós dizemos que tal G-graduação é uma 
G-graduação elementar para UTn(K). Esta graduação é muito importante e será usada ao 
longo do texto.

Na sequência definiremos o conceito de isomorfismo graduado.
Definição 7: Sejam A e B duas álgebras G-graduadas. Um isomorfismo de álgebras 

ƒ:A→B tal que ƒ(Ag)=Bg, para todo g ϵ G é chamado isomorfismo graduado.
O próximo resultado pode ser encontrado em [5].
Teorema 1: Toda G-graduação de UTn(K) é elementar, a menos de um isomorfismo 

graduado.
Definição 8: Para cada g ϵ G considere Xg={x1

g,x2
g,...} conjuntos infinitos dois a dois 

disjuntos. Seja
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Definimos

onde deg(xi)=g, se xi ϵ Xg. Consideremos K(X) a álgebra associativa livre, livremente 
gerada por X e m um monômio de K(X), dizemos que deg(m)

 é o G-grau de m. Fazendo 

temos

para todos g, h ϵ G. Assim, K(X) é G-graduada chamada de álgebra associativa livre 
G- graduada. Se ƒ ϵ K(X)g, dizemos que ƒ é homogêneo de G-grau g e usamos a notação 
deg(ƒ)=g.

Agora, vamos definir o conceito de identidades polinomiais G-graduadas.
Definição 9: Seja A= gϵG Ag uma álgebra G-graduada. Dizemos que um polinômio 

ƒ(x1,...,xn)ϵ K(X) é uma identidade polinomial G-graduada para A se ƒ(ɑ1,...,ɑn)=0 para 
quaisquer ɑi ϵ Adeg(xi)

 . com i=1,...,n. Se A é uma álgebra G-graduada vamos denotar por 
TG(A)⊂K(X) o conjunto das identidades G-graduadas satisfeitas pela álgebra A. Além disso, 
TG(A) é um ideal de K(X) invariante por endomorfismos graduados.

Exemplo 3: O polinômio [x1,x2] [x3,x4]... [x2n-1,x2n] é uma identidade polinomial 
G-graduada para UTn(K) para todos xi ϵ X.  

Definição 10: Seja ɛ=(ɛ1,...,ɛn)ϵ Gn. Dizemos que η é uma sequência ɛ-boa se existe 
uma sequência de m matrizes unitárias (r1,...,rm) estritamente triangulares superiores tais 
que 

r1,...,rm ≠ 0 e degG(rI)=ηi     
para todo i=1,...,m Caso contrário, η é chamada de uma sequência ɛ-ruim.
Definição 11: Seja η =(η1,...,ηm) ϵ Gm. Para cada j=1,...,m defina o conjunto Cj da 

seguinte forma: 

Se c1 ϵ C1, c2 ϵ C2,..., cm ϵ Cm, dizemos que ƒη=c1c2...cm é um η-polinômio.
O próximo teorema é o resultado principal deste trabalho e sua demonstração pode 

ser encontrada em [4]. Aqui, TG(UTn(K),ɛ)representa o conjunto de todas as identidades 
polinomiais G-graduadas de UTn(K) com a G-graduação elementar induzida por ɛ.
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Teorema 2: Seja G um grupo e seja ɛ=(ɛ1,...,ɛn) ϵ Gn. Se K(X) é um corpo finito com 
q elementos, então TG(UTn(K),ɛ) é gerado, como TG-ideal, por todos η-polinômios, onde 
η=(η1,..., ηm)é ɛ-ruim e m≤n.
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