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RESUMO: Este artigo aborda o conceito de
identidades polinomiais para uma élgebra
unitaria, bem como apresenta 0 que vem a
ser uma G-graduacdo em uma dada é&lgebra
e suas identidades polinomiais G-graduadas.
Mais ainda, apresenta a descricdo de todas as
identidades polinomiais G-graduadas para a
algebra das matrizes triangulares superiores nxn
com entradas pertencentes a um corpo finito.
PALAVRAS-CHAVE: Identidades Polinomiais,
Graduacgbes, Corpos finitos, Matrizes.

G-GRADED POLYNOMIAL IDENTITIES
FOR THE ALGEBRA OF UPPER
TRIANGULAR MATRICES nxn OVER A
FINITE FIELD

ABSTRACT: This article approaches the concept
of polynomial identities for a unitary algebra, as

O fortalecimento do ensino e da pesquisa cientifica da matematica 2

well as presents what is a G-graduation in a given
algebra and its G-graded polynomial identities.
Furthermore, it presents the description of all
G-graded polynomial identities for the algebra
of upper triangular matrices nxn with entries
belonging to a finite field.

KEYWORDS: Polynomial Identities, Gradings,
Finite Fields, Matrix.

11 INTRODUGAO

Aigebras que satisfazem identidades
polinomiais, denominadas PI-algebras, integram
um vasto campo de pesquisa em matematica
e sao de extrema importancia, pois, além de
aplicagbes computacionais, podemos, através
de tais algebras, obter importantes informagées
sobre sua estrutura. Dai a importancia do estudo
deste tema.

Neste artigo, serd apresentado um
conjunto gerador para as identidades polinomiais
da algebra das matrizes triangulares superiores
sobre um corpo finito. Tal conjunto foi descrito
em [4]. O caso do conjunto gerador para as
identidades polinomiais da algebra das matrizes
triangulares superiores sobre um corpo infinito
foi descrito em [1].

Para um estudo mais detalhado a
respeito de identidades polinomiais indicamos
as referéncias [2] e [3].

Ao longo de todo o texto, K denotara
um corpo e UT (K) a algebra das matrizes
triangulares superiores de tamanho nxn com

Capitulo 26


http://lattes.cnpq.br/9042467665583924
http://lattes.cnpq.br/4157173099755399

entradas no corpo K.

2| IDENTIDADES POLINOMIAIS

Nesta secéo, vamos apresentar alguns conceitos e resultados basicos necessérios
para o desenvolvimento deste trabalho, em especial o conceito de algebras com identidades
polinomiais. Iniciaremos definindo o conceito de algebra livre.

Definicao 1 (Associador): Seja A uma algebra e XcA. Uma sequéncia finita de
elementos de X, X X, onde n=0 e X, X, € X, sera chamada de palavra em X. Considere
Pal(X) o conjunto das palavras formadas pelos elementos de X. Se todo elemento em
A é uma combinacgdo linear dos elementos em Pal(X), entdo dizemos que A é gerado
por X. Definimos o comprimento da palavra X, -+, COMO sendo n. Quando n=0, vamos
chamar essa palavra de palavra vazia e a denotaremos por 1. Além disso, dizemos que
duas palavras X, ...x, € X, ...X, S80 iguais se n=m e i,=f;;....[, =),

Na sequéncia, definimos a estrutura de algebra livre.

Definicdo 2 (Algebra Livre): Seja V uma classe de algebras e AeV uma algebra
gerada por um conjunto X. A algebra A é chamada livre na classe V, livremente gerada por X,
se para qualquer algebra ReV, toda funcao g:X— R pode ser estendida a um homomorfismo
de algebras G:A—R.

Definicao 3: Seja X um conjunto enumeravel infinito. Denote por K(X) o K-espaco
vetorial com base formada por 1 e pelas palavras

X

onde n=0 e X oo X e Defina a multiplicagdo entre duas palavras por concatenacéo,
ou seja:

(xi1...xl.n)xl.1...xl.m)= X e X X oo X,

Estendendo por linearidade este produto para todos os elementos de K(X), entao
K(X) é algebra associativa com unidade (palavra vazia) gerada por X.

Proposicao 1: A algebra K(X) é livre na classe de todas as éalgebras associativas
unitarias, livremente gerada por X.

Na sequéncia definiremos o conceito de identidade polinomial para uma algebra.

Definicéo 4 (Identidade Polinomial): Sejam A uma algebra unitaria e f=f(x,,...,x )€
K(X). Dizemos que fé uma identidade polinomial para A se

fa,,...,a)=0

para todos a,,...,a €A. Denotamos por T(A) o conjunto das identidades polinomiais
de A. Se T(A)#0, dizemos que A é uma Pl-algebra.

Exemplo 1: Dizemos que o polinémio

X, X=X, X, =[X,, %)

€ o comutador de comprimento 2. Por indugéo, definiremos o comutador de

comprimento n por
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X X X J=11X, 0 X000 X 1 X ]
Se A uma algebra comutativa. Entdo temos que o comutador [x,,X,]é uma identidade

polinomial para A. Logo, A é uma PI-algebra.

31 IDENTIDADES POLINOMIAIS G-GRADUADAS

Nesta secéo, apresentaremos os conceitos de algebra G-graduada e identidades
polinomiais G-graduadas para algebras G-graduadas.

Definicao 5: Seja A uma algebra sobre um corpo K, considere a familia A ,g € G de
subespacos de A, onde G é um grupo aditivo, dizemos que A é uma algebra G-graduada
se puder ser escrita como soma direta de subespacos

tais que A A,CA ,, para todos g,he G.

Definicao 6: Um elemento aeU, ;A € chamado elemento homogéneo. Se aeA,
dizemos que a é homogéneo de grau g. Dizemos que uma subalgebra Bde A € homogénea
na G-graduacgéo de A, se

onde Bg:BﬂAg, neste caso os subespacos BﬂAgseréo denominados de subespacos
homogéneos. Se um ideal / de A é uma subélgebra G-graduada dizemos que / é um ideal
homogéneo de A.

Exemplo 2: Dada uma n-upla e=(¢,,...,€,)€ G,, escreva

onde (UT (K))*=spare,,:€;'€=g}

Entdo, UT (K) € uma algebra G-graduada e n6s dizemos que tal G-graduagédo é uma
G-graduacgéo elementar para UT (K). Esta graduagdo é muito importante e sera usada ao
longo do texto.

Na sequéncia definiremos o conceito de isomorfismo graduado.

Definicdo 7: Sejam A e Bduas algebras G-graduadas. Um isomorfismo de algebras
f:A—Btal que f(A)=B,, para todo g € G é chamado isomorfismo graduado.

O proximo resultado pode ser encontrado em [5].

Teorema 1: Toda G-graduagéo de UT (K) é elementar, a menos de um isomorfismo
graduado.

Definicao 8: Para cada g € G considere X ={x,%,x,9,...} conjuntos infinitos dois a dois
disjuntos. Seja
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Definimos

onde deg(x)=g, se x,e X . Consideremos K(X) a algebra associativa livre, livremente
gerada por X e m um mondémio de K(X), dizemos que deg(m)
€ o0 G-grau de m. Fazendo

temos

para todos g, he G. Assim, K(X) é G-graduada chamada de algebra associativa livre
G- graduada. Se f € K(X),, dizemos que f &€ homogéneo de G-grau g e usamos a notagao
deg(f)=9.

Agora, vamos definir o conceito de identidades polinomiais G-graduadas.

Definicao 9: Seja A= . A uma algebra G-graduada. Dizemos que um polinémio
f(x,,...x)e K(X) é uma identidade polinomial G-graduada para A se f(a,,...,a,)=0 para

quaisquer a,e A . com i=1,...,n. Se A é uma algebra G-graduada vamos denotar por

deg(x)
T(A)CK(X) o conjimto das identidades G-graduadas satisfeitas pela algebra A. Além disso,
T,(A) é um ideal de K(X) invariante por endomorfismos graduados.

Exemplo 3: O polindbmio [x,,x,] [x,x]... [X,,,.X,] € uma identidade polinomial
G-graduada para UT (K) para todos x,€ X.

Definicéo 10: Seja e=(¢,,...,£,)e G". Dizemos que n € uma sequéncia e-boa se existe
uma sequéncia de m matrizes unitarias (r,,...,r,) estritamente triangulares superiores tais
que

I, #0e deg,r)=n,
para todo i=1,...,m Caso contrario, n € chamada de uma sequéncia e-ruim.
Definicédo 11: Seja n =(n,,...,n,) € G™. Para cada j=1,...,m defina o conjunto C/ da

seguinte forma:

Sec,eC,c,eC,.. c,eC, dizemos que f =c,c,...c, € um n-polinémio.

O proximo teorema € o resultado principal deste trabalho e sua demonstracao pode
ser encontrada em [4]. Aqui, T (UT (K),e)representa o conjunto de todas as identidades
polinomiais G-graduadas de UT (K) com a G-graduagéo elementar induzida por &.
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Teorema 2: Seja G um grupo e seja e=(¢,,...,£,) € G". Se K(X) & um corpo finito com
q elementos, entdo T (UT (K),e) € gerado, como T -ideal, por todos n-polinémios, onde
n=(n,,..., n,)é &-ruim e m=n.
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