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O contexto social, político e cultural tem demandado questões muito particulares para 
a escola e, sobretudo, para a formação, desenvolvimento e prática docente. Isso, de certa 
forma, tem levado os gestores a olharem para os cursos de licenciatura e para a Educação 
Básica com outros olhos. A sociedade mudou, nesse cenário de inclusão, tecnologia e de 
um “novo normal” demandado pela Pandemia da Covid-19; com isso, é importante olhar 
mais atentamente para os espaços formativos, em um movimento dialógico e pendular 
de (re)pensar as diversas formas de se fazer ciências no país, sobretudo considerando 
as problemáticas evidenciadas em um mundo pós-pandemia. A pesquisa, nesse interim, 
tem se constituído como um importante lugar de ampliar o olhar acerca das problemáticas 
reveladas, sobretudo no que tange ao conhecimento matemático.  

O fazer Matemática vai muito além de aplicar fórmulas e regras. Existe uma dinâmica 
em sua construção que precisa ser percebida. Importante, nos processos de ensino e 
aprendizagem dessa ciência, priorizar e não perder de vista o prazer da descoberta, algo 
peculiar e importante no processo de matematizar. Isso, a que nos referimos anteriormente, 
configura-se como um dos principais desafios do educador matemático; e sobre isso, de 
uma forma muito particular, os autores e autoras abordaram nesta obra.  

É neste sentido, que o livro “O Fortalecimento do Ensino e da Pesquisa Científica 
da Matemática 2” nasceu, como forma de permitir que as diferentes experiências do 
professor e professora pesquisadora que ensina Matemática sejam apresentadas e 
constituam-se enquanto canal de formação para educadores/as da Educação Básica e 
outros sujeitos. Reunimos aqui trabalhos de pesquisa e relatos de experiências de diferentes 
práticas que surgiram no interior da universidade e escola, por estudantes e professores/as 
pesquisadores/as de diferentes instituições do país. 

Esperamos que esta obra, da forma como a organizamos, desperte nos leitores 
provocações, inquietações, reflexões e o (re)pensar da própria prática docente, para 
quem já é docente, e das trajetórias de suas formações iniciais para quem encontra-se 
matriculado em algum curso de licenciatura. Que, após esta leitura, possamos olhar para a 
sala de aula e para o ensino de Matemática com outros olhos, contribuindo de forma mais 
significativa com todo o processo educativo. Desejamos, portanto, uma ótima leitura.

Américo Junior Nunes da Silva
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CAPÍTULO 9
 

IDENTIDADES POLINOMIAIS Z2-GRADUADAS 
PARA A ÁLGEBRA DE JORDAN DAS MATRIZES 

TRIANGULARES SUPERIORES 2x2

Data de submissão: 23/02/2022

Mateus Eduardo Salomão
Universidade Federal de São Carlos – 

Departamento de Matemática
São Carlos – SP

http://lattes.cnpq.br/9042467665583924 

Evandro Riva
Universidade Federal de São Carlos – 

Departamento de Matemática
São Carlos – SP

http://lattes.cnpq.br/4157173099755399

RESUMO: Este artigo aborda o conceito de 
álgebras de Jordan e de suas identidades 
polinomiais. Mais ainda, apresenta a classificação 
de todas as Z2-graduações não triviais para a 
álgebra das matrizes triangulares superiores 
2x2 com entradas em um corpo de característica 
diferente de 2, bem como apresenta uma base 
formada pelas identidades polinomiais Z2-
graduadas para todas estas Z2-graduações. 
PALAVRAS-CHAVE: Álgebras de Jordan, 
Graduações, Identidades Polinomiais.

Z2-GRADED POLYNOMIAL IDENTITIES 
FOR THE JORDAN ALGEBRA OF 2x2 

UPPER TRIANGULAR MATRICES
ABSTRACT: This article addresses the concept 
of Jordan algebras and their polynomial identities. 
Furthermore, it presents the classification of all 

non-trivial Z2-gradings for the algebra of upper 
triangular matrices with entries in a field of 
characteristic different from 2, as well as presents 
a basis formed by the Z2-graded polynomial 
identities for all these Z2-gradings.
KEYWORDS: Jordan álgebras, Gradings, 
polynomial identities.

1 |  INTRODUÇÃO
O conceito de identidades em uma 

estrutura algébrica é bastante geral. As 
leis de comutatividade, associatividade 
e distributividade dos números reais que 
aprendemos no ensino básico, são exemplos de 
identidades. Vagamente falando, uma identidade 
é uma expressão simbólica envolvendo uma ou 
várias operações e uma ou várias variáveis, 
que é identicamente satisfeita quando as 
variáveis são substituídas por elementos de 
uma estrutura algébrica. Neste contexto, surge 
a teoria de PI-álgebras, que estuda identidades 
polinomiais para as álgebras, que são estruturas 
de significativa importância na Teoria de Anéis. 
O estudo de PI-álgebras é algo de grande 
relevância, pois as identidades polinomiais dão 
informações significativas a respeito da álgebra 
em questão.

Neste artigo, explanaremos a respeito 
de identidades polinomiais Z2- graduadas para 
a álgebra de Jordan das matrizes triangulares 
superiores 2x2 com entradas em um corpo 
(finito ou infinito) de característica diferente de 

http://lattes.cnpq.br/9042467665583924
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2. Tais identidades foram descritas em [5] e [6].
Para um estudo mais detalhado a respeito de identidades polinomiais, indicamos as 

referências [1], [2] e [3].
Ao longo de todo o texto, K denotará um corpo de char(K)≠2 , onde char(K) denota a 

característica de K. Além disso, todas as álgebras consideradas serão sobre K. Mais ainda, 
denotaremos a cardinalidade de K por ǀ K ǀ.

2 |  ÁLGEBRAS DE JORDAN
Nesta seção, vamos definir alguns conceitos e propriedades referentes a estrutura 

de uma álgebra de Jordan, que é uma classe muito importante de álgebras. Iniciamos com 
a definição de associador.

Definição 1 (Associador): Seja A uma álgebra e ɑ, b, c ϵ A, dizemos que
(ɑ, b, c)=(ɑb) c - ɑ (bc)

é o associador de ɑ, b e c, nesta ordem.
Na sequência, definimos a estrutura de álgebra de Jordan.
Definição 2 (Álgebra de Jordan): Uma álgebra comutativa A é chamada de álgebra 

de Jordan se 
(ɑ2, b, ɑ)=0

para todos ɑ, b, ϵ A.
Podemos criar uma álgebra de Jordan a partir de uma álgebra associativa como 

segue: se A é uma álgebra associativa, equipada com o produto ·, então o espaço vetorial 
A equipado com um novo produto ○, chamado produto de Jordan, que é definido por

ɑ ○ b = (1/2) (ɑ.b+b.ɑ),
onde ɑ, b ϵ A, é uma álgebra de Jordan, denotada por A(+). 
Por fim, definiremos identidade polinomial para álgebras de Jordan. Os polinômios 

em questão, são elementos da álgebra de Jordan unitária livre, livremente gerada por um 
conjunto de variáveis X, que é denotada por J (X).

Definição 3 (Identidade Polinomial): Sejam A uma álgebra de Jordan unitária e 
ƒ=ƒ(x1,...,xn) ϵ J (X). Dizemos que ƒ é uma identidade polinomial para A se

ƒ (ɑ1,...,ɑn) = 0
para todos ɑ1,...,ɑn ϵ A. Denotamos por T(A) o conjunto das identidades polinomiais 

de A. Se T (A) = {0}, dizemos que A é uma PI-álgebra.

3 |  A ÁLGEBRA DE JORDAN DAS MATRIZES TRIANGULARES SUPERIORES
Nesta seção, definiremos e apresentaremos algumas propriedades da álgebra de 

Jordan Uj2(K). Esta álgebra é nosso objeto de estudo ao longo deste artigo. Antes de definir 
Uj2(K), precisamos relembrar alguns conceitos e fixar algumas notações. Denote a álgebra 
associativa unitária das matrizes triangulares superiores n x n com entradas em K munido 
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coma operação usual de produto por UTn(K). Destacamos nesta álgebra a matriz unitária 
eij, cuja entrada (i, j ) é igual a 1 e as demais entradas são iguais a 0.

Definição 4 (A álgebra de Jordan Uj2(K)): A álgebra de Jordan Uj2(K) é o espaço 
vetorial Uj2(K) munido com o produto de Jordan ○.

Antes de prosseguir, relembramos brevemente que uma álgebra de Jordan A 
é G-graduada, onde G um grupo qualquer, se A pode ser escrita como soma direta de 
subespaços vetoriais

tais que AgAh ⊆Agh, para todos g, h ϵ G.
Por simplicidade, denotaremos

1 = e11 + e22,   ɑ = e11 - e22     e    b = e12.
Observe que o conjunto {1, ɑ, b} é uma base Uj2 (K).No artigo [6], Koshlukov e 

Martino descreveram todas as possíveis Z2-graduações da álgebra de Jordan Uj2 (K). 
Destacamos este fato na sequência de resultados abaixo.

Lema 1: Escrevendo j = Uj2 (K), temos que as seguintes decomposições j = j0  j1 
são Z2-graduações de j, onde Z2 = {0, 1}

1. A graduação associativa: j0 = K  Kb, j1 = Kɑ.
2. A graduação escalar: j0 = K, j1 = Kɑ  Kb.
3. A graduação clássica: j0 = K  Kɑ, j1 = Kb.
Aqui, identificamos K com as matrizes escalares em j.
A próxima proposição garante que as únicas Z2-graduações de Uj2(K) são as três 

descritas no lema anterior. A demonstração de tal resultado pode ser encontrada em [6, 
Proposition 4].

Proposição 1: As três graduações do Lema 1 são, a menos de isomorfismos 
graduados, as únicas Z2-graduações não triviais em Uj2(K).

4 |  IDENTIDADES Z2 -GRADUADAS PARA UJ2(K)
Nesta seção, descreveremos todas as identidades polinomiais Z2-graduadas para a 

álgebra de Jordan Uj2(K) conforme as Z2-graduações apresentadas no Lema 1.

4.1 A Graduação Associativa
Nesta subseção, descreveremos o conjunto TAss (Uj2(K)) de todas as identidades 

polinomiais Z2-graduadas para Uj2(K) com a graduação associativa. As demonstrações dos 
resultados desta subseção são bastante longas e podem ser encontradas em [5].

O primeiro resultado descreve TAss (Uj2(K)) para o caso em que K é um corpo infinito 



 
O fortalecimento do ensino e da pesquisa científica da matemática 2 Capítulo 9 105

de char(K)≠2.
Teorema 1: Se K é um corpo infinito de char(K)≠2 então TAss (Uj2(K)) é gerado, como 

um TZ2
-ideal, pelos polinômios 

Na sequência, descreveremos o caso para K finito de char(K)≠2.
Teorema 2: Se K é um corpo finito com lKl=q elementos e char(K)≠2, então TAss 

(Uj2(K)) é gerado, como um TZ2
-ideal,, pelos polinômios

4.2 A Graduação Escalar
Nesta subseção, descreveremos o conjunto TSca (Uj2(K)) de todas as identidades 

polinomiais Z2-graduadas para Uj2(K) com a graduação escalar. As demonstrações dos 
resultados desta subseção são um tanto extensas e podem ser encontradas em [5].

O próximo resultado descreveTSca (Uj2(K)) para o caso em que K é um corpo infinito 
de char(K)≠2.

Teorema 3: Se K é um corpo infinito de char(K)≠2 então TSca (Uj2(K)) é gerado, como 
um TZ2

-ideal, pelos polinômios 

Na sequência, descreveremos o caso para K finito de char(K)≠2.
Teorema 4: Se K é um corpo finito com lKl = q elementos e char(K)≠2, então TSca 

(Uj2(K)) é gerado, como um TZ2
-ideal,, pelos polinômios

4.3 A Graduação Clássica
Nesta subseção, descreveremos o conjunto TCla (Uj2(K)) de todas as identidades 

polinomiais Z2-graduadas para Uj2(K) com a graduação clássica. As demonstrações dos 
resultados desta subseção são um tanto extensas e podem ser encontradas em [5].

O próximo resultado descreve TCla (Uj2(K)) para o caso em que K é um corpo infinito 
de char(K)≠2.

Teorema 5: Se K é um corpo infinito de char(K)≠2 então TCla (Uj2(K)) é gerado, como 
um TZ2

-ideal, pelos polinômios 

Na sequência, descreveremos o caso para K finito de char(K)≠2.
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Teorema 6: Se K é um corpo finito com lKl = q elementos e char(K)≠2, então TCla 
(Uj2(K)) é gerado, como um TZ2

-ideal,, pelos polinômios

Para finalizar o texto, destacamos que o estudo das identidades ordinárias de Uj2(K) 
(em outras palavras, as identidades Z2-graduadas para a graduação trivial) sobre qualquer 
corpo K de char(K)≠2, foi iniciado em [6] e concluído, recentemente, em [4].
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