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CAPITULO 9

IDENTIDADES POLINOMIAIS Z,-GRADUADAS
PARA A ALGEBRA DE JORDAN DAS MATRIZES
TRIANGULARES SUPERIORES 2x2

Data de aceite: 01/03/2022
Data de submissdo: 23/02/2022

Mateus Eduardo Salomao
Universidade Federal de Sao Carlos —
Departamento de Matematica

Séo Carlos — SP
http://lattes.cnpq.br/9042467665583924

Evandro Riva

Universidade Federal de Séo Carlos —
Departamento de Matematica

Sao Carlos — SP
http://lattes.cnpq.br/4157173099755399

RESUMO: Este artigo aborda o conceito de
algebras de Jordan e de suas identidades
polinomiais. Mais ainda, apresenta a classificagcao
de todas as Z,-graduagbes n&o triviais para a
algebra das matrizes triangulares superiores
2x2 com entradas em um corpo de caracteristica
diferente de 2, bem como apresenta uma base
formada pelas identidades polinomiais Z-
graduadas para todas estas Z,-graduacées.
PALAVRAS-CHAVE: Algebras de Jordan,
Graduagoes, Identidades Polinomiais.

Z,-GRADED POLYNOMIAL IDENTITIES
FOR THE JORDAN ALGEBRA OF 2x2
UPPER TRIANGULAR MATRICES

ABSTRACT: This article addresses the concept
of Jordan algebras and their polynomial identities.
Furthermore, it presents the classification of all

O fortalecimento do ensino e da pesquisa cientifica da matematica 2

non-trivial Z,-gradings for the algebra of upper
triangular matrices with entries in a field of
characteristic different from 2, as well as presents
a basis formed by the Z-graded polynomial
identities for all these Z-gradings.
KEYWORDS: Jordan algebras,
polynomial identities.

Gradings,

11 INTRODUGAO

O conceito de identidades em uma
estrutura algébrica € bastante geral. As
leis de comutatividade, associatividade
e distributividade dos numeros reais que
aprendemos no ensino basico, sdo exemplos de
identidades. Vagamente falando, umaidentidade
€ uma expressao simbolica envolvendo uma ou
varias operagbes e uma ou varias variaveis,
que é identicamente satisfeita quando as
variaveis sdo substituidas por elementos de
uma estrutura algébrica. Neste contexto, surge
a teoria de Pl-algebras, que estuda identidades
polinomiais para as algebras, que séo estruturas
de significativa importancia na Teoria de Anéis.
O estudo de Pl-algebras é algo de grande
relevancia, pois as identidades polinomiais dao
informacgdes significativas a respeito da algebra
em questéo.

Neste artigo, explanaremos a respeito
de identidades polinomiais Z,- graduadas para
a algebra de Jordan das matrizes triangulares
superiores 2x2 com entradas em um corpo
(finito ou infinito) de caracteristica diferente de
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2. Tais identidades foram descritas em [5] e [6].

Para um estudo mais detalhado a respeito de identidades polinomiais, indicamos as
referéncias [1], [2] e [3].

Ao longo de todo o texto, K denotara um corpo de char(K)#2 , onde char(K) denota a
caracteristica de K. Além disso, todas as algebras consideradas serédo sobre K. Mais ainda,
denotaremos a cardinalidade de K por | KI.

21 ALGEBRAS DE JORDAN

Nesta secédo, vamos definir alguns conceitos e propriedades referentes a estrutura
de uma algebra de Jordan, que é uma classe muito importante de algebras. Iniciamos com
a definicao de associador.

Definicao 1 (Associador): Seja Auma algebra e a, b, ce A, dizemos que

(a, b, c)=(ab) c- a (bc)

€ o0 associador de a, b e ¢, nesta ordem.

Na sequéncia, definimos a estrutura de algebra de Jordan.

Definicdo 2 (Algebra de Jordan): Uma algebra comutativa A & chamada de algebra
de Jordan se

(a3, b, a)=0

para todos q, b, € A.

Podemos criar uma algebra de Jordan a partir de uma algebra associativa como
segue: se A é uma algebra associativa, equipada com o produto -, entdo o espaco vetorial
A equipado com um novo produto o, chamado produto de Jordan, que é definido por

a-b=(1/2) (a-b+b-q),

onde a, b e A, € uma algebra de Jordan, denotada por A®.

Por fim, definiremos identidade polinomial para algebras de Jordan. Os polinémios
em questao, sdo elementos da algebra de Jordan unitaria livre, livremente gerada por um
conjunto de variaveis X, que é denotada por J (X).

Definicao 3 (Identidade Polinomial): Sejam A uma éalgebra de Jordan unitaria e
f=f(x,,....x,) € J (X). Dizemos que f € uma identidade polinomial para A se

f(a,...a)=0

para todos a,,...,a, € A. Denotamos por T(A) o conjunto das identidades polinomiais

de A. Se T (A) ={0}, dizemos que A é uma Pl-algebra.

31 A ALGEBRA DE JORDAN DAS MATRIZES TRIANGULARES SUPERIORES

Nesta secéo, definiremos e apresentaremos algumas propriedades da algebra de
Jordan Uj,(K). Esta algebra é nosso objeto de estudo ao longo deste artigo. Antes de definir
Uj,(K), precisamos relembrar alguns conceitos e fixar algumas notagées. Denote a algebra
associativa unitaria das matrizes triangulares superiores n x n com entradas em K munido

O fortalecimento do ensino e da pesquisa cientifica da matematica 2 Capitulo 9 m



coma operagéo usual de produto por UT (K). Destacamos nesta algebra a matriz unitaria
e cuja entrada (i, j) é igual a 1 e as demais entradas séo iguais a 0.

Definicédo 4 (A algebra de Jordan Uj,(K)): A algebra de Jordan Uj,(K) é o espago
vetorial Uj,(K) munido com o produto de Jordan o.

Antes de prosseguir, relembramos brevemente que uma algebra de Jordan A
é G-graduada, onde G um grupo qualquer, se A pode ser escrita como soma direta de

subespagos vetoriais

tais que A A, CA , paratodos g, he G.

-

Por simplicidade,g denotaremos

1=¢,+6e,, a=e,-e, € b=e,

Observe que o conjunto {1, a, b} € uma base Uj, (K).No artigo [6], Koshlukov e
Martino descreveram todas as possiveis Z-graduagdes da algebra de Jordan Uj, (K).
Destacamos este fato na sequéncia de resultados abaixo.

Lema 1: Escrevendo j = Uj, (K), temos que as seguintes decomposigoes j=j,  J,
séo Z,-graduagbes de j, onde Z, ={0, 1}

1. A graduagé@o associativa: jy=K Kb, j, = Ka.

2. A graduagéo escalar: j = K, j,=Ka  Kb.

3. Agraduagdo classica: j=K  Ka, j, = Kb.

Aqui, identificamos K com as matrizes escalares em j.

A proxima proposicdo garante que as unicas Z,-graduagbes de Uj,(K) séo as trés
descritas no lema anterior. A demonstracéo de tal resultado pode ser encontrada em [6,
Proposition 4].

Proposicado 1: As trés graduagdes do Lema 1 sdo, a menos de isomorfismos

graduados, as unicas Z,-graduagdes néo triviais em Uj,(K).

41 IDENTIDADES Z,-GRADUADAS PARA UJ,(K)

Nesta se¢éo, descreveremos todas as identidades polinomiais Z,-graduadas para a
algebra de Jordan UJ,(K) conforme as Z-graduagbes apresentadas no Lema 1.

4.1 A Graduacao Associativa

Nesta subsecéo, descreveremos o conjunto T,  (Uj,(K)) de todas as identidades
polinomiais Z,-graduadas para Uj,(K) com a graduag&o associativa. As demonstra¢es dos
resultados desta subsec¢éo sdo bastante longas e podem ser encontradas em [5].

O primeiro resultado descreve T, (Uj,(K)) para o caso em que K & um corpo infinito
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de char(K)#2.
Teorema 1: Se K'é um corpo infinito de char(K)#2 entdo T,_ (Uj,(K)) é gerado, como

SS

um T,,-ideal, pelos polinémios

1Y Y3) (2L Y0 Y2) (21, V10 22), (21,75, 23) € (2125, 23,24).

Na sequéncia, descreveremos o caso para K finito de char(K)#2.
Teorema 2: Se K & um corpo finito com |KI=q elementos e char(K)#2, entéo T,_

(Uj,(K)) € gerado, como um T -ideal,, pelos polinbmios

1, Y2, Y3), (20, Y1, V2D (20, Y1, 22), (24, 23, 23), (2125, 23, Z4),
O =) —v2)2! — 21 e (3 —w1)z

4.2 A Graduacao Escalar

Nesta subsecéo, descreveremos o conjunto T (Uj,(K)) de todas as identidades
polinomiais Z,-graduadas para Uj,(K) com a graduagio escalar. As demonstracdes dos
resultados desta subsec¢éo sdo um tanto extensas e podem ser encontradas em [5].

O proximo resultado descreve T, (Uj,(K)) para o caso em que K € um corpo infinito
de char(K)#2.

Teorema 3: Se K é um corpo infinito de char(K)#2 entéo T, (Uj,(K)) é gerado, como
um Tzz-ideal, pelos polinbmios

01, Y2, ¥3), @Z,y1.92), V1,.21,22) e z1(23,23,24).

Na sequéncia, descreveremos o caso para K finito de char(K)#2.
Teorema 4: Se K € um corpo finito com IKl = q elementos e char(K)#2, entéo T,
(Uj,(K)) é gerado, como um Tzz-ideal,, pelos polinémios

1 Y2,¥3), (20, y1,Y2), (1, 21, 22), Z1(Zz;Zg;Z4);Ylll -y € (Z‘f - ZI)ZZ-

4.3 A Graduacao Classica

Nesta subsecéo, descreveremos o conjunto T, (Uj,(K)) de todas as identidades
polinomiais Z,-graduadas para Uj,(K) com a graduacgéo classica. As demonstragdes dos
resultados desta subsec¢&o sdo um tanto extensas e podem ser encontradas em [5].

O proximo resultado descreve T, (Uj,(K)) para o caso em que K é um corpo infinito
de char(K)#2.

Teorema 5: Se K'é um corpo infinito de char(K)#2 entéo T, (Uj,(K)) é gerado, como
um Tzz-ideal, pelos polinbmios

Guy2ays) 7z, e (V1,71 Y2).

Na sequéncia, descreveremos o caso para K finito de char(K)#2.
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Teorema 6: Se K é um corpo finito com IKI = g elementos e char(K)#2, entéo T,
(Uj,(K)) é gerado, como um Tzz-ideal,, pelos polinémios

(}’1;3/2;,3/3), leZr (y1;z1,y2) e qu - yl'

Para finalizar o texto, destacamos que o estudo das identidades ordinarias de Uj,(K)
(em outras palavras, as identidades Z,-graduadas para a graduac&o trivial) sobre qualquer
corpo K de char(K)#2, foi iniciado em [6] e concluido, recentemente, em [4].
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