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CAPITULO 7
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RESUMO: Este trabalho apresenta uma
pesquisa bibliografica a respeito da teoria de
estabilidade de Lyapunov e suas consequéncias
na fundamentagéo da teoria classica e moderna
de controle. Neste sentido, tem-se 0 objetivo de
mostrar a eficiéncia da metodologia moderna
de analise e sintese de controladores, baseada
em desigualdades matriciais lineares — LMIs
(Linear Matrix Inequelities), com a exigéncia de
taxa de decaimento. Para confirmar a eficiéncia
da metodologia apresentada foi projetado um
sistema de controle para o sistema Shake Table
Il + Active Mass Dumper 1, desenvolvido pela
Quanser. O sistema & um prot6tipo de prédio de
um andar sofrendo oscilagOes laterais, simulando
a acdo de um terremoto. As simulagdes
numéricas apresentadas foram realizadas no
software MATLAB e evidenciam a eficiéncia da
metodologia apresentada.

PALAVRAS-CHAVE: Desigualdades Matriciais
Lineares — LMIs, Estabilidade de Lyapunov,
Sistemas Lineares, Terremotos.
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ABSTRACT: This work presents a bibliographical
research about the Lyapunov stability theory
and its consequences in the foundation of the
classical and modern theory of control. In this
sense, the objective is to show the efficiency
of the modern methodology of analysis and
synthesis of controllers, based on linear matrix
inequalities — LMIs (Linear Matrix Inequelities),
with the requirement of decay rate. To confirm
the efficiency of the methodology presented, a
control system was designed for the Shake Table
Il + Active Mass Dumper 1 system, developed
by Quanser. The system is a prototype of a one-
story building undergoing lateral oscillations,
simulating the action of an earthquake. The
numerical simulations presented were performed
in MATLAB software and evidence the efficiency
of the presented methodology.

KEYWORDS: Linear Matrix Inequalities — LMIs,
Lyapunov Stability, Linear Systems, Earthquakes.

11 INTRODUGCAO

A teoria de estabilidade por meio de
equacdes diferenciais teve inicio com Aleksandr
Mikhailovich Lyapunov (1857-1918) com a
defesa de sua tese de doutorado em 1892,
0 que vem a ser hoje o que conhecemos
como teoria de estabilidade de Lyapunov,
ou simplesmente, estabilidade no sentido de
Lyapunov. O estudo dessa teoria cresceu e
despertou um grande interesse no periodo da
Guerra Fria quanto a andlise de estabilidade e
sintese de controladores para o movimento de
espagonaves e misseis, regidos por equagoes
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diferenciais fortemente néo lineares. Surge assim, a chamada teoria classica de controle.

Conforme afirma (OGATA, 2010, p.2), a partir de 1960, com a disponibilidade
dos computadores digitais surge a teoria de controle moderno. Neste contexto, surge as
desigualdades matriciais lineares — LMIs (Linear Matrix Inequalities) que é basicamente
uma releitura do Teorema de Lyapunov. Recentemente as LMIs tem sido muito utilizadas
para resolver problemas de sistema de controle de ordem teérica, académica e pratica,
em varias areas do conhecimento, em especial nas engenharias como pode ser visto, por
exemplo, em (SOUZA, 2013; BUZACHERO, 2014).

Este trabalho tem um objetivo de apresentar a aplicabilidade da teoria de Lyapunov,
com a utilizagédo das LMIs propostas em (BOYD et al., 1994), no controle de estabilidade de
prédios sob acéo de terremotos. Nota-se que a pesquisa € relevante, visto que em varios
locais do mundo como, por exemplo, no circulo de fogo do pacifico, localizada no norte do
oceano pacifico, & praticamente impossivel construir prédios sem levar em consideracéo
abalos sismicos, ou seja, a possibilidade de terremotos.

Assim, foram projetados e simulados dois sistemas de controle, com e sem taxa
de decaimento, para o prot6tipo de um prédio de um andar, com um controlador sob esse
andar, o sistema Shake Table Il + Active Mass Damper 1 (QUANSER, 2012).

Este trabalho esta organizado da seguinte forma: na se¢éo 2, é realizado um breve
estudo da estabilidade no sentido de Lyapunov; em seguida, na secdo 3, é definido o
conceito de LMIs seguindo a linha de (BOYD et al., 1994) e, depois, na sec¢éo 4, utiliza-se
0 conceito de estabilidade de Lyapunov para estabelecer condi¢cbes, baseadas em LMiIs,
que garantem a estabilidade de um sistema linear de equacgdes diferencias. O projeto de
um sistema de controle para o dispositivo Shake Table Il + Active Mass Damper 1, e as
simulagdes computacionais do mesmo s&o apresentadas na sec¢do 5. Por fim tecemos
nossas consideracdes finais.

21 ESTABILIDADE DE LYAPUNOV

De acordo com Lyapunov, o termo estabilidade esta relacionado com a capacidade
de um determinado ponto atingir um equilibrio.
Considere o sistema linear auténomo:

(1)
O ponto de equilibrio do sistema (1) € um ponto tal que .
Definicdo 2.1: Diz-se que um ponto de equilibrio x,, do sistema (1) é estavel no
sentido de Lyapunov se, para todo € > 0 existe 6=5(¢) > 0 tal que, para toda condigdo
inicial x, - x(0)

Collection: Applied civil engineering 2 Capitulo 7 “



Definicdo 2.2: Diz-se que um ponto de equilibrio x,, do sistema (1) & globalmente
assintoticamente estavel, no sentido de Lyapunov, se ele for estavel e, além disso, para
todo tem-se

Ao considerar um sistema linear, presume-se que existe apenas um ponto de
equilibrio, a origem. Logo, se um sistema for estavel, tera um ponto de equilibrio globalmente
assintoticamente estavel, pois suas solu¢des convergirdo para a origem.

Teorema 2.1: Uma condicdo necessaria e suficiente para que o estado de equilibrio
x =0, do sistema (1), seja globalmente assintoticamente estavel é que exista uma matriz P,

simétrica definida positiva (P > 0), tal que:
(2

2.1 Desigualdades Matriciais Lineares

Definicao 2.3: Uma Desigualdade Matricial Linear - LMI € uma expresséao da
forma:

em que x = (X,, X,, ... , X,) € 0 vetor de variaveis de deciséo; , sao
matrizes constantes simétricas, ou seja,

Um exemplo de LMI com variavel matricial € a desigualdade de Lyapunov, dada em
2).

Nem todo resultado da teoria de controle aparece diretamente na forma de LMI, como
a equacao de Lyapunov. Mas algumas ferramentas da algebra matricial ajudam a transpor
estes resultados para uma formulagéo de desigualdades matriciais lineares (ALVES, 2017).

31 ESTABILIDADE DE SISTEMAS LINEARES REALIMENTADOS VIA LMI

Considere o sistema linear invariante no tempo descrito na forma de espaco estado,

(4)
sendo o vetor de estado, amatrizde entrada e
o vetor de entrada do sistema. Agora, assumindo que todos os estados estejam disponiveis
para realimentagcdo, uma lei de realimentacédo dos mesmos pode ser dada por:
(5)
sendo K uma matriz controladora de elementos contantes com
Substituindo (5) em (4), tem-se o seguinte sistema com caracteristica de

realimentacéo de estado:

(6)

Collection: Applied civil engineering 2 Capitulo 7



Teorema 3.1: Uma condigdo necessaria e suficiente para que o estado de equilibrio
X = 0, do sistema realimentado (6), seja assintoticamente estavel é que exista uma matriz ,
simétrica positiva definida, tal que:

@)
8
se as LMlIs (7) e (8) forem factiveis o ganho do controlador é dado por K = MX".
3.1 Taxa de Decaimento Para Sistemas Com Realimentacédo de Estados

Um indice de desempenho que normalmente se exige de um sistema controlado é a
velocidade de resposta que o sistema oferecera, essa resposta esta associada com a taxa
de decaimento a.

Teorema 3.2: O sistema linear realimentado (6) é quadraticamente estabilizavel,
com taxa de decaimento maior ou igual a a se, e somente se, existe uma matriz simétrica

definida positiva e uma matriz , tais que, as seguintes LMIs sdo
factiveis.
9)
(10)

Se as LMIs (9) e (10) forem factiveis o ganho do controlador é dado por K = MX"'

41 SISTEMA SHAKE TABLE Il + ACTIVE MASS DAMPER 1

Em determinados lugares é comum a ocorréncia de terremotos, principalmente em
regides proximas aos limites de placas tectdnicas, deixando uma enorme destruicdo onde
ocorre.

Apds uma parceria entre a QUANSER e a Univerdidade Consortium em Instructional
Shake Tables (UCIST) foi desenvolvido o Shake Table Il + Active Mass Damper 1, um
sistema que permite simular os tremores provocados por um terremoto em um protétipo de
um prédio. A partir de simulagdes como esta é possivel desenvolver sistemas de controle e
estabilidade para atuarem em prédios reais sob a acgédo de terremotos.

Collection: Applied civil engineering 2 Capitulo 7



Figura 1 - Shake Table Il + Active Mass Damper; Representacdo esquematica do sistema.

Fonte: (QUANSER, 2012).

O Active Mass Damper 1 (ADM-1) simula um prédio de um andar. E composto
por duas paredes laterais em metal e no topo encontra-se o objeto de controle. Este
objeto consiste em uma massa acoplada a um sistema de cremalheira que possibilita o
deslocamento horizontal da mesma, simulando um sistema massa mola.

A Shake Table Il consiste basicamente em um simulador de terremotos, composto
por uma base acoplada a um motor que movimenta um eixo e uma segunda base, chamada
de primeiro estagio que é acoplada a base por meio de trilhos laterais.

O sistema pode ser representado matematicamente da seguinte maneira:

Desse modo, X,(t) representa o deslocamento do carro, Xf(t) o deslocamento do
piso superior, suas respectivas velocidades séao , € a forca exercida pelo
controlador f . seja a entrada de controle.

Assim, tem-se que:
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Na Tabela (1) apresentam-se os valores das constantes do sistema ADM-1.

Descricao Representacéao Valor
Tens&o do motor v, -
Resisténcia de armadura do motor (w) R, 2,6
Constante de torque do motor (N.m/A) K. 0,00767
Eficiéncia eletromecénica do motor N, 1
Constante de eficiéncia do motor (V.s/rad) K, 0,00767
Eficiéncia do redutor planetario N, 1
Altura do patamar superior (m) H, 0,5334
Massa do patamar superior (kg) M , 1,38
Constante da mola para a modelagem (N/m) K, 500,9
Inércia do rotor (kg.m?) i 3,9x 107
Massa total do carro (kg) A 0,85
Relacéo da engrenagem K, 3,71
Raio do pinhao lrp 6,5x 103
Coeficiente de amortecimento viscoso (N.s/m) B, 3
Tabela 1 — Pardmetros do ADM 1.
Fonte: (QUANSER, 2012).
Como F, depende de opta-se por fazer com que a entrada seja a tenséo

do motor Vm. Logo, tem-se as matrizes A e B, de acordo com a Tabela (1), da seguinte

maneira:
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(1)

Desse modo, o sistema pode ser escrito como em (4), ou seja,
(12)

sendo

4.1 Simulacdes numéricas: Massa Ativa

Segundo o Active Mass Damper - One Floor: Instructor Manual (QUANSER,
2012), o deslocamento maximo do controlador no sistema deve ser de 8cm, equivalente
a 0,08m. J& o sinal de controle tem a voltagem maxima igual a 10V. Por n&o ter acesso
ao sistema em questéo, as simulacdes foram realizadas levando em consideracéo apenas
um deslocamento inicial do piso superior de 7 centimetros para a direita do observador,
sem levar em consideragéo a atuacdo de um terremoto propriamente dito. Os testes foram
realizados respeitando os limites do aparelho e, portanto, foi considerada a seguinte
condicéo inicial

As simulagdes realizadas a seguir foram frutos da execuc¢éo de cddigos de comando
no sotware MATLAB/Simulink, em conjunto com a utilizagdo da linguagem do YALMIP
(LOFBERG, 2004), com o solver SeDuMi (STURM, 1999).

Foi analisado o comportamento do sistema sem a atuacdo do controlador e com
a atuacdo do mesmo em conjunto com um valor para a taxa de decaimento, a fim de
minimizar o tempo de resposta do sistema, ou seja, diminuir o tempo necessario para
que o mesmo atinja a estabilidade. Considerando as matrizesedadas em (11), assim como
resolvendo as LMIs (9) e (10) obtidas no Teorema (3.1), obteve-se dois resultados: na
situacdo em que o ganho do controlador é desconsiderado, admite-se que a entrada; ja no
outro caso, obteve-se a seguinte matriz de controle:

A resposta do sistema pode ser vista na Figura (4).
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Figura 4 - Deslocamento do carro X, deslocamento do piso Xf e tenséo do motor V _ do sistema
controlado, com taxa de decaimento o = 3,3 e sem controle, considerando a condicéo inicial x(0) = [0
0,07 0 OJ"

Fonte: Autor.

Como observado, a melhor resposta do sistema ocorre com taxa de decaimento ,
onde o deslocamento do carro atinge seu ponto de equilibrio em menos de 1 segundo de
simulagéo, e o deslocamento do piso superior atinge seu equilibrio em um tempo inferior a
1 segundo de simulagdo também. Observa-se ainda que ha um custo ao utilizar a taxa de
decaimento, ja o sinal de controle atinge seu valor maximo, 10V, mas segue respeitando as

especificacdes do produto analisado.

51 CONSIDERAQ()ES FINAIS

Este trabalho, que envolve duas grandes areas da ciéncia como a Matemética e a
Engenharia, apresentou a analise e o projeto de um sistema de controle, baseado em LMIs,
para o sistema Shake Table Il + Active Mass Damper 1 (QUANSER). A técnica que utiliza
LMIs é moderna e é fundamentada na teoria de estabilidade de Lyapunov.

A atuacao da melhor configuracédo para o sistema, respeitando suas especificages,
pode ser visto na Figura (2). Nessas condig¢des, observa-se que o tempo necessario para
o sistema controlado, com taxa de decaimento o = 3,3, entre em equilibrio é cerca de
sete vezes menor do que o tempo gasto sem o uso do controlador, confirmando, assim, a
importancia e/ou vantagem de se utilizar o controlador com esse ganho de desempenho.

Vale ressaltar que, por se tratar de uma pesquisa bibliografica, esses resultados sao
introdutdrios e ja existem muitos outros indices de desempenhos estabelecidos como, por
exemplo, H, e, H,, além da possibilidade de se impor restricbes na entrada e na saida do
sistema e projetar controle robusto, isto €, um controlador que tem um bom desempenho
mesmo considerando incertezas no sistema de equagdes diferenciais (incertezas na
planta). Mas, o objetivo do trabalho foi explicitar a importancia da teoria de estabilidade de
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Lyapunov na fundamentacéo de toda a técnica moderna de andlise e sintese de controle,
com aplicagbes em varias areas do conhecimento.
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