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RESUMO

Neste trabalho apresentamos um resultado para grupos da forma G = H @ K, com (exp(H),
exp(K)) = 1. Provamos sob certas hipéteses que, se para todas sequéncias T em F(G) de
tamanho constante I T| = a, com soma zero na componente H e soma constante em K tem-
se que lsupp(¥(T))l = 1, onde ¢ representa a funcdo proje¢cdo de G em K. Fazemos uma
classificagéo para a estrutura de todas as sequéncias de G'= C2 de tamanho s(G') — 1 que
ndo possuem subsequéncias de tamanho exp(G) e soma zero. Dado o grupo abeliano finito

de posto quatro, G = C} @ C2, com o resultado anterior tem-se:
29=s(C3® C3)=<31.
Também apresentamos o valor exato para s(G), onde G = C3 @ C?, mais precisamente,
s(C3@ C?2)=25.

Por fim melhoramos a cota superior da familia de grupos abelianos G = C% @ C,, com
(n,3)=1e n=7. Obtemos que

s(C3® C)=<6n+12.
PALAVRAS-CHAVE: Soma Zero, Constante EGZ, Grupos Abelianos Finitos.




ABSTRACT

In this work we present a result for groups of the form G = H @ K, with (exp(H), exp(K)) = 1.
We prove under certain hipotheses that, if for all sequence T in F(G) of constant length

IT| = a, with sum equal to zero in the component H and constant sum in the component Kwe
have Isupp(¥(T))I =1, where ¢ represents the projection function from G to K.

We obtain a classification for the structure of all the sequences of G' = C?2 of length s(G) - 1
that do not have subsequences of length exp(G) and sum equal to zero. Given the finite
abelian group of rank four G = C} @ C?, using the previous result we have:

29=s(C3® C3) =31.
We also present the exact value of s(G), where G= C3 & C?%, more precisely,
s(C3@ C2) =25.

Finally we improve the upper bound of the family of abelian groups G = C% ® C,, with
(n, 3) =1 and n=7. We obtain that

s(CS® C)<6n+12.
KEYWORDS: Zero sum, EGZ constant, Finite Abelian Groups.



INTRODUGAO

Uma das areas de pesquisa na Teoria de Numeros € o estudo de problemas de
soma zero, o qual sera o objeto de estudo desta tese. Estes problemas séo de certa forma
um tipo de problema de combinatéria sob a estrutura de um grupo, mais precisamente,
dado um grupo G e um numero positivo n, procuramos pelo menor inteiro k tal que para

toda sequéncia de elementos em G de tamanho k contém n termos cuja soma é zero em G.

Um resultado classico desta area é um teorema de 1961 (Ver [2]) de Paul Erdos,
Abraham Ginzburg, e Abraham Ziv. Eles demonstraram que, se G € o grupo ciclico finito G
= Z/Z, de expoente n, entdo toda sequéncia de tamanho k = 2n - 1 tem uma subsequéncia
de tamanho n e soma zero. Este resultado estimula a definir a seguinte constante: Dado um
grupo G abeliano, finito e com exp(G) = n, seja s(G) o menor inteiro /tal que, toda sequéncia
de elementos em G de comprimento maior de que ou igual a /, contém uma subsequéncia
de tamanho exatamente n de soma zero (aqui sempre que dizemos soma zero, significa
que a soma sera o elemento neutro do grupo). Esta constante é conhecida por constante
EGZ, em homenagem a Paul Erdds, Abraham Ginzburg, e Abraham Ziv.

Neste mesmo periodo temos a influéncia de um grande estudioso da Teoria dos
nameros, Harold Davenport (1907-1969). Uma das importantes definicdbes dentro dos
problemas de soma zero ganhou seu nome: Seja G um grupo abeliano finito, a constante
D(G) é o menor inteiro positivo / tal que para toda sequéncia de elementos em G de
comprimento maior ou igual a /, esta sempre possui uma subsequéncia de soma zero
Este nimero é denominado constante de Davenport. Observe que esta constante sempre
existe, pois a soma de todos elementos do grupo € uma soma zero.

Davenport, no ano de 1966 em uma conferéncia levantou a seguinte questao:

Seja R o anel dos nimeros inteiros de um corpo de numeros algébricos F, qual é o
nuamero maximal de classes de ideais primos (contando a multiplicidade) na decomposicao
em ideais primos de aR para um inteiro irredutivel a em R?

Em 1969, J. Olson (ver [6] ) no trabalho intitulado por A combinatorial problem on
finite Abelian groups I, apresentou o valor para a constante de Davenport para p-grupos

abelianos finitos, mais especificamente ele mostrouquese G=C, ® C, ®--- G, , com

»
nr

nln, - -ln éum p-grupo, entdo a constante de Davenport D(G) é dada por

DG =1+3 (n-1).

i=

Ainda no ano de 1969, em outro trabalho, J.Olson (ver [7] ) mostra que em todo
grupo abeliano finito da forma C, & C_com nlm tem-se

D(G =m+n-1.
No ano de 1973, temos um importante artigo em alem&o, escrito por Heiko Harborth
(Ver [8]) em que se demonstra a desigualdade:



(n-1)2'+1=<s(C) = (n-1)n + 1.

Observe que deste resultado obtém-se o valor exato da constante EGZ para
2-grupos finitos:

S(C) =27+ 1.

Neste mesmo artigo temos varios outros resultados interessantes, em algum deles
temos uma nova constante que denotamos neste trabalho por g(G). Esta constante é dada
pelo menor valor t (inteiro positivo) tal que toda sequéncia S em G livre de quadrados, (ou
seja, uma sequéncia que ndo ha repeticao de elementos) contém uma subsequéncia de
soma zero e comprimento exp(G). Esta nova constante € uma versao da constante s(G),
mas para sequéncias livre de quadrados, assim obviamente sempre vale que g(G) < s(G).

Neste trabalho de Heiko Harborth temos uma importante relagédo entre as constantes
s(G) e g(G) quando o grupo G é da forma G = C}. Ela é dada por:

s(Cl) =2g(Cl) - 1.

Ainda neste trabalho Harborth calcula o valor de g(G) para alguns 3-grupos, ele
mostra por exemplo que

g(C2) =56 g(C3 =10.

Ja em 1983 temos a contribuicdo de Kemnitz ([9]) que encontra o valor exato para
9(G) para o caso em que G é ciclico, ele mostra que vale

n, se n é impar
9(C) ={ )
n+1, se n é par.

Note que o caso em que a constante g(G) € n + 1, significa que ndo existe nenhum
conjunto com a propriedade desejada. De modo mais geral, &€ conhecido (Ver [10, Lemma
10.1]) que g(G) = IGl + 1 se, e somente se, G é 2-grupo abeliano elementar ou um grupo
ciclico de ordem par. Além desse resultado Kemnitz também conseguiu encontrar o valor
de g(G) para alguns grupos de posto dois, especificamente ele mostrou que g(Cf)) =2p-1
para p € {3, 5, 7} e em [12] Gao, Geroldinger e Schmid mostram que g(C2) = 2p - 1 para
todos os primos p = 47. Nesta mesma direcdo Gao e R. Thangadurai em [11] mostraram
que g(G?) =9 e fizeram a seguinte conjectura:

2n, se n é impar
9(C?) = )
2n+1, se n é par.

Ha muito o que fazer com relagdo a constante g(G). Por exemplo, ainda néao é



possivel até o presente momento determinar o valor desta constante para todos os grupos
de posto 2, apenas para algumas familias especificas. Das constantes citadas até o

momento g(G) é a que apresenta um menor nimero de resultados demonstrados.

Em 2007 temos o importante artigo de C. Reiher (Ver [16]) em que se demonstra o
valor da constante s(G) para todos os grupos abelianos de posto 2.

Ele demonstra que, se G= C, & C_com nlm tem-se

s(C,® C,)=2m+2n-3.

Infelizmente ainda ndo ha um resultado geral como este para grupos de posto

maiores ou iguais a trés.

Além do estudo de sequéncias que possuem subsequéncias de soma zero de
um determinado comprimento, ha também um esforco no sentido contrario, ou seja, de
determinar a estrutura de sequéncias que nao possuem tais subsequéncias. Temos o
seguinte resultado neste sentido para grupos ciclicos:

Lema 0.0.1. [4, Lemma 2.4] Seja G um grupo ciclico de ordem n = 2. Seja S uma
sequéncia de G de tamanho|S| = s(G) — 1. Entao as seguintes afirmagbes sdo equivalentes:

a) S ndo tem nenhuma sequéncia de soma zero e tamanho n.
b) S = (gh)™" onde g, h € G com ord(g — h) = n.
Vamos utilizar nesta tese a maior parte dos resultados citados acima, além de

alguns outros que aparecerdo no decorrer do trabalho. Para maior compreensdo do

desenvolvimento das ideias, dividimos a tese em quatro capitulos.

No primeiro capitulo apresentamos definicbes e notagbes que serdo utilizadas ao
longo do trabalho e também varios resultados ja demonstrados. Apresentamos também
alguns valores ja conhecidos para as constante relacionadas a problemas de soma zero e

algumas cotas existentes.

No capitulo dois apresentamos um resultado para grupos da forma G= H ® K, com
(exp(H), exp(K)) = 1. Provamos sob certas hipdteses que, se para todas sequéncias T em
F(G) de tamanho constante IT | = a, com soma zero na componente H e soma constante
em Ktem-se que Isupp(¥(T))l =1, onde ¥ representa a fungéo projecéo de G em K.

No capitulo trés comegamos com um teorema onde apresentamos uma classificacao
para a estrutura de todas as sequéncias de G = C2 de tamanho s(G) — 1 que n&o possuem
subsequéncias de tamanho exp(G) e soma zero. Este resultado nos permite encontrar
limitantes inferior e superior para o grupo de posto quatro, G = C% & C%, encontramos 0s

seguintes valores:

29=s(C3® C3) =31.

Observe que as cotas estdo bem proximas, faltando pouco para chegar no valor



exato de s(G). Também conseguimos o valor exato para s(G), onde G = C$ @ C?%, mais
precisamente, concluimos que s(C% @ C%) = 25. Conseguimos também com o auxilio
do programa GAP-Groups, Algorithms, Programming (um programa desenvolvido para
célculos em Algebra discreta com énfase em desenvolvimento de computagéo em teoria
de grupos) classificar no grupo G = C?2 todas as sequéncias de tamanho s(G) - 2 livre de
soma zero e tamanho exp(G).

Ja no quarto e ultimo capitulo melhoramos a cota superior da familia de grupos
abelianos G=C%® C,com (n, 3) =1 e n=7. Sabe-se de [14, Lemma 4.2.5] que se Kc G
com exp(G) = exp(K)exp(G/K) , entdo

s(G) = (s(K) - 1) exp(G/K) + s(G/K).
Utilizando este resultado conclui-se que s(C5®C,) < 6n+13, conseguimos diminuir
esta cota em uma unidade, ou seja, mostramos neste capitulo que
s(C2 C)=6n+12.

Este Gltimo resultado foi obtido principalmente do fato de conhecermos os valores
de g(C?) =10 e também do fato que s(C)) =2n - 1.

A obtencao de resultados mais precisos para as constantes s(G), n(G), g(G) e D(G)
envolve a solucdo de problemas combinatérios complexos. Isso se reflete na escassez de
resultados para grupos abelianos finitos quaisquer. Outra consequéncia € que mesmo uma
pequena melhora em cota existente demanda grande esforco técnico e computacional.



ALGUNS RESULTADOS CONHECIDOS SOBRE PROBLEMAS DE
SOMA ZERO

O nosso interesse neste trabalho é estudar, dentro da estrutura de grupos abelianos
finitos sequéncias finitas de seus elementos. Mais especificamente, procuramos informacgées
sobre sequéncias que possuam subsequéncias de tamanho especifico cuja soma seja
zero no grupo. Apresentamos neste capitulo algumas definicbes e alguns resultados
relacionados a problemas de soma zero. A maioria dos resultados expostos neste capitulo
séo bem conhecidos, motivo pelo qual muitas das suas provas serdo omitidas.

Seja G um grupo abeliano finito, entdo pelo Teorema Fundamental dos Grupos
abelianos G é isomorfo ao grupo

z,®- ez,
onde n,Inl - - -In = n, onde né o expoente do grupo e r é o posto.

Uma sequéncia Sem G é dada por g,g, - - - g, onde g, € G para todo i € [1, /. Em

I
alguns momentos também vamos escrever a sequéncia S na forma de produto, da seguinte

forma:

onde vg(S) nos da a multiplicidade de g em S. Se vg(S) <1 para todo g € G entao
dizemos que a sequéncia S é livre de quadrados.

O conjunto de todas as sequéncias, que denotamos por F(G), € um monoide
abeliano,onde a multiplicagdo de duas sequéncias S=11_, 9%’ e S =11, g"®) é dada
por

8.8'= [1g"ao+%(s)

geG

Lembrando que um mondide é um conjunto ndo-vazio com uma operagao binaria,
fechada, associativa com elemento neutro. No caso do conjunto F(G), o elemento neutro é
dado pela sequéncia vazia.

Dada uma sequéncia S € F(G) dizemos que S'é uma subsequéncia de S se existir
uma sequéncia S" € F(G) tal que S= S'- S" e usamos a notagdo S"IS. Também podemos
definir o comprimento de uma sequéncia S, como

1SI= ¥ V(S)=teNg

geG
onde N, =N U {0} .
Definicéo 1.0.1. Para S = T1'_,g, definimos
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como a soma dos elementos da sequéncia S. Também definimos o conjunto
supp(S) ={g € Gl v,(S)>0}c G,

denominado de suporte de S.

A seguir definimos as principais constantes relacionadas a problemas de soma zero.

Definicao 1.0.2. Seja G um grupo abeliano finito.

- D(G) & o menor inteiro t tal que toda sequéncia S de G com |Sl = t tem uma
subsequéncia nédo vazia de soma zero. Essa constante é conhecida como cons-
tante de Davenport.

* n(G) é o menor inteiro t tal que toda sequéncia S de G com ISl = t tem uma
subsequéncia ndo vazia de soma zero e de comprimento menor de que ou igual
a exp(Q).

- s(G) é o menor inteiro t tal que toda sequéncia S de G com ISl = t tem uma sub-
sequéncia de soma zero e comprimento exatamente exp(G). Conhecida como
constante de EGZ.

*  g(G) é o menor inteiro | tal que toda sequéncia S € ‘F(G) livre de quadrados
de comprimento | S| = | tem uma subsequéncia T de soma zero e comprimento
Tl = exp(G).

O préximo teorema diz que a constante de Danvenport para p-grupos abelianos

finitos j& estd4 determinada. Este resultado foi provado por Olson e sua demonstracédo é
encontrada em [6].

Teorema 1.0.3. Se G é um p-grupo abeliano finito G = Cn1 ® - ®C, ,onde

r=r(G), entdo
D(G)=1+%(n- 1)

Agora, se o grupo em questéo é ciclico, temos os valores para as constantes D(G),
n(G) e s(G).
Teorema 1.0.4. Se G é ciclico entdo D(G) = n(G) =Gl e s(G) = 2I1Gl - 1.

No ano de 2007 Reiher (Ver [16]) mostrou que é possivel determinar a constante
s(G) para grupos da forma C?. Ele provou que s(C?) = 4n - 3.

A partir do resultado acima ele provou o caso mais geral de grupos de posto 2.

Teorema 1.0.5. Se G=C_® C, com 1 < min, entdo

s(G)=n(G)+n-1=2m+2n-3.
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Infelizmente n&o ha até o momento um resultado geral para s(G) onde G = C..
Somente alguns casos foram determinados, citamos alguns deles.

1. Seja /= 39", com a, b € N,. Entdo s(C) = 9/ - 8, em particular,
s(CG) =19 e s(C}) =37.
2. 5(C%.) = 9(3%° - 1) + 1, onde a + b =1, em particular
s(C¥) = 19.
3.5(C%.) =20(32-1) + 1, onde a =1, em particular
s(Cj) =41.
4. 5(C35) =91 e s(C5) = 225.
5.5(C%,)=8(223-1)+1,onde a=1.

6. Para todo r natural,
n(C)-2"e s(Cjy)=2"+1

Os resultados dos cinco primeiros itens acima podem ser encontrados nos artigos
de Y. Fan, W. Gao, L. Wang e Q. Zhong (Ver [17] e [18]). Ja o ultimo esta em um trabalho
de H. Harborth de 1973 (Ver [8]).

A constante g(G) € uma constante bem particular uma vez que é restrita a sequéncias
livres de quadrados com subsquéncias de tamanho exp(G). Em comparagéo com as outras
constantes citadas neste trabalho, existem menos resultados gerais relacionados a esta

constante. Citemos aqui alguns desses resultados:

1.

n, se n é impar
9(C) ={ .
n+1, se né par.

2.4(C) =5eg(C}) = 10;

3. g(Cﬁ) =2p -1 com p < 47 primo.

O primeiro resultado da lista acima é encontrado em um artigo de Kemnitz ([9]), ja
as constantes apresentadas no segundo item foram calculadas em um importante artigo

de 1973 de H. Harborth. O dltimo resultado da lista € demosntrado por Gao, Geroldinger e
Schmid em [12].

Apresentamos agora uma propriedade relativa a sequéncias de um tamanho
especifico que nao possui subsequéncias de soma zero e tamanho expoente do grupo.

Propriedade D 1.0.6. Toda sequéncia S € F(G) de tamanho |S| = s(G) — 1 que nédo
tenha nenhuma sequéncia com soma zero de tamanho n tem a forma S = T"' para alguma
sequéncia T € F(G).
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O proximo lema apresenta uma colegdo de resultados sobre relacbes existentes
entre as constantes n(G), s(G) e g(G). O leitor pode encontrar todas as demonstra¢cées em
[1, Lemma 2.3].

Lema 1.0.7. Seja G um grupo abeliano com exp(G) = n=2, S € F(G) uma sequéncia

que ndo tenha subsequéncia de soma zero e comprimento n, e seja h = max{vg(S) I g€ G}
Entao,

1. D(G) = n(G) =s(G) - n+1.

2.Seh=n-1, entdo n(G) <ISl — n+ 2. Em particular, se Sl = s(G) -1,

nG)=s(G)-n+1.
3.9(G)=<s(G) =(g(G) -1)(n-1)+1.SeG=C",comn=2ereN, e
s(G) = (g(G) - 1)(n-=1) + 1, entdo G tem a Propriedade D.

4. Se Hé um grupo abeliano finito com|Hl = h e f: [1, hl — Hé uma fungéo injetiva,
entao

m e+ 1) e HG® H)
9geEG =1

é uma sequéncia livre de quadrados que nao tem subsequéncia de soma zero e
comprimento n. Em particular, se exp(H)In, entdo g(G ® H) < s(G), e g(C!*') = s(C)).

Os proximos Teoremas apresentam resultados sobre cotas superiores e inferiores
para algumas constantes.
Teorema 1.0.8. Seja G um grupo abeliano finito com exp(G) = n= 2 e seja

G=H® (e), onde Hc G é um subgrupo e e € G com ord(e) = n. Entdo

n(G) =n+2D(H) - 2.

Teorema 1.0.9. Seja H um grupo abeliano finito com exp(H) = u = 2, e seja
G=C, ®H Sevzmax{uH +1,4lH +2u}, entdo s(G) =n(G) + exp(G) - 1

A demonstracdo do Teorema 1.0.8 é encontrada no artigo [1, Lemma 3.2] e do
Teorema 1.0.9 encontra-se em [17].

Dado um grupo G = H @ K, é interessante descobrir relagdes entre as constantes
s(G), s(H) e s(K), nesta diregéo temos os proximos dois lemas encontrados no trabalho de
A. Geroldinger (Ver [14], Lemma 4.2.4 e Lemma 4.2.5).

Lema 1.0.10. Seja ¢: G — G um homomorfismo de grupos e seja k € N

1. Se S € F(G) eS| = (k- 1)exp(G) + s(G), entdo S admite uma decomposi¢do na
forma§=SS,...5S8,0onde S, S,, ..., S, S € F(G) e paratodoi€ [1, K|, p(S)

tem soma zero e tamanho |S] = exp(G).

2.Se Se F(G) elSl = (k- 1)exp(G) + n(G), entdo S admite uma decomposicédo da
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formaS§=S8S,...5S8,onde S, S,, ..., S, S € F(G) e paratodoi€[1, k|, p(S)
tem soma zero e tamanho |S] € [1, exp(G].
Demonstragéo. 1. De fato, se paraalgum j € [0, k— 1] encontramos uma decomposi¢ao
daforma S=SS, ... SjS', onde para cada i € [1, j], ¢(S) tem soma zero e comprimento
1S] € [1, exp(K)], entéo

lo(s) = I8']= [S] - jexp(K) (k- 1 - Jexp(K) + s(K) = s(K)

e entdo a sequéncia S'tem uma subsequéncia Sj+1 tal que cp(Sm) tem soma zero e
I¢>(SI.+1)I = exp(K). O resultado segue por inducao sobre .

2. Segue a mesma ideia do primeiro item.
Lema 1.0.11. Seja K um subgrupo de G.

1. Se S € F(G) elSl = (s(K) — 1)exp(G/K) + s(G/K) entao S tem uma subsequéncia
T de soma zero e tamanho | T| = exp(K)exp(G/K). Em particular, se exp(G) = exp(K)
exp(G/K), entao

S(G) = (s(K) - 1)exp(G/K) + s(G/K).

2. Se Se F(GQ) elSl = (n(K) — 1)exp(G/K) + n(G/K) entdo S tem uma subsequéncia
T de soma zero e tamanho | T | = exp(K)exp(G/K). Em particular, se exp(G) = exp(K)
exp(G/K), entao
n(G) < (n(K) - 1)exp(G/K) + n(G/K).
Demonstragcdo. 1. Seja ¢: G — G/K o epimorfismo natural. Se K = {0} entdo o
resultado segue. Suponha entdo que K # {0}. Seja S € F(G) uma sequéncia de tamanho
ISl = (s(K) — 1)exp(G/K) + s(G/K). Pelo lema anterior podemos decompor a sequéncia S da

forma

§=8S,...5,,S,
com i € [1, s(K)], (S) tem soma zero e comprimento |S| = exp(G/K). Entédo a
sequéncia o(S,) - . .. - a(S, ) € F(K) tem uma subsequéncia V de soma zero e comprimento

IV = exp(K), podemos considerar esta sequéncia da forma

V=[1 o(S), onde I c [1, s(K)e || = exp(K).

Ent&o a sequéncia T =[1,, S, é uma subsequéncia de S de soma zero e tamanho T
= lllexp(G/K) = exp(K)exp(G/K).
2. A demonstracéo é analoga a anterior.
Em seguida, temos dois teoremas interessantes sobre a estrutura de sequéncias de
tamanho s(G) — 1 que séo livre de soma zero e tamanho exp(G). Estes resultados de certa
forma facilitam as demonstracdes em que precisamos construir sequéncias livre de soma

zero com tamanho fixo s(G) — 1.
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O primeiro resultado diz que uma sequéncia livre de soma zero e de tamanho

s(G) — 1 em um grupo ciclico tem necessariamente em seu suporte somente dois elementos.
A demonstracao deste resultado pode ser encontrada em [4, Lemma 2.4].

Teorema 1.0.12. Seja G um grupo ciclico de ordem n = 2. Seja S uma sequéncia de
G de tamanho |S| = s(G)-1. Entdo as seguintes afirmagbes sdo equivalentes:

a) S ndo tem nenhuma sequéncia de soma zero e tamanho n.
b) S =(gh)™"' onde g, h € G com ord(g - h) = n.

O Préximo teorema apresenta a estrutura de uma sequéncia livre de soma zero e
tamanho exponte de G, onde G = C},. Este resultado € demonstrado em [1, Lemma 5.2].

Teorema 1.0.13. Seja G = C; com r € N. Toda sequéncia S € F(G) de tamanho
ISl = s(G) — 1 que nao tem subsequéncia de tamanho 3 e soma zero, tem a forma S = T?
onde T é livre de quadrados em G. Reciprocamente, se T € ‘F(G) é uma sequéncia livre de
quadrados e nao tem nenhuma sequéncia de tamanho 3 e soma zero, entao T?> também
nédo tem nenhuma sequéncia de tamanho 3 e soma zero.

A préxima proposicéo, que é encontrada em [1, Proposition 3.1]. Apresentamos aqui
a demonstragcdo desta proposi¢do pois seguiremos seus passos para a construgdo de uma
sequéncia no Capitulo 3 deste trabalho, mais especificamente na se¢éo 3.3. Em seguida
temos um corolario desta proposi¢do que sera utilizado para determinar uma cota inferior
para o grupo C2 @ C?2 apresentado na se¢éo 3.1.

Proposicdo 1.0.14. Seja G=C, @ -®C, ,onder=r(G) el <n|lnl---In, e seja
(e,, &, ..., e)umabase de G com ord(e) = n, para todo i € [1, r]. Para um subconjunto
I'c[1, 1, considere e,= 3 _, e,

1. Defina
U=TT TI (e+e)™ €F@G)
ket Iefhet

entéo as seguintes afirmagbes sdo equivalentes:

(a) U ndo tem subsequéncia de soma zero;

(b)r=1o0u(r=2en,=n).

2. Seja H um grupo abeliano finito com exp(H) = n, n um multiplo de n, e T € F(H)
tal que T™' ndo tenha subsequéncia de soma zero e tamanho n. Entao a sequéncia

s=T1 (g1 (g+e)") e FG® 1)
néo tem subsequéncia de soma zero e tamanho n, entdo

S(GAHznNG®H+n-121+ |T| (n—1+zr(nl.-1).

i=
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Além disso, semeNel, |, ..., I c[1,r] sdo aos pares conjuntos distintos, com

Z,.E,u (n,— 1) = n para todo u € [1, m], entdo

5=STl{l(g+e)eF(GDH)

geT u=1
ndo tem subsequéncia de soma zero e comprimento n.

38.Se G=G@® C<comk, neN enln, entdo

s(G)zn(G)+n-1=1+2k (n—1+§r1 (n-1 )

Demonstragéo. 1. (a) = (b) Se r <2, ndo ha nada que demonstrar. Se r=3 e
n, <n, entao
U'=emm'(e,+ €)= (e,+ e )(e,+ e,+ )"

€ uma subsequéncia de U livre de soma zero, o que € uma contradicéo. (b) = (a) Se
r=1, entdo a afirmagéo é clara. Suponha que r<2 e n,=n, = n. Entéo

U=Tl(e+e)"" I €' € F(G)

Ie[2, A o=Ic[2,

e consideramos a subsequéncia de U de soma zero

K i
U'= H(e1+erv) ne/v
v=k+1

v=1

com 0 < k=< /=< nsubconjuntos /, ..., | c [2, ] e conjuntos n&o vazios S lc

k+17 " " !

[2, . Vamos mostrar que IU'l = /= 0. Assuma o contrario, ou seja, que /= 1. Como

v, (U) = v,, (U) =n, -1, existe algum v € [1, ]] tal que / é ndo-vazio. Seja i€ [ e

a=|enlieln|

Comoa=0modne 1 <as/<n, segue que a =/=n. Como U'tem soma zero
concluimos que /, =- - - = |, entéo

= kan-k
U'=(e +e )"

Logo k=0 mod n1eksv1+el (U) =n, -1 0 queimplica que k =0, entédo U'=e’,’1é
1

e

uma subsequéncia de U, uma contradi¢éo.

2. Suponha o contrario, suponha que S tem uma subsequéncia S' de soma zero de
tamanho n. Como para qualquer m = n, toda subsequéncia de 7" de soma zero e tamanho
ntem a forma g" para algum g € supp(T), segue que a sequéncia S'tem a forma

§'=goTl (g+e)"

=1

com g € supp(T), Ig €[0,n-1]e€[0, n— 1] paratodo /€ [1, r]. Mas Ig < nimplica
que existe algum j € [1, 1 com [ € [1, n,— 1], e entdo o(S') # 0, uma contradigéo. Agora o
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resultado segue das cotas inferiores de s(G ® H) e n(G @ H) no Lema 1.0.7.

Se 'S tem uma subsequéncia S'de tamanho n, entédo
§'= g1l +(g+e)! Tl (g+e, )
=1 u=1

com 5, € {0, 1} e todos os outros parametros como antes.Como 'S'ndo é uma
subsequéncia de S, entdo existe algum p € [1, m] com o, = 1. Isto implica que S’ deve
conter a sequéncia

S'"= (g+e,”) TT (g+e)"™
i€ly

eentdon=I1S"1=15"1=1+ 3, (n,=1) = n+1, uma contradicéo.

3. Aplicando (1) ao grupo C%, obtemos uma sequéncia T=0T ' de comprimento
Tl =2ktal que U= T"™' ndo tem nenhuma sequéncia de soma zero e tamanho no maximo
n e entdo T™' ndo tem nenhuma sequéncia de soma zero e tamanho n. Entdo (2) nos
da uma sequéncia S € F(G) de comprimento ISl =T I(n -1+ (n, - 1)), que ndo tem
subsequéncia de tamanho n e soma zero. Agora a afirmagéo segue do Lema 1.0.7.

Corolario 1.0.15. Seja G = C, © C, & C,, onde 1 < n,In,In

,In,, e seja Pc P o

conjuntos dos primos que dividem n,.

1. Se s(C°) < 9p - 8 para todos p € F, entdo s(G) <5n, + 2n,+2n, - 8. Se n,=n,
entdo 4n, + 4n, - 7 < s(G).

2. Se G & um 2-grupo, entdo s(G) < 4n, + 2n, + 2n, - 7 e a igualdade vale se n, = n,.
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SEQUENCIAS DE SOMA CONSTANTE

Neste capitulo apresentamos um resultado para grupos abelianos da forma H @
K, com (exp(H), exp(K)) = 1. Este resultado nos garante que, sob certas condi¢cbes, se
neste grupo temos que todas as sequéncias S de um determinado comprimento ISl = a
tem soma zero na componente H e a mesma soma T_em K ent&o os elementos de S nas

componentes de K sdo todos iguais.

Para a demonstracdo do teorema primeiramente provamos um lema que nos
garante, satisfazendo algumas hipo6teses, se S € um subconjunto de H* com k elementos,
vao existir t elementos fora de S dois a dois distintos cuja soma é zero.

Em seguida apresentamos um corolario onde tomamos o caso especial onde T =0,
ou seja, onde temos uma soma zero no grupo H.

Lema 2.0.1. Seja H um grupo abeliano finito aditivo de ordem m impar. Seja S um
subconjunto de H* = H - {0} com ISl = k. Se m=2(k + t) - 2 com t = 2, entdo existem t
elementos dois a dois distintos em H* — S cuja soma é zero.

Demonstragdo. Observe que, como t = 2 temos

IH-=Sl=m-1-k=2k+#)-2-1-k=k+2t-3>t-2

logo existem v,, . . ., v, , elementos dois a dois distintos em H* — S. Seja
T={v,, ..., V_} Queremos um elemento v, , € H* - (S5 U T) com a propriedade que
-V,—...-Vv_,€S5UT,ouseja

1
v, e{-v,-...-v,-x:xeSUT}=AR
Precisamos mostrar que H* — (SU T U R) # 0, mas isso é verdade porque
ISUTI=IR=k+t-2,logo
IH - (SUTURI=m-1-2k+t-2)=22(k+1)-3-2(k+)+4=1.
Temos entdoque v,, ..., V,,, V,=-V,—...—V,, s&80 os telementos ndo nulos dois

a dois distintos que queremos.

Teorema 2.0.2. Seja G = H® K onde H e K sédo grupos abelianos finitos de ordens
coprimas |HIl = m, IKIl = n com m = 11 impar e com e < (m+2)/3 onde e é o expoente de H.
Seja H* = H - {0}. Seja f: H* — K uma fungdo. Se a é um numero natural dizemos que f
satisfaz a propriedade P (a) se existir T_ € K tal que cada vez que u,, . . ., u, € H* so dois
a dois distintos e u, +. . . +u, =0 temos f (u,) + .. . + f(u) = T_. Suponha que a <= Entédo
f satisfaz P (£) para todo numero natural f com 2 <{ < a. Se além disso a = max {6, exp(H)}
entéo fé uma fungéo constante, ou seja, existe ¢ € K com f (h) = ¢ para todo h € H*.

Demonstracgo. Primeiro mostraremos que se a <Z%entéo o fato que fsatisfaz P (a)
implica que fsatisfaz P () paratodo2<{<a.Fixet€{2,..., atesejamu,, ..., u, w, ...,
w, duas sequéncias disjuntas livres de quadrados de elementos n&o nulos de H cuja soma

€ zero, a existéncias dessas sequéncias € garantida pelo Lema (2.0.1). Seja
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S=A{u,...,u,w,...,wh Temos ISl <2I.

Seja t= a-I. Queremos encontrar v,, . . ., v, € H*-S dois a dois distintos cuja soma
€ zero. Vamos distinguir dois casos.

+ té par. Neste caso a estratégia é de encontrar /2 pares de elemento da forma
v, —v (observe que v # —v sendo m impar). Para encontrar o primeiro par pre-
cisamos garantir que existe um elemento ve H* - Scom -v ¢ S, e como ISl <
2! para isso é suficiente que seja m -1 - 2f >2¢ (porque se —v € S para todo v
€ H* - Sentdo com certeza |H* — Sl <18l), ou seja, m >1 + 4%, que é verdade
pois m>2 + 4a =2 + 4f. Para encontrar o préximo par precisamos garantir que
m-1- (20 +2) >2{, e assim até o {22-esimo par, o qual precisamos garantir
que m—1-(28+2(12-1)) > 2L, o que implica que m > 4{-1+t. Observe que para o
i-esimo partemos m—-1— (2L + 2(i— 1)) >2/ou seja m>4/-1 + 2i. Obviamente
isso € implicado por m >4f — 1 + tpara j < t2. Agora t = a — £ logo precisamos
que sejam >3l + a-1ecomo{ < apara isso é suficiente ter m>4a -1 0 que
€ verdade por hipoétese (sendo m >6a + 2).

- téimpar. Neste caso a estratégia é de encontrar trés elementos dois a dois dis-
tintos em H* — S com soma zero (uma “tripla”) e depois alcangar t adicionando
pares v, —v.como no item anterior. Suponha que nao seja possivel encontrar trés
elementos dois a dois distintos u, v, wem H* — S com soma zero (observe que w
= —u - v é unicamente determinado por u e v). Dado u € H* — S para toda esco-
Iha de v € H* — S precisamos ter v=u,0u v = w, para algum j, ou —u- v =u.0u
—-u—v =w,paraalgum i, em outras palavras temos no maximo 4{ escolhas ruins
para v. Logo para garantir que v possa ser escolhido de uma maneira “boa”
precisamos garantir que m—1 -2t > 4{, ou seja m > 1 + 6, e isso € verdade
pois m > 1+ 6ae a=1{. Depois de fazer isso precisamos garantir que existam
t — 3 elementos dois a dois distintos fora de SU {u, v, —u — v} com soma zero, e
sendo t — 3 par isto € possivel pelo item anterior
sem-1-(20+3+2((t-3)2-1)) >2L + 3ou sejam>3L+ a+2que é verdade
sendo m>6a+2 =4+ 2 (porque a=1{).

Agora, temos obviamente que 3 '=1v,+ 3! v=0e>41v,+ 3! w, =0 logo aplicando
a hipbtese temos

t { t {
2f(v) + 3 fu) =3 Av) +3 A w).
Cancelando os termos comuns obtemos > =1 f(u) = 3%=1 f(w). Isso mostra que f

satisfaz P ().

Em outras palavras temos os elementos 7,, ..., T, € Kcomo no enunciado, onde
todo T, depende apenas de {. Mostraremos agora que para todo tal £ temos T, = {c onde ¢
= T, - T,. Primeiro mostraremos isso no caso { = 2, neste caso a igualdade enunciada &
3T, = 2T, que é verdade porque 3T, = T, = 2T, (observe que faz sentido escrever T,

exatamente porque a = 6). De fato:
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+  Podemos encontrar trés pares disjuntos de elementos ndo nulos, livres de qua-
drados de soma nula. Para o primeiro par aplicando o lema 2.0.1 com k=1, t=2
temos m=2(k + f) — 3 = 3, para 0 segundo par escolhendo k = 3, t=2 temos
mz2(k+ 1) — 3 =7 e para o terceiro par escolhendo k=5, t=2 temos
mz2k+1f-3=11.

+  Podemos encontrar duas triplas disjuntas de elementos ndo nulos, livres de
quadrados de soma nula. Para a primeira tripla aplicando o lema 2.0.1 com
k=1,t=38temos m=2(k+ {) - 3 =5 e para a segunda tripla escolhendo
k=4,t=83temos m=2(k+ 1 -3=11.

Para provar o caso geral suponha { =3. Se { é parentéo T,= ({2)T, = (12)2(T, - T))
={T,-T,). Seléimparentédo =T, + ({-3)2)T,=T,+ L -3(T,-T) =T, - T) +
3T,-2T,=/T,-T,).

O nosso objetivo € agora mostrar que f(v) = ¢= T, —T, para todo v € H*. Seja e 0
expoente de H. Seja s = (e-1)/2 (é um inteiro porque e é impar, sendo m impar) e sejam

X,, . .., X, elementos néo nulos de H com as propriedades seguintes.
X &{v,-v,2v, -2y, v2, -v2}paratodoi=1,...,s.
. x,.;t:xjparatodoi:tjem{t...,s}.
. x,;tv:xjparatodoi;ejem{t...,s}.
. x/.;:—v:xjparatodoiq:jem{t...,s}.
Supondo de ter escolhido x,, . . ., x,a condi¢éo sobre x_, é que seja

x_ & U{x, -x, v4x, v-x, -v4x, -v-x}
1<jsi J J J J J

+1

Isso significa que cada x, exclui no maximo 6 elementos da possivel escolha de cada
um dos elementos seguintes, logo para encontrar todos 0s x, precisamos que seja |H*| = 6s
ou seja m-1-6s =0, ou seja, lembrando que s = (e-1)/2, precisamos que seja e < (m + 2)/3,
0 que é verdade por hipétese. No sistema seguinte por construgéo dos elementos x, temos

que cada linha consiste de elementos dois a dois distintos.
V+ (VX)) + (VX)) + (VX)) + .+ (VX)) + (v+x) =0
Vi (VX)) + (X)) + X, + o+ X+ (-x) =0
VX + (-V-X) + X, + ..+ X +(-x) =0

VX + (X)) + (VX + .+ X+ (-x) =0

)
VX, + (-X) + X+ .+ X+ (-x) =0

V+ X+ (-X) + X, + o+ (VX)) +(-x) =0
VX, + (-X) + X, + .+ X+ (-v-x) =0

Aplicando fe usando f(x) =2¢c - f(-x), f(-v+ x) =2c-f(v-x) e f(-v—x) =2c - f
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(v + x) obtemos, depois de somar todas as linhas obtidas e lembrando que a = e = exp(H),

ef (V) +(e-2)2cs+2s2c=T,+ T +...+ T =eT =éc

e lembrando que s = (e — 1)/2 obtemos
ef(v)+(e-1)(e-2)c+ (e-1)2c=¢€’c

ef(v) + (e - 1)ec= €*c
ef(v)=ec
Podemos dividir por e porque (m, n) = 1, e obtemos f(v) = ¢

Deste resultado segue o seguinte corolario:
Corolario 2.0.3. Seja G = H® K onde H e K sédo grupos abelianos finitos de ordens

coprimas |Hl = m, IKl = n com m = 11 impar e com e < (m + 2)/3 onde e € o expoente de H.

Seja H* = H - {0}. Suponha que a & um numero natural coprimo com |Kl tal que

max {6, exp(H)} <a<m-2
6

A Unica fungéo f: H* — K que leva sequéncias livres de quadrados de soma nula de

comprimento a para sequéncias de soma nula é a fungdo nula.
Demonstragdo. Uma tal fungéo f verifica P (a) com T, = 0, logo f &€ uma fungéo

constante, assim para todo v € H* temos f(v)+. . .+f(v) = af (v) = 0 e sendo a coprimo com

IKl deduzimos f(v) = 0.
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SEQUENCIAS DE SOMA ZERO NOS GRUPOS ABELIANOS
Ci® C2ECi @ C?

No primeiro capitulo deste trabalho o Teorema 1.0.12 nos deu a estrutura de uma
sequéncia de tamanho s(G) — 1 que néo tinha subsequéncia de tamanho n e soma zero no
caso em que G é ciclico. Agora, pretendemos fazer o mesmo para o0 caso em que 0 grupo
em questéo é G = C2.

Em seguida, vamos nos concentrar em demonstrar que s(C3 @ C32) = 25 e
posteriormente mostrar que 29 < s(C} ® C?%) < 31. Para demonstragéo destes resultados
iniciamos com a definicdo de translacdo de sequéncia que preserva soma zero. Essas
translacdes ajudam a mudar a sequéncia inicial para uma nova sequéncia que ainda
preserva a propriedade de ter (ou néo) subsequéncia de soma zero.

Definicao 3.0.1. Seja G um grupo abeliano finito. Dada uma sequéncia S em F(G)
e um elemento g € G dizemos que a sequéncia S' = S +g, obtida somando g a todos
elementos de S, é uma translagdo da sequéncia S que preserva soma zero se valer a
propriedade: a sequéncia S tem subsequéncia de soma zero de tamanho k se, e somente
se, S tem subsequéncia de soma zero e tamanho k.

O préximo teorema nos diz que a menos de uma translacdo adequada todas as
sequéncias em G = C? de tamanho s(G) - 1 tem a mesma estrutura. Mais precisamente
demonstramos o seguinte resultado:

Lema 3.0.2. No grupo abeliano G = C?% as sequéncias de tamanho s(G)-1 = 8 que

sdo livres de soma zero de tamanho exp(G) = 3 s&o, a menos de translacées da forma:
(0Oab a+ by

onde a e b sédo geradores de C2.

Demonstragdo. Sabemos pelo Teorema 1.0.13 que para o grupo em questdo as
sequéncias de tamanho oito que séo livres de subsequéncias de soma zero e tamanho trés
séo aquelas da forma T2 onde T ¢ livre de quadrados. Assim vamos buscar classificar as
sequéncias livres de quadrados de tamanho 4, que denotaremos por

T=xyzw

Tomando o elemento x da sequéncia, temos que algum dos outros elementos
restantes em T nao é gerado por x, pois caso isso ocorresse teriamos a repeticdo de algum
elemento uma vez que (x) = {0, x, 2x} s6 tem trés elementos. Dai podemos supor, sem
perda de generalidade, que x e y sdo geradores.

Agora, fixados os geradores x e yvamos analisar as possibilidades para os elementos
z e w. Note primeiramente que z ndo pode ser 0 elemento 2x + 2y pois neste caso teriamos

a subsequéncia de T com soma zero com o0s elementos X, y, 2x + 2y.

Primeiramente vamos mostrar que estas sequéncias podem ser de um dos tipos:
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1.(0ab a+ b)?

2. (ab2a?2b)?

3.(ab a+b 2a)?

e depois vamos concluir que € possivel com uma translacédo adequada transformar
sequéncias dos tipos (3) e (2) em sequéncias do tipo (1).

1. Tome z = 0. Neste caso, pelo que ja foi dito w ¢ {0, x, y, 2x + 2y}, observe que se
w € {2x, 2y} também temos subsequéncias de soma zero e tamanho trés, logo w €
{X+y x+2y, 2x+ y}

(a) Se w= x + ytemos que a sequéncia Ttem a forma T=0 x y x + y, que € do tipo
(1)
(b) Se w= x+ 2y entéo
T=0xy x+2y.
Nesta sequéncia podemos fazer uma mudanca de geradores da forma
C2=(y, x+2y),tomando a=ye b=x+2y temos que T=0 a b a + b. Observe que por

simetria 0 mesmo vale quando w = 2x + y.

2. Fixe z=2x. Inicialmente ja temos que w & {x, y, 2x, 2x + 2y} e também ja analisamos
0 caso em que w =0, e se w = x +2y temos uma sequéncia de soma zero formada
pelos elementos y, 2x, x + 2y logo w € {2x + y, 2y, X + y}.

(a) Se w =2y temos a sequéncia

T=xy2x2y
que é do tipo (2).
(b) Se w=2x+ ytemos a sequéncia

T=xy2x2x+y

mudando os geradores C2= (2x, y) temos que Tédaforma T=ab 2a a+ b, sendo
entéo do tipo (3).

(c) Tomando w= x + y, a sequéncia T é daforma T= xy 2x x+ yque € também da
formaab 2a a+b.

A demonstragédo do caso z = 2y segue da mesma forma.

3. Fixe z = x+y. Neste caso temos que w € {0, x, y, x+y, 2x+2)y}. Observe que se
w = 2x+y temos a subsequéncia de soma zero T = y x+y 2x+y e se w = x + 2y temos
a subsequéncia de soma zero T'= x x + y x + 2. Logo s6 restam as sequéncias do

terceiro tipo
T=xyx+y 2x
ou

T=xyx+y 2y.
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4. Por fim, fixe z=2x+ y. Observe que w & {0, x, , 2x + y, 2x + 2y}. Se
w € {2y, x + y} podemos montar uma sequéncia de tamanho trés e soma zero.
(a) Se w= x + 2y temos a sequéncia

T=xy2x+y x+2y

fixando os geradores C2 = (x + 2y, y) temos que a sequéncia T é da forma
aba+b2a

(b) Se w = 2x entdo temos T = x y 2x + y 2x. Tomando C?2 = (x, 2x + y) observamos
que Té novamente daforma T=ab a+ b 2a.

O caso x + 2y segue a mesma demonstracéo.

Para demonstrar a ultima parte, suponha que a sequéncia o(S,) - - - o(S,) seja do
segundo tipo, ou seja,

o(S,) - o(S,) =(a b 2a 2b)2.
Dai somando a esta sequéncia 2a obtemos a sequéncia
(02a+ba 2a+2b)?

observe que esta sequéncia é do tipo (1), basta tomar o par de geradores
g, =2a+ be g,=2a+ 2b. De modo analogo, podemos concluir que as sequéncias do
tipo (8) se tornam do tipo (1), bastando somar o elemento 2b a sequéncia. Com a mesma

técnica podemos converter as sequéncias em qualquer um dos outros dois tipos.

Este resultado também pode ser obtido utilizando o GAP. A utilizagdo do GAP é
interessante em outros casos, onde nao se tem um Teorema como 1.0.13.

11 CONSTANTE EGZ PARA O GRUPO C3 @ C?

Como vimos no Capitulo 1, a constante EGZ, cuja notagéo é s(G), ja foi determinada
para todos os grupos ciclicos e também para todos os grupos de posto 2. Ainda ndo ha até
0 presente momento um resultado geral para grupos de posto maiores que dois. Em geral,
ndo é uma tarefa facil encontrar o valor exato desta constante. O que vamos fazer nesta
secéo é encontrar o valor de s(G) para o grupo de posto trés C3® C2.

Teorema 3.1.1. Considere o grupo G = C3®C3 de expoente 6, entdo s(G) = 25.

Demonstragdo. Vamos primeiramente usar o Corolario 1.0.15 para encontrar bons
resultados para as cotas superior e inferior do grupo dado. Observe que podemos escrever
o grupo G = C3®C? da forma C, ® C, @ C,. Neste caso temos que o conjunto de primos
que dividem a ordem de G é o conjunto P = {2, 3} e sabemos que s(C3) =19 =9 * 3 - 8,
S(C% =2%+1=9<9+2-8=10 e também & satisfeita a hipétese que n, = n,, logo pelo
corolario temos que

25=4*2+46-7=<s(C3® 05)55*2+2*6+2*6—8=26.
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Dai obtemos duas cotas, uma superior e uma inferior bem préximas, vamos agora
provar que s(G) < 25.

Para encontrar a cota superior, defina H= C% e K= C%, considere ¢ a projecéo de
G em He yaprojecéo de G em K. Seja S uma sequéncia em G tal que ISl = 25. Vamos
reescrever essa sequéncia naforma §=S5.S, ... 55 onde o(¢(S)) =0, |S| = 2 para todos
i€[1, k] e a sequéncia S’ é tal que a sequéncia ¢(S") é livre de quadrados.

Agora temos a desigualdade 25 = 2k + IS| < 2k + 8 o0 que implica 17 < 2k como
k é inteiro isso nos da k = 9. Como s(C?%) = 9 e a sequéncia o(S5,)a(S,) . . . o(S,) é uma
sequéncia em C?2, temos que existe uma subsequéncia de tamanho 3 soma zero, logo em

§,S, ... §, existe uma subsequéncia de tamanho 6 e soma zero, dai temos que s(C?) < 25.

O que nos dé juntamente com o Coroléario 1.0.15 que s(G) = 25.

2| COTAS SUPERIORES PARA S(C; © C?)

Neste caso, diferentemente do anterior, ndo conseguimos o valor exato para a

constante EGZ, mas restringimos bastante o intervalo entre as cotas inferior e superior.

Para o grupo G = Cj @ C%, se fixarmos K= C%, podemos utilizar o Teorema 1.0.11
e concluir que s(C3 @ C?%) < 33. Vamos nas proximas segdes diminuir o valor desta cota

superior.
3.2.1 5(G) =32

Nesta secdo vamos mostrar que é possivel diminuir em uma unidade a cota que
conhecemos para o grupo G. Para esta demonstragéo temos que provar que toda sequéncia
S em € F(G) de tamanho 32 tem uma subsequéncia de tamanho 6 e soma zero. Vamos
entdo mostrar nesta secéo que

Teorema 3.2.1. s(C% & C3) < 32.

Mostrar este resultado equivale a demonstrar que, para toda sequéncia S em G de
comprimento 32, possui uma subsequéncia de soma zero e tamanho 6 (o expoente de G).
Demonstraremos este Teorema por contradicdo. Para melhor compreensdo vamos fazer
um esquema da estrutura da demonstracao:

1. Consideramos S uma sequéncia de comprimento 32 e sem subsequéncia de
soma zero e comprimento 6, e escrevemos a sequéncia Snaforma S=S,--- §,S.

2. Computamos com o GAP todas as subsequéncias S de modo que S néo tenha
subsequéncias de tamanho 6 e soma zero.

3. Provamos que todo elemento da subsequéncia S, - - - S, é um elemento da
sequéncia S".
4. Chegamos a contradicdo mostrando que as sequéncias S encontradas ndo tem

elementos da sequéncias S, - - - S,.
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Demonstraggo. Defina H= C} e K= C%. Seja ¢ a proje¢éo de G em He y a projegao
de G em K. Seja S uma sequéncia em G tal que ISl = 32. Suponha por contradi¢cdo que S

néo tenha subsequéncia de tamanho 6 e soma zero.

Ent&o S permite uma decomposi¢do S= S, - - - 5§ satisfazendo que ¢(S") é livre
de quadrados, e para cada i€ [1, k], IS] =2 e a(¢(S)) = 0.

Como ISl =32=2k+1S1<2k+ 16
k=8.

Observe que a sequéncia o(S,)o(S,) . . . o(S,) pode ser considerada uma sequéncia
em CZ uma vez que a soma nas componentes de H & nula. Como sabemos que
s(C3% =9, se k=9 a sequéncia o(S,)o(S,) . . . o(S5,) vai possuir uma subsequéncia de
tamanho 3 e soma zero implicando que em S, - - - S, tem uma sequéncia de tamanho 6 e
soma zero. Logo s6 resta analisar o caso em que k = 8 implicando que ISl = 16.

Por hipotese, o(S,) - - - o(S,) é uma sequéncia no nucleo de ¢ que n&o tem
subsequéncia de soma zero e tamanho 3. Entéo pelo Lema 3.0.2 a sequéncia
o(S,) - - - 0(S,), pode ser escrita na forma

o(S) -+ a(S,) = ((0, 0)(0, &)(0, H)(O0, a+b)* ()

onde a, b € Ker(¢) e a e b sdo geradores de C3. Note que é possivel escrever
a sequéncia desta forma pelo fato de que, S ndo possui subsequéncia de tamanho 6
(expoente de G) e soma zero se, e somente se, para todo g € G, S +g também néo possui
tal subsequéncia. Logo, a translagdo necessaria no Lema 3.0.2 gera uma nova sequéncia
com a mesma caracteristica de S, com relacéo a ser livre de soma zero e tamanho expoente
de G. Logo esta translagdo ndo causa danos a demonstragéo do teorema.

Observe que, se em S tivermos alguma sequéncia T, com IT| =4 e tal que
o(p(T)=0e o(y(T)) = geA{0, 2a, 2b, 2a + 2b} entdo obtemos uma sequéncia de tamanho
6 e soma zero concatenando a sequéncia T com algum S, tal que o(¢(S)) seja o oposto de
g.

Com a ajuda do GAP vamos tentar encontrar todas as possiveis sequéncias S que
ndo possuem subsequéncias de tamanho 4 como descritas no paragrafo anterior e que nao
possuem subsequéncia de tamanho 6 e soma zero. Esta parte da demonstragéo serd um
pouco técnica mas importante para entender como construimos estas sequéncias.

Se tentarmos construir todas as sequéncias de tamanho 16 em C} & C?% que sejam
livre de quadrados na primeira componente, 0 programa nao consegue uma vez que excede
o seu limite de memoria. Para contornar este problema iremos dividir esse processo em
blocos.

Primeiramente, como ISl = 16 sabemos que em ¢(S") aparecem todos elementos
de Cj}, entdo para facilitar os célculos, fixei na sequéncia a posi¢éo de cada um desses

elementos, da seguinte forma:
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f1’ f2’ fS’ 2
AT AT AL BN AT AY

3 47 1

f,rf"f f, f*f, f*f, £~

3’ 1 47 1 27 1 37 2

. §L,*f, idondef, f, f, f, sGo geradores de Cj.

£,*f

4 2 o

fs*fzv f1*f2*f3*f4’

No primeiro passo considerei os 8 primeiros elementos de S cujas primeiras
entradas séo:

o 76 F 7 F(31)
Da sequéncia formada pelos elementos de (3.1) foram calculadas as subsequéncias

de tamanho 4 e soma zero.

gg:=DirectProduct (CyclicGroup(2),CyclicGroup(2),CyclicGroup(2),CyclicGroup(2));;
ee:=Elements(gg);;

ri:=ee[2]; #f1

r2:=ee[3]; #f2

r3:=ee([4]; #f3

r4:=ee[5]; #f4

sl:=rl*r4; #L1"'r4

s2:=r2%r4; #f2"f4

s3:=r3"r4; #L3"f4

s4:=r1*r2°r3*r4; #L1°£2°£3°f4
rst0:=[r1,r2,r3,r1°r2*r3,s81,s82,83,s84];
11:=Filtered(Combinations([1..8],4),

1->0rder(Product ([rstO[1[1]],rstO[1[2]],rstO[1[3]],rstO[1[4]]]))=1;; Size(l1l); #14

Encontramos entao no total 14 sequéncias, que se encontrar na lista “I1”.

Como organizamos os elementos de (3.1) em uma ordem fixa, a lista que obtemos
com os comandos anteriores nos retorna as posi¢des relativas aos elementos que dao
soma zero. Por exemplo, o primeiro elemento da lista “I17é [1, 2, 3, 4] que significa que a
soma dos 4 primeiros elementos de (3.1).

Agora o que vamos fazer é construir as possibilidades para a componente K= C% de
cada elemento de (3.1) . Neste ponto vamos formar as sequéncias a principio de tamanho
8 em K que ndo possuem subsequéncia de tamanho 4 e soma igual a 0, 2a, 2b ou 2a + 2b
nas posic¢oes relativas as encontradas na lista “11”.

Para cada elemento (h, k) em H & K temos 9 possibilidades (tamanho de C?) de
escolha para o elemento k, uma vez que ndo temos restricdes para as componentes em
K. Assim, como a sequéncia formada pelos elementos de (3.1) tem 8 elementos, teriamos
98 possibilidades. Este niumero é muito grande para os calculos no GAP. Para contornar
este problema criei subconjuntos menores para ndao exceder a memoria do programa e
conseguir concluir os célculos.

Primeiramente construimos o grupo C2, aqui chamamos seus geradores de ae b e

criamos alguns conjuntos que auxiliaram na resolucéo do problema:
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g:=DirectProduct(CyclicGroup(3),CyclicGroup(3));;

e:=Elements(g);;

u:=Tuples(e,4);; # todas as 4-uplas de elementos de C32.

a:=[]; for i in [1..8ize(u)] do if Product(u[i])=e[2] then Add(a,u[i]);fi;od;;
# soma de 4 elementos em C32 de soma igual a "a"

b:=[]; for i in [1..Size(u)] do if Product(u[i])=e[3] then Add(b,u[i]);fi;od;;

# soma de 4 elementos em C32 de soma igual a "b"

ab:=[]; for i in [1..Size(u)] do if Product(u[i])=e[5] then Add(ab,u[i]);fi;od;;

# soma de 4 elementos em C32 de soma igual a "a+b"

Zab:=[]; for i in [1..Size(u)] do if Product(u[i])=e[7] then Add(2ab,u[i]);fi;od;;
# soma de 4 elementos em C32 de soma igual a "Za+b"

a2b:=[]; for i in [1..Size(u)] do if Product(u[i])=e[8] then Add(a2b,u[i]);fi;od;;

# soma de 4 elementos em C32 de soma igual a "a+2b"

Primeiramente defini que as componentes em K dos quatro primeiros elementos de
f

27

3.1), f

T, f,e f, ™ f,* f, seriam tais que a sua soma fosse fixada igual a “2a+b”e que as

componentes em K dos outro quatro elementos £, * f,, £, * f,, £, * f,, f, * f,* f, * f, seriam com
soma na componente K fixada igual a “a+b”. Construimos todas as sequéncias de tamanho
8 com essas caracteristicas e removemos aquelas indesejadas, aquelas de tamanho 4 com
soma zero na primeira componente e soma na segunda componente igual a 0, 2a, 2b ou
2a+ 2b. No desenvolvimento do algoritmo chamamos o conjunto {0, 2a, 2b, 2a + 2b} de “c”.

c:=[e[1],e[4],e[6],e[9]];:; # formado por O, 2a, 2b, 2a+2b
cl:=[];
for i in [1..Size(2ab)] do
for j in [1..Size(ab)] do
Add(c1,Concatenation(2ab[i],ab[j]));
od;

od;

yi:=[];
for i in [1..5ize(cl)] do for j in [1..Size(l1)] do
if (Product([el1[i][11[j]1[1]],c1[i][11[j]1[2]],c1[i][12[F1[3]],c1[i][11[j]1[4]]]) in ¢)

then Add(yl,c1[i]);

od;

od;

yll:=Set(yl);; dl:=Difference(cl,yll);; Size(dl): #729

Se T é uma sequéncia da lista “d1”, entdo T tem tamanho 8 e ndo possui nenhuma
subsequéncia T 'talque IT1=4e o(T') = (0, k), com k €{0, 2a, 2b, 2a + 2b}. Observe que
a lista “d1”tem 729 dessas sequéncias.

Como a principio estamos construindo subsequéncias de S que ndo possuem
subsequéncias de tamanho 6 e soma zero, devemos verificar se nas sequéncias obtidas
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no passo anterior temos alguma de tamanho 6 e soma zero. Um fato interessante é que
nos elementos de (3.1) ndo tem nenhuma subsequéncia de tamanho 6 e soma igual a zero,
ou seja, se T esta na lista “d1”, ela ndo possuem nenhuma subsequéncia de tamanho 6 e
soma zero relativa a componente H, logo ndo precisamos nas 729 sequéncias retirar mais

nenhuma sequéncia.

Agora vamos considerar os 12 primeiros elementos de S cujas primeiras entradas

fa’ f1*f2*f3’ f1*f4' fz*fa' fa*fu f1*f2*f3*f4' f4’ f1*f2’ f1*f3’ fz*fs*f4 (3.2)
No préximo passo procuramos todas as subsequéncias de tamanho 4 e soma
zero (na primeira componente) envolvendo apenas os vetores de (3.2) e removendo as

combinagdes ja encontradas com os vetores de (3.1) com os comandos:

ri:=ee[2]; r2:=ee[3]; # f1 e £f2

r3:=eel[4]; rd:=ee[5]; # £3 e f4

8l:=r1"r4; s82:=r2"r4; 83:=r3'r4;

s4:=r1"r2*r3"r4;

Ely=rds "E2:=r1'7r27 £3i=r1'r3; t4i=£2'rivra;

mi:=ri1*r2*r4;

m2:=r1*r3‘r4;

m3:=xr2"r3;

id2:=ee[1]; # Elemento neutro do grupo
rst0:=[r1,r2,r3,r1*r2*r3,s1,82,83,s84];

& £1,f2 F2, £1*F2*F3, f1*£f4, f£2*f4, £3°f4, F£1*F2°FI*Ff4
rstl:=[r1,r2,r3,r1"r2"r3,s51,82,53,84,t1,t2,¢t3,t4];

¥ £1,£2,f2, £1*£f2*f3, f1*f4, f£2*f4, £3*Ff4, F1*F2*Ff3°F4, f4, f£1*f2, F1*£3, f2'F3°f4
12:=Filtered(Combinations([1..12],4),

l->0rder(Product ([rst1[1[1]],rst1[1[2]],rst1[1[3]],.rst1[1[4]]]))=1;;

122:=Difference(12,11);; Size(1l22); #25

Agora repetimos 0 mesmo processo que fizemos acima, vamos montar em C;
sequéncias de tamanho 12 que ndo tem subsequéncia de soma em “c’mas nas posi¢coes
especificas relativas as 25 sequéncias que encontramos, para isso usamos as 729
sequéncias encontradas anteriormente de tamanho 8 que nao possuiam tais sequéncias e

concatenamos uma sequéncia de tamanho 4 cuja soma € igual a “b”através dos comandos:
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c2:=[];

for i in [1..Size(d1)] do
for j in [1..Size(b)] do
Add(c2,Concatenation(d1[i],b[j]));
od;

od;

for i in [1..Size(c2)] do

for j in [1..Size(122)] do
if (Product([e2[i][122(j][1]],c2[4i][122[J](2]],c2[i][122(5](3]]),c2[i][2122([]](4]]]) in )
then Add(y2,c2[i]);
fi;

od;

od;

y22:=Set(y2);; d2:=Difference(c2,y22);;

Dentro das sequéncias encontradas no passo anterior vamos retirar também todas
as sequéncias que nédo possuem subsequéncias de tamanho 6 e soma zero (nas duas
componentes). Para isso, primeiramente olhamos as subsequéncias de soma zero e

tamanho 6 na primeira componente com os comandos:

13:=Filtered(Combinations([1..12],6),
1->0rder(Product([rst1[1[1]],rst1[1[2]],rst1[1[3]],rst1[1[4]],rst1[1[5]],
rsti[1[6]]]1))=1;;

Size(13); #48

Agora sim, vamos retirar da lista as sequéncias de tamanho 6 e soma zero:

y3:=[]; for i in [1..Size(d2)] do
for j in [1..Size(13)] do
if (Order(Product([d2[i][13[j][1]].d2[i][13[3][2]].d2[i][13[3](3]],d2[i][13[i][4]].
dz[i][13[i][5]],d2[i][13[j]1[6]1]))=1)
then Add(y3,d2[i]);fi;od;od;

y33:=Set(y3);; d3:=Difference(d2,y33);; Size(d3); #30

Entéo retirando todas as subsequéncias de tamanho 6 e soma zero chegamos em
30 possiveis sequéncias.

No préximo passo vamos definir as possiveis componentes K para os proximos 3

elementos de (3.1): f, * £,* £, f, " f.* f

, I, * .. Observe que nos passos anteriores fixamos a

soma (nas componentes K) dos 4 primeiros vetores (igual a “2a+b”) e a soma dos 4 proéximo
vetores também estava definida (igual a “a+b”) e dos préximos 4 a soma igual a “b”. Agora
para estes 3 proximos vetores nao fixaremos uma soma especifica, ou seja, as segundas
coordenadas destes vetores podem ser quaisquer elementos de C2. Criamos entdo uma
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lista com todas as triplas possiveis em C2, admitindo repeticéo.

t:=Tuples(e,3);: ‘

Vamos fazer o mesmo método que fizemos anteriormente, vamos concatenar cada
sequéncia obtida anteriormente (que nao tinham as sequéncias indesejadas) com uma
sequéncia de tamanho 3 tais que ap6s esta concatenacao nao haja sequéncias indesejadas.
Para isso olhamos novamente para os elementos das primeiras coordenadas para obter os
vetores que tém soma zero em C?envolvendo os vetores

f1, fz’ fs' f1 fz fa’ f1 f4’ fz f4' fa f4’ f1 fz f3
* * * * * * * * *

f4’ f4’ f1 fz’ f1 f3, fz fa f4’ f1 f2 f4’ f1 fs f4’ f2 f3

ri:=ee[2]; r2:=ee[3]; # f1 e f2

r3:=ee[4]; r4:=ee[5]; # 3 e f4

sl:=rl*r4;

s2:=r2"r4;

83:=r3°r4;

s4:=r1"r2°r3"r4;
El:=rd:
t2:=r1'r2;
t3:i=r1*r3;
td:=r2°"r3*r4;:
ml:=r1°r2°r4;
m2:=r1*r3*r4;
m3:=r2°r3;

rst2:=[r1,r2,r3,r1*r2°r3,s81,82,83,84,%t1,t2,t3,t4,ml,m2,m3];

l4:=Filtered(Combinations([1..15],4),

1->0rder(Product([rst2[1[1]],rst2[1[2]],rst2[1[3]],rst2[1[4]]]))=1;;

144:=Difference(14,12);; Size(l44); #66

Dai obtemos 66 restrigcdes, a partir daqui concatenamos as sequéncias anteriormente
obtidas com mais 3 novos elementos usando as 66 restricdes e com a ajuda deles olhamos
as segundas componentes nas posi¢cdes convenientes obtidas da primeira coordenada,
obtendo assim sequéncias de tamanho 15.
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c4:=[]; for i in [1..Size(d3)] do
for § in [1..5ize(t)] do
Add(c4,Concatenation(d3[i],t[i])):
od;
od;
ya:=[];
for i in [1..Size(c4)] do
for j in [1..Size(144)] do
if (Product([c4[i][144[j][1]],c4[i][144[j]1[2]],c4[1][L144[j][3]].c4[i][144[j][4]]]) in c)
then Add(y4,c4[i]);
fi:
od;
od;

y44:=Set(y4);; d4:=Difference(c4,y44);;

Depois deste processo pegamos todas as sequéncias que obtivemos no passo
anterior e removemos todas as subsequéncias de tamanho 6 e soma zero, lembrando
que as que eram formadas pelos 12 primeiros vetores ja haviam sido retiradas em
passos anteriores. Entdo olhamos primeiramente para as primeiras componentes todas
as subsequéncias de tamanho 6 e soma zero que envolvem 0s os ultimos 3 vetores
adicionados (f, * f,* f,, f, * . * £, f,* f), isto & feito através dos comandos:

15:=Filtered(Combinations([1..15],6),
1->0rder(Product ([rst2[1[1]],rst2[1[2]],rst2[1[3]],rst2[1[4]],rst2[1[5]],

rstz[1[6]]1]1))=1;;

155:=Difference(15,13);; Size(l55); #232

Agora retiramos das sequéncias aquelas que nas posi¢cées correspondentes tem
soma zero na segundas coordenadas correspondentes da seguinte forma:

ysi=(1;
for i in [1..Size(d4)] do
for j in [1..Size(155)] do
if (order(Product([d4[i][155[3][1]],d4[i][155[3102]],d4[1][155[3](31],
d4[1][155[3]1[4]1], d4[i]1[155[3]1[5]].d4[L][155[31[61]11))=1)
then Add(y5,d4[1i]);

od;

od;

v55:=Set(y5);; d5:=Difference(d4,y55);: Size(d5); #2

Nessas condi¢gdes encontramos duas sequéncias. Agora pegamos estas duas
sequéncias encontradas e concatenamos na primeira entrada a identidade e olhamos
as possibilidades para a segunda componente retirando novamente as sequéncias

indesejaveis.
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Agora, como em S temos a identidade na primeira componente, precisamos
repetir os passos anteriores adicionando mais um vetor. Neste caso a ultima componente
concatenada pode ser qualquer elemento de C?% (ou seja, qualquer elemento da lista “e”).
Mas nesta concatenacao ja vamos fazer como anteriormente, sé concatenamos aquelas
que nos convém, ou seja, a principio concatenamos aqueles que tem tamanho 4, e que se
a soma zero na primeira componente a soma na segunda componente ndo é 0, 2a, 2b ou
2a + 2b na segunda. Com as linhas abaixo encontramos todos os vetores que tém soma

zero de tamanho 4 envolvendo a identidade (somente em relagdo a primeira componente):

id2:=ee[1]

rst3:=[r1,r2,r3,r1*r2*r3,s1,82,53,84,t1,t2,t3,t4,m1,m2,m3,id2];

|
16:=Filtered(Combinations([1..16],4), |
1->0rder(Product ([rst3[1[1]],rst3[1[2]],rst3[1[3]],rst3[1[4]]]))=1;;

|

l66:=Difference(l6,14);; Size(l66); #35

Utilizamos entédo essas 35 possibilidades para montar as sequéncias da seguinte

for i in [1..Size(c6)] do

forma:
c6:=[1; \
for i in [1..size(d5)] do
for j in [1..Size(e)] do
Add(c6,Concatenation(ds[i], [e[i]])):
od; ‘
od; ‘
\
y6:=[1; ‘
\

for j in [1..S5ize(l66)] do

if (Product([c6[i][166[3]1[1]],c6[i]1[166[i1[2]1],c6[i]1[166[j]1[3]1],c6[i]1[166[31[4]1]1]) in c)
then Add(y6,c6[i]): \

FiliE

od;

od;

y66:=Set(y6);; d6:=Difference(ct,y66);;

Neste caso entdo encontramos os vetores que desejamos. Agora também podemos
verificar nalista anterior se ha sequéncias de tamanho 6 e soma zero nas duas componentes.
Novamente nos concentramos primeiramente na primeira componente. Descobrimos as
sequéncias de tamanho 6 e soma zero (na primeira componente) envolvendo a identidade
através dos comandos:

Sequéncias de Soma Zero nos Grupos Abelianos C3 & C5e C, @ C? “



17:=Filtered(Combinations([1..16],6),
1-s0rder(Product([rst3[1[1]].rst3[1[2]], ,rst3[1[3]],rst3[1[4]],rst3[1[5]],
rst3[1[6]]1))=1;;

177 :=Difference(17,15);; Size(l77); #168

Por fim, aplicamos essas restricdes nas sequéncias encontradas da seguinte forma:

y7:=[1;
for i in [1..Size(d6)] do
for j in [1..5ize(177)] do
if (order(Product([d6[i1[177[31011]1,d6[i1[177[31021].d6[i)1[177[31[31]
d6[41[177[31(411, d6[i1[177[31(511,d6[i1[177[31(6111))=1)
then Add(y7,d6[i]);fi;od;od;

¥77:=Set(y7);; d7:=Difference(d6,y77);; Size(d7); #2

Com os comandos que fizemos até agora o programa retornou 2 sequéncias, mas
essas duas sequéncias estdo somente em C?2, logo para ver realmente quem séo estas
sequéncias em C} @ C2 fazemos:

m:=d7;;
for k in [1..Size(d7)] do
for i in [1..16] do
if d7[k][i]=e[1] then Remove(m[k],i);Add(m[k],vve[1],1i);
elif d7[k][i]=e[2] then Remove(m[k],i); Add(m[k],vve[6],i);
elif d7[k][i]=e[3] then Remove(m[k],i); add(m[k],vve[7].i):
elif d7[k][i]=e[4] then Remove(m[k].i); Add(m[k].vve[6] vve[6].1)
elif d7[k][i]=e[5] then Remove(m[k],i); Add(m[k],vve[6] vve[T7],1);
elif d7[k][i]=e[6] then Remove(m[k],i); Add(m[k],vve[T7] vve[T7],1i);
elif d7[k][i]=e[7] then Remove(m[k],i);Add(m[k],vve[6] vve[6] vve[T7],i);
elif d7[k][i]=e[8] then Remove(m[k],i):;Add(m[k],vve[6]*vve[T7]*vve[T7].1);
elif d7[k][i]=e[9] then Remove(m[k].,i):Add(m[k].,vve[6] 2" vve[T7]r2, 1):
fi;
od;

od;

mm:=[7];

for i in [1..Size(m)] do
Add(mm, [m[i][1]*C42[1].m[i][2]*Cca2[2],m[i][3]*C42[3],m[i][4]"Ca2[4],m[i][5]*C42[5],
m[i][6])*Ccd42[6]),m[i][7]1*C42[7],m[i][8]*Ca2[8], m[i][9]*Cc42[9],m[i]l[10]*C42[10],
miJ[11]*c42[11],m[i][12]"c42[12],m[i][13]“Cc42[13] ., m[i][14] C42[14]
m{i][15]*c42[15], m[i][16]*C42[16]]);0d;

De onde obtemos as duas sequéncias finais:
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[f1=f582"Ff6, f2°f5A2°f6, f37f5/2°f6, f1°f2°F3°f52°Ff6, f1°fa4"f5°f6, f2°f4*f5°f6,
£3°fa4"f5°f6, f1"f2*f3"f4*f5°f6, f4*f5"fe, f1"f2"f5+2"f6, f1°£3"f542"f6, f2°f3"f4"f5"fo,
f1f2 f4*f57fe6, f1°£3"f4*f57f6, f2°f3"f572"fe, £5+27f6 |

[ f1*f5r2*f6, f2*f5A2°F6, F3*f502°f6, F1*f2*f3°f5A2°F6, f1°f4*f5°f6, f2*f4*f5"F6,
£3°F4*£5°F6, F1*F2°F3*F4*F5°F6, F4*F542*F6, F1*F2*F5*F6, F1*F3*F5*F6, F2*F3*Fa4*F502°F6,
f1*£2*F4*F5A2*Ff6, F1*£3*F4*F5A2*F6, F2*F3°£5*F6, F5°F6 ].

Aqui consideramos em C? os geradores a=f e b=,

Desta maneira que dividimos o problema do calculo dessas sequéncias, o GAP
consegue executar estes comandos de maneira que nao excede o limite de memodria.
Observe que obtivemos esses calculos fixando a soma dos 4 primeiros elementos, dos
proximos 4 e dos proximos 4. Agora o que temos que fazer € ir mudando o valor de cada
uma dessas somas. Observe também que obviamente ndo fixamos estas somas no
conjunto {0, 2a, 2b, 2a + 2b}, pois nestes casos ja teriamos subsequéncias de tamanho 6
e soma zero, logo € suficiente variar essas somas no conjunto{a, b, a+ b, 2a+ b, a + 2b}.
Com estes conjuntos temos para cada parcela 5 op¢des de soma, temos entao que fazer
625 casos (isso da um trabalho relativamente grande, mas basta fazer trocas adequadas
de elementos).

Depois de fazer todos os possiveis casos chegamos em um total de 180 sequéncias
de tamanho 16 que séo livres de quadrados na primeira componente e que ndo possuem
subsequéncias indesejadas.

Proposicéo 3.2.2. Todos elementos da sequéncia S,S, . . . S,, sdo elementos da
sequéncia S e toda subsequéncia S,com 1 < i <8 é da forma (h, k)(h, k).

Demonstragdo. Seja (h, k) um elemento da sequéncia S,S, . . . S, ou seja, existe i €
[1, 8] tal que S,= (h, k)(h, k'). Como Isupp(¢(S'))l = 24 entéo temos que em ¢(S') aparecem
todos os elementos de H logo h € supp(¢(S)). Sendo assim, em S' existe um elemento da
forma (h, K’).

Defina S; = (h, K’)(h, k). Observe que, o(¢(S})) = 0 e a sequéncia
oS,) ... aS.,)a(Ss) - aS,,) ... aS,) ndotem nenhuma subsequéncia de tamanho
3 e soma zero (por hipotese), logo pelo Lema 3.0.2 obtemos que o(S;}) = o(S), ou seja, k=
K =K.

Como a(S)) . .. a(S,) = ((0, 0)(0, a)(0, b)(0, a + b))* e da proposi¢éo anterior temos
que

S, ...S,=((h, 0)(h, 0)(h,, 2a)(h,, 2a)(h,, 2b)(h,, 2b)(h,, 2a+2b)(h,, 2a+2b))2.

-
Ou seja, a proposi¢éo nos garante duas coisas, a primeira é que cada S, & formado
por dois elementos idénticos e além disso estes elementos tem que aparecer na sequéncia

S. Logo, nas possiveis sequéncias S' tem que aparecer como segunda componente 0s
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elementos 0, 2a, 2b e 2a + 2b.

Como conseguimos construir todas as possiveis sequéncias S agora basta
analisa-las. O que é interessante é que em nenhuma delas aparecem estes elementos
que desejamos, chegando portanto a uma contradicdo. Um exemplo disto sdo as duas
sequéncias obtidas anteriormente, reescrevemos de outra forma para melhor entendimento:

S' = (h,, 2a + b)(h,, 2a + b)(h,, 2a + b)(h,, 2a + b)(h,a + b)(h,, a + b) (h,a + b)(h,, a
+ b)(h,, a+ b)(h,,, 2a + b)(h,,2a + b)(h,,a + b)(h ,a + b) (h,,a + b)(h,,, 2a + b)(h,,, 2a + b)

10’ 157 16’

ou

S =(h,, 2a + b)(h,, 2a + b)(h,, 2a + b)(h,, 2a + b)(h,, a + b)(h,, a + b)

(h,, a+ b)(h,, a+ b)(h,, 2a + b)(h,,, a + b)(h,,, a + b)(h,,, 2a + b)(h,,, 2a + b) (h,,, 2a
+ b)(h,,, a+ b)(h,,, a+ b)

157

10’ 117

Analisando estas sequéncias, notamos que em todas elas ndo temos nenhum
elemento cuja componente K pertenca ao conjunto ¢ = {0, 2a, 2b, 2a + 2b}. O mesmo vai
ocorrer com todas as outras sequéncias, isso gera uma contradicdo com a Proposicéo
3.2.2, encerrando assim a demonstragéo.

O que vamos fazer na proxima secao € diminuir ainda mais a cota superior.
3.2.2 Diminuindo a Cota Superior para 31

Nesta ponto vamos usar a mesma técnica que utilizamos na subsecéo anterior para
a demonstracao do resultado.

Considerando a sequéncia S com ISl = 31 e fazendo a separacdo conveniente da
sequéncia como antes temos que k = 8. Entdo a sequéncia S,S, . . . S; é da forma como
descrita no lema 3.0.2. Como vimos anteriormente podemos fazer uma translacdo dos

elementos da sequéncia mantendo o fato de ter ou ndo ter subsequéncia de soma zero.

Como k=8 temos que 31 = 16 + I1S1 0 que nos da que |S'l = 15 . Como a sequéncia
S é livre de quadrados na primeira componente, temos que falta exatamente um elemento
de C3.

Através de uma translacdo em relagéo as componentes de C} podemos supor que
este elemento que falta é a identidade do grupo C3.

Com a ajuda do GAP foi construido as possiveis sequéncias S' que nao tinham as
sequéncias indesejadas. As sequéncias que obtemos foram exatamente as 180 obtidas no
caso em que ISl = 32, retirando apenas o elemento que continha a identidade na primeira
componente.

Se os elementos que aparecem na sequéncia S,S, . . . S, tiverem como primeira
entrada elementos que aparecem em S entdo o problema esta resolvido pelos mesmos
argumentos que no caso da sequéncia de tamanho 32. Entdo a Unica possibilidade é
termos como primeira entrada nos elementos de S,S, . . . S; o Unico elemento que néo
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aparece em S' como primeira entrada, que é a identidade. Mas, se todos elementos da
sequéncia S.S, . . . 5, tem a identidade na primeira entrada, entdo temos 16 elementos
no total. Como s(C3) = 9 entdo encontramos uma sequéncia de tamanho 3 e soma zero
(nas duas entradas), separando esta sequéncia, restam 13 elementos na sequéncia, onde
podemos achar novamente outra sequéncia de tamanho 3 e soma zero, juntando essas
duas sequéncias temos uma sequéncia de tamanho 6 e soma zero.

O que gera as mesmas conclusdes, ou seja, que neste caso, para toda sequéncia S
de tamanho 31 obtemos uma subsequéncia de tamanho 6 e soma zero.

3.2.3 Comentarios sobre a cota s(G) < 30

Um passo natural que ocorreu na construgdo deste trabalho foi utilizar a mesma
técnica aplicada nas subsecdes anteriores a fim de reduzir a cota para 30. Com isso

conseguimos o seguinte resultado particular:

Teorema 3.2.3. Sgja G = C; @ C3. Se toda sequéncia S de tamanho 30 pode ser
escrita na forma S, . . . §,§', como descrita nas subsegbes anteriores, com k=7 ou k >8
entéo s(G) =< 30.

Se S é uma sequéncia de elementos de G tal que ISl = 30 entdo fazendo o processo
de separagdo de Snaforma S, ... S,S como descrita nas outras subsecdes infere-se que
30 =2k + 1S'l =2k + 16 implicando que k = 7. Pelo fato de s(C2%) =9 e a sequéncia o(S,) . .
. 0(S,) poder ser considerada uma sequéncia em C? temos que se k = 9 entdo a sequéncia
a(S,) . .. o(S,) possui uma subsequéncia de tamanho 3 e soma zero, o que implica que S,
... 5, possui uma subsequéncia de tamanho 6 e soma zero.

Note entdo que mostrando o Teorema acima, ficamos bem préximos de descobrir
se s(G) = 30 ou que existe uma sequéncia de tamanho 30 livre de soma zero e tamanho
exp(G), o que provaria que s(G) = 31. Para isso é necessario analisar somente o que ocorre
quando k = 8. Nao resolveremos este caso neste trabalho.

Para demonstrar o Teorema acima provamos o préximo lema que faz uma
classificacéo, a menos de translagéo, de todas as sequéncias em C2 de tamanho 7
(s(G) — 2) que nado tem subsequéncia de tamanho 3 e soma zero. Para esta demonstracao
utilizamos o GAP para a constru¢ao das sequéncias desejadas.

Lema 3.2.4. No grupo C? existem somente 216 sequéncias de tamanho 7 tais que
nestas sequéncias nao existem subsequéncias de tamanho 3 e soma zero, além disso a
menos de translagbes estas sequéncias sao da forma:

(id a a b b a + b a + b)

onde a e b sdo geradores de C2.

Estas sequéncias sdo encontradas através das seguintes linhas:
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g:=DirectProduct(CyclicGroup(3),CyclicGroup(3));
f:=function(l) local i;
for i in [1..Length(Combinations(l,3))] do
if order(Product(Combinations(l,3)[1i]))=1 then
return false;
fi;

od; return true;

end;

y:=function(a,m); if m=0 then return [];fi; if m=1 then return [a]; fi; if m=2 then
return [a,a]; fi; end;
er:=function(l);

return Concatenation(y(Elements(g)[1],1[1]),yv(Elements(g)([2],1[2]),

y(Elements (g)[3],1[3]) .y (Elements(g) [4],1[4]).y(Elements(g)[5],1[5]),

y(Elements(g)[9],1[9]));
end;
c:=Cartesian([0,1,2],[0,1,2].[0,1,2].[0,1.2],[0,1,2],[0,1,2],[0,1,2],[0.,1.2],[0.1.2])::
r:=Filtered(c,x->5um(x)=7);;

1
\
1
\
\
y(Elements(g)[6],1[6]),y(Elements(g)[7],1[7]),y(Elements(g)[8],1[8]), \
rri=List(r,er);:

t:=Filtered(rr,f);;Size(t); #216

Observando as sequéncias encontradas pelo GAP podemos classifica-las nos

seguintes tipos:
1l.(daabba+ba+b
2.(didaabba+ b
3.(ididaaba+ba+b

abb-b

&
)
)
|

a

5 @a-a-abba+ba+b

a-aba+ba+b

o

©

o
|

7.(@a-a-abba+b

O que podemos mostrar é que através de uma translacdo todos estes casos se
resumem s6 ao caso (1).

De fato, tomando (id id a a b b a+ b)soma-se a esta sequéncia -a- b
obtendo a sequéncia(-a-b -a-b -b -b -a -a id) queé daforma desejada.
O restante das sequéncias ocorre 0 mesmo com uma translacéo adequada.

Entdo a menos de quem escolhemos como geradores, a partir de agora podemos
supor que

S ...S

1 7=

(id a a b b a+b a+b).

Demonstragdo do Teorema: Seja S em G tal que 1Sl = 30 fazendo o processo de
separagdo da sequéncia chegamos que 30 = 2k + ISl < 2k + 16 0 que nos da que k= 7.
Vamos analisar o caso em que k= 7. Se k=7 entdo obtemos que S =16 e como S ¢é livre
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de quadrados na primeira componente temos que aparecem em S todos os elementos de
(033

Setivermosem o(S)) ... o(S,) uma sequéncia de tamanho 3 e soma zero a sequéncia
S, ... S, tem uma sequéncia de tamanho 6 e soma zero, pois cada S, tem tamanho dois e
soma zero na primeira componente, entdo podemos supor que a sequéncia o(S)) . . . o(S)
n&o possui subsequéncia de tamanho 3 e soma zero. Como a sequéncia o(S,) . . . o(S))
pode ser considerada uma sequéncia em C? temos do Lema 3.2.4 que a sequéncia tem
uma das formas apresentadas e a partir das observagdes posteriores, podemos considerar

que

S

I

.. 8

. =(id aabba+ba+b).

A partir daqui vamos fazer como no caso em que |S| = 32, vamos usar o programa
GAP para filtrar as sequéncias e restar apenas sequéncias de tamanho 16 que sao livres de
quadrados nas primeiras componentes e que ndo possuem sequéncias indesejadas. Note
um fato interessante, os elementos da sequéncia S, . . . S, séo 0os mesmos que aparecem
na sequéncia S, . . . S,5, com a diferenga que a identidade aparece agora s6 uma vez.
Isso significa que o processo de achar as possiveis sequéncias S é exatamente 0 mesmo,
chegamos entdo as mesmas 180 sequéncias encontradas. Agora vamos provar que neste
caso particular os elementos de S, . . . S, também s&o elementos de S, 0 mesmo que

ocorre no caso em que ISl = 32.

Proposicéo 3.2.5. Todos elementos da sequéncia S, . . . S, sdo elementos da
sequéncia S.
Demonstragdo. Tome um elemento de S, . . . S, da forma (h, k,), logo existe algum

icom1<is<7talque S = (h k)(h, k,) e, como ja foi dito, vai existir em S'um elemento
da forma (h, k;). Entdo o que fazemos €, na sequéncia S trocar o elemento (h, k,) pelo

elemento (h, k).

Suponha que k, # k, entéo teremos em S um elemento diferente. Mas isso néo
podera ocorrer, pois em S vimos que as 180 sequéncias obtidas, tem caracteristicas bem
especificas com relagédo as segundas componentes de seus elementos, em cada uma das
180 sequéncias encontradas, nas segundas componentes de uma sequéncia, s6 aparecem
2 elementos distintos digamos k, e k, e cada um deles aparece exatamente oito vezes
na sequéncia. Entéo, se trocarmos o elemento de (h, k,) que estd em S por um novo
elemento (h, k,) onde k, # k, entdo ou k, # k, 0 que implicaria que em S aparecem 3
elementos distintos nas segundas componentes, o que néo ocorre, ou k, = k, e ai teremos
uma quantidade impar de elementos nas segundas componentes de S o que também nao
ocorre, logo temos que ter k, = k, que por sua vez também nos da que k, = k, = k.

Agora, com a ajuda da proposi¢céo acima, a concluséo fica a mesma que no caso em
que ISl = 32, uma vez que as possibilidades de sequéncias que encontramos para S néao
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satisfazem a propriedade apresentada na proposicdo, ou seja, nas sequéncias de S nao
aparecem os elementos de S, . .. S,. O que encerra a demonstragéo do Teorema (3.2.3) .

Neste ponto o leitor pode se perguntar o motivo do caso k = 8 n&o ter sido analisado.
Na realidade ele foi analisado, mas a dificuldade apareceu no fato que se k = 8 entdo a
sequéncia S tem tamanho 14, faltando dois elementos de C2 em ¢(S). Com isso ndo
conseguimos descobrir 0 que ocorre com a sequéncia S quando em @(S,) . . . ¢(S,) s
aparecem os elementos que faltam em ¢(S), ficando este caso em aberto.

31 UMA COTA INFERIOR PARA C} & C?

Podemos utilizar a proposi¢éo 1.0.14 para encontrar um valor interessante para cota
inferior de s(C% @ C%). Vamos, com a ajuda da proposigéo encontrar uma sequéncia de
tamanho 28 que néo tenha subsequéncia de tamanho 6 e soma zero, fazendo assim com
que s(C3 & C%) = 29.

Teorema 3.3.1. 29 < 5(C% ® C?)

3
Demonstragdo. Escreva o grupo s (C% @ C?) daforma G = C2 @ C: e fixe C2 = (e,,
e,). Utilizando a proposigéao anterior neste grupo chegamos que a sequéncia
U= (e,)(e,)(e, + &,)°
ndo tem nenhuma subsequéncia de tamanho 6 e soma zero, na realidade mais que

isso, ela ndo possui nenhuma subsequéncia de soma zero e tamanho no maximo 6.
Podemos escrever a sequéncia U da forma U = (T')® e construir uma sequéncia
T'=0e, g, (e, +&,), entdo T* néo tem nenhuma subsequéncia de tamanho 6 e soma zero.

Agora, tomando e, e e, como geradores de C: e utilizando o segundo item da

proposicéo podemos construir a sequéncia
S=0° (0+e,) (0+e) (e,)° (e,+&,) (e,+e,) (8,)° (e,+&,) (e, +e,) (e,+6,) (e, +e,+€,) (e, +e,+e,).

E pela proposicao ela ndo tem nenhuma subsequéncia de tamanho 6 e soma zero.
Observe que 1Sl = 28, logo s(C} & C?) = 29.

Uma pergunta que podemos fazer é a seguinte: sera que podemos tomar esta
sequéncia de tamanho 28 e completa-la de modo a obter uma sequéncia de tamanho 29
e que ndo possua subsequéncia de tamanho 6 e soma zero? Seria muito interessante
se a resposta fosse positiva, mas a resposta desta pergunta é negativa. Para mostrar
isso tomamos a sequéncia S e a reescrevemos da forma que fizemos anteriormente, da
seguinte forma:

S,...5S
onde IS] =2 paratodo 1 <i<8, o(¢(S)) =0 e a sequéncia S ¢é livre de quadrados

na primeira componente. A sequéncia fica da seguinte forma:
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S, ... 8,=((F, £) (£, £) (f, + £, £+ £) (0, 0))*
aqui observe que colocamos cada elemento de S, onde Ci=(f,, f,, f,, fye C2=(f, )
Esta sequéncia também pode ser escrita como

S,...S,=((0,2£) (0, 2f) (0, 21, + 2£) (0, 0))2

4

e a sequéncia S fica sendo a seguinte:

S=(f, £) (5, £) (£, 00 (f,+ £, + £, L+ £) (f,+ 1, 5) (F,+1,F)(f, 0) (f, + 1, f.+£)(f,

1 (
+ 1, £) (f+ 6+ 1, L+ F)(f,+1f,£)(0,0)

Observe que ndo podemos acrescentar mais uma sequéncia de tamanho 2 e soma
zero nas sequéncias S, . . . S;, pois com 9 dessas sequéncias teriamos uma subsequéncia
de soma zero e tamanho 6. Dai para continuar tendo uma sequéncia sem subsequéncia de

soma zero e tamanho 6, a Unica alternativa seria acrescentar elementos em S.

Lembremos que a sequéncia S é construida livre de quadrados na primeira
componente de seus elementos. Nesta sequéncia que encontramos, ela tem tamanho 12,

entdo faltam 4 elementos de C? que n&o aparecem, s&o eles

f+f+f, L+ +f

L+ b+ f, L+ +f+ 1.

O que acontece é que concatenando a sequéncia S mais um elemento da forma
(h, k), com h'sendo um dos elementos que faltam e k sendo um elemento de C2, a sequéncia
resultante sempre tera uma subsequéncia de tamanho 6 e soma zero. Para fazer isso
fixado h variamos k e usamos a seguinte fungdo que testa se a sequéncia tem ou néo

subsequéncias de soma zero e tamanho 6.

r:=function{l) local j:
for j in [1..Length(Combinations(1l,6))] do
if Order(Product(Combinations(1l,6)[j]))=1 then return true;
o B

od; return false;

end;

Para todos os valores que escolhemos a fung¢do retorna TRUE, mostrando que
sempre a sequéncia tem alguma subsequéncia indesejada.

Isto pode ser um indicio de que s(G) = 29, mas a principio ndo podemos chegar a
esta conclusédo analisando s6 as sequéncias desta forma especifica construida acima, a
menos que seja possivel mostrar que todas as sequéncias de tamanho 28 que séao livres
de soma zero de tamanho 6 em G sejam da forma acima.
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COTA SUPERIOR PARA S(C¢ ® C))

O resultado principal deste capitulo é apresentar uma conta superior da constante
EGZ para a familia de grupos G= C3 ® C_ onde n=7 impar e (n, 3) = 1. Provaremos que
s(C® C)=<6n+12.

Em um artigo de H. Harborth ([8]) ele apresenta um resultado interessante que diz
que, no caso dos 3-grupos abelianos elementares temos uma relagdo bem explicita entre
9(G) e s(G). Deixamos aqui sua demonstracdo e destacamos a importancia deste teorema
para o resultado principal deste capitulo, uma vez que o teorema abaixo nos garante que
para grupos da forma G = C',, conhecendo o valor da constante s(G) também conhecemos
o valor de g(G).

Teorema 4.0.1. Sgja G = C,, se g(G) = c entao s(G) =2c - 1.

Demonstraggo. De fato, como g(C)) = c existe uma sequéncia de tamanho ¢ - 1 que
nao possui repeticdo e que nao tem uma subsequéncia de soma zero e tamanho 3. Digamos
que esta sequéncia seja

S=aaa,--a

c-1"

Tome a sequéncia

S=aaa,a,aa, " a.a,.,

com 2(c — 1) elementos.

Observe que S? também ndo possui subsequéncia de soma zero de tamanho 3,
pois para isto seria necessario tomar dois elementos iguais, 0 que implicaria que o terceiro
elemento também fosse igual aos demais, 0 que nao ocorre, ou seria necessario formar uma
subsequéncia com trés elementos diferentes com soma zero, mas isso implicaria que esta
subsequéncia estaria em S, o que também n&o ocorre, logo

2(c-1)+1=<s(G).

Agora resta provar que s(G) < 2c¢ — 1. Tome uma sequéncia S qualquer em G com
2c¢ - 1 elementos, vamos provar que S sempre tem uma subsequéncia de tamanho trés e
soma zero. Como todo elemento tem ordem 3, se S possui algum elemento que repete trés
vezes em S ja temos a subsequéncia desejada. Se S possui ¢ elementos diferentes também
encontramos uma subsequéncia de tamanho trés e soma zero pela hipétese g(G) = ¢. Logo
resta analisar o caso em que S tem no maximo ¢ — 1 elementos que aparecem duas vezes
em S, ou S é da forma

&,8,8,8,8,8;, " ** a,_,4, aj

mas se a,= g, para algum i € [1, ¢ - 1] teremos 3 elementos do mesmo o que nos da
uma soma zero e se g, for diferente dos demais teremos ¢ elementos diferentes e novamente
temos uma soma zero, logo s(G) <2c - 1.

Usando o fato s(C3) = 19 e que g(C3) = 10 temos o seguinte resultado:
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Lema 4.0.2. Seja H = C} e W a sequéncia de H livre de quadrados e de comprimento
IW|=27. Paratodo v € H é possivel particionar a sequéncia Wda formaW = T,T,... T.S"
talquev € S, IT| = 3, o(T) = 0 paratodoi€ [1, 6], e com a sequéncia S livre de soma
zero de tamanho 3.

Demonstracdo. Como g(C;) = 10 e a sequéncia W por hipétese é livre de quadrados
e tem tamanho 27, sempre é possivel retirar de W seis subsequéncias disjuntas,
T,T,...,T,como(T)=0elT| =23 paratodo /€ [1, 6], restando entdo uma subsequéncia de

W com 9 elementos (que chamamos de S). Agora, basta garantir que para todo v € H existe
uma particdo desta forma, com S sem subsequéncia de soma zero e tamanho 3.

A seguir apresentamos seis possiveis particdes da sequéncia W da forma
T,T,--- T.S8", de tal forma que qualquer v € H esteja presente em S de alguma parti¢éo.
Seja H={a, b, ¢), e as particdes:

Particdo P,: S" = (0)(a)(b)(c)(a+ b)(a+ c)(2a+ b+ c)(2a+2b+c)(2a+ b+ 2¢c) e

T, =(2a+2b)(a + 2b + ¢)(2b + 2¢),

T =

2

T

(a+2b)(2b + ¢)(2a + 2b + 2¢),
(2a+ b)(a+ b+ c)(b+20),
T,=(2b)(2a+ c)(a+ b+ 20),
(
(

w

N

T =

5

2¢)(a + 2¢)(2a + 20),
T6
Particio P,: S" = (0)(a)(b)(2¢c)(a + 2b)(a + 2c)(a + 2b + ¢)(2b + 2¢)(2a+ 2b + 2¢) e
T,=(b+2c)(a+b+2c)(2a+ b+2¢),

T,=(2b+ c¢)(2a + 2b)(a + 2b + 2¢),

2

2a)(b+ c)(a+2b+ 2¢).

T, = (2a)(a + b)(2b),
b+c)a+b+c)(2a+b+c), T,=(c)(a+ c)(2a+ c).

4

(

T,=(2a+ b)(2a+ 2¢)(2a+ 2b + ¢),
(
(

T =

5

Particio P,: S = (0)(a)(b)(2c)(a+2b)(2a+2c)(2a+2b+c)(a+2b+2c¢)(2a+2b+2¢)

e
T, =

T
T

2a+2b)(a+2b+ ¢)(2b + 20),
2a+ b)(a+ b+ c)(b+2c),

N

2b)(2a+ c)(a+ b+ 2¢),

w

T

5

+0)(2b+c)(2a+ b+ 0),

(
(
(
T,=(a+b)(b+c)(2a+ b+ 20),
(a
(

T =

6

c)(2a)(a + 2c¢).
Particdo P,: S" = (0)(a)(c)(a + ¢)(b + c)(2a + b)(a+ b + c)(2a + 2b)(2a+ b+ 2¢) e
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T,=(b+2c)(2a+2c)(a+2b+ 20),
T,=(2b+c)a+2b+c)(2a+2b+0),
T,=(2¢c)(a+ b +2c)(2a + 2b + 2¢),
T,=(a+ b)(2a + c)(2b + 2¢),
T,=(2b)(a +2¢)(2a+ b+ ¢),

T, = (b)(2a)(a + 2b).

Particdo P,: S = (0)(a)(c)(2a+b)(2a+c)(a+b+c)(a+b+2c)(2b+2c)(2a+b+2c)

e
T, =(2a+2b)(2a+ b+ ¢)(2a + 2¢),
T,=(@2b+c)(a+2b+c)(2a+2b+¢),
T,=(a+2¢)(b+2c)(2a +2b + 2¢),
T,=(a+b)(a+c)(a+2b+20),
T, = (2b)(b + 0)(20),

(

T. = (b)(2a)(a + 2b).
Particio P: S" = (a)(2a)(a+c)(2b)(2a+c)(2b+c)(b+2c¢)(a+2b+2c)(2a+2b+2¢)

o

e

T,=(2a+2b)(2a+ b+ ¢)(2a + 2¢),
T,=(a+2b)(2b+ 2¢)(2a + 2b + ¢),
T,=(b+c)(2a+ b)(a+ b+ 20),
T,=(b)(a+b+c)(2a+ b+ 20),
T,=(a+ b)(a+2c)(a+2b+0),

T, = (0)(c)(20).

Observe que cada uma das particbes acima satisfazem a hipotese que o(T) = 0 com
IT]I =3 paratodo i € [1, 6] e cada S n&o possui subsequéncias de tamanho 3 e soma zero.

11 s(CE® C)=6n+12

Nesta se¢&o vamos considerar a familia de grupos da forma G = C3 ® C, sendo n
inteiro positivo impar, com (3, n) =1 e n=7.Como (n, 3) = 1 podemos aplicar o Lema 1.0.11
com K= C, e obter a cota superior s(C3 ® C,) < 6n + 13. Vamos melhorar em uma unidade a
cota acima, ou seja, vamos mostrar o seguinte resultado:

Teorema 4.1.1. Seja G = C¢ ®C,, n inteiro impar com (n, 3) =1 e n=7 entédo
s(C® C)=<6n+12.

Demonstraremos este resultado por contradigdo, ou seja, vamos supor que S é uma
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sequéncia de elementos de G de tamanho 6n + 12 que ndo tem subsequéncias de tamanho
3n e soma zero. A demonstracéo deste teorema seguird 0s seguintes passos:
1. Consideramos S uma sequéncia de comprimento 6n + 12 e sem subsequéncia

de soma zero e comprimento 3n, e escrevemos a sequéncia S na forma

S§=§,--- SW,W,.

2. Provamos a veracidade do Teorema nos casos em que k >2n — 14.

3. Reescrevemos a sequéncia Snaforma S=S,--- ST, -+ T.Z --- Z5"S® e, do

Lema 1.0.12 obtemos o(S,) - - - o(5)o(T,) - - - o(T)o(Z,) - - - 6(Z) = (0, 0)'(0, g)™"
onde g € um gerador de C.

4. Construimos no GAP as 6 possiveis sequéncias para ¢(S") e ¢(S®) de acordo
com as particbes apresentadas no Lema 4.0.2 e construimos as sequéncias de
tamanho 18 ¢(S")p(S?).

5. Para cada sequéncia S"'S® consideramos todas as subsequéncias T de tamanho
6 com o(g(T)) =0.

6. Provamos que o Teorema é verdadeiro no caso em que existir uma subsequéncia
T como descrita no passo anterior tal que o(¥(T)) # g, onde g é o elemento citado
no passo 3.

7. Consideramos agora o caso que todas as sequéncias T do passo 5 séo tais que
o(y(T))=g.

8. Provamos que as sequéncias S e S® sado idénticas.

9. Com todas as sequéncias T do passo 7 construimos um sistema e concluimos
que supp(Y(SM)) ={a}, ou seja, |supp((S™M))I = 1, gerando a igualdade 6g = a.

10. Provamos que todo elemento da subsequéncia S, - - - §_é um elemento da

sequéncia S, concluindo que 3a € {0, g}, o que contraria que 6a = g.

Demonstragéo. Defina G=H ® Kcom H= C} e K= C,. Seja ¢ a proje¢éo de G em H,
Y aprojecdo de Gem Ke seja Suma sequéncia de comprimento ISl = 6n + 12. Vamos provar
este resultado por contradi¢éo, entdo suponha que S néo possui subsequéncia de soma zero
e tamanho 3n. Podemos escrever S da forma

§=S5, - SWW, (4.1)

para todo i € [1, k], com IS] = 3 e ¢(S) = (h)(h)(h) para algum h, € H, ou seja,
Isupp(d(S))! = 1 ( logo o(¢(S)) = 0 para todo i € [1, K]) e tal que ¢(W,) e ¢p(W,) séo
subsequéncias em F(H) livres de quadrados. Logo,

6n+12<3k+2-3°= k=2n-14.

Lema 4.1.2. Segja S de tamanho 6n + 12 e da forma (4.1). Se k >2n - 14 entdo S
possui uma subsequéncia de tamanho 3n e soma zero.

Demonstragdo. Suponha que k > 2n — 14, e que por contradicdo S ndo tenha
subsequéncias de tamanho 3n e soma zero. Analisamos primeiramente o caso em que
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k=2n-13. Isto implica que 6n + 12 =3(2n - 13) + IW,| + IW,| =IW,l + IW,| = 51. Podemos
supor que Wl = 25 e que IW,| = 26, de fato, lembre-se que o importante € montar as
sequéncias W, e W, de tal forma que ¢p(W,) e ¢(W,) sejam livres de quadrados, logo a outra
opgao seria IW|| = 24 e que |W,| = 27, mas isso significa que em W, temos todos elementos
de H tendo entdo dois elementos a mais que W,, dai tomamos um desses elementos e
transferimos para W,.

Como ¢(W,) e ¢(W,) séo sequéncias livres de quadrados em H e sabemos do
resultado anterior que g(C?,) = 10, podemos tirar de cada uma delas 6 subsequéncias

disjuntas, digamos T, - -+, T, e Z,, - - -, Z, tais que o(¢(T)) = o(¢(Z)) =0 e IT] =12l =3 para
todo i € [1, 6]. Dai olhamos para a sequéncia
o(S,) - - - o(S)o(T,) - - - o(T)o(Z) - - - 6(Z). (4.2)

Observe que esta sequéncia esta no Kernel de ¢, ou seja, € uma sequéncia em F(K)
de tamanho 2n - 1. Como s(C) = 2n - 1, existe uma subsequéncia em (4.2) de tamanho n
€ soma zero, o que implica que existe em S, - - - S, T, - - - T.Z, - - - Z, uma subsequéncia de
tamanho 3n e soma zero, chegando a contradicéo.

Para os casos k >2n — 13 observamos que, a cada vez que aumentamos em uma
unidade o valor de k, ganhamos uma sequéncia S, , de tamanho 3 e o(¢(S, ,)) = 0, mas
perdemos 3 elementos de S ou de S® e assim diminuimos uma sequéncia de tamanho 3, T,
(ou Z) com o(¢(T)) =0, o que equilibra o calculo, ou seja, ainda temos 2n — 1 sequéncias em
K, tendo entdo alguma subsequéncia de soma zero e tamanho 3n. Logo o resultado segue
para todo k =2n —-13. Observe que basta analisar este processo até k=2n-1.

Agora vamos desenvolver o caso mais complexo, em que k = 2n-14 . Neste caso

6n+12=3(2n-14) + IW,l + IW,| 0 que implica que
Wl +IW)=2-3=IW|=IW,=3=27.

Comegamos com 0 mesmo processo que fizemos no caso anterior, podemos retirar
de cada sequéncia W, e W, seis subsequéncias disjuntas T,, - - -, T, e Z,, - - - , Z,, tais que
o(¢(T)) = o(p(Z)) = 0elT] = 1Z] = 3 paratodo i€ [1, 6]. Como ¢p(W,) = ¢(W,) podemos
retirar as sequéncias de tal forma que ¢(T,) = ¢(Z)), . . . &(T,) = ¢(Z,).

1 9 9

Vamos usar as notagdes St e S? para indicar as sequéncias de tamanho 9 que foram
obtidas respectivamente de W, e W,, apdés retirar as sequéncias 7, - - -, T, e Z, - - -, Z.
Depois de retirar estas sequéncias, note que se for possivel tirar mais uma sequéncia T, de
tamanho 3 e o(¢(T,)) = 0 a sequéncia o(S,) - - - o(S))o(T,) - - - o(T)o(T,)o(Z,) - - - 6(Z) tem
tamanho 2n - 1, logo tem uma subsequéncia de tamanho n e soma zero (lembrando que
s(C)=2n-1),0queimplicaque S, --- ST, - T,T.Z -+ Z tem uma sequéncia de soma
zero e tamanho 3n. Assim podemos supor que ¢(S") = ¢p(S®) sdo subsequéncias livres de
soma zero de tamanho 3.

Note que, do fato de ¢(W,) (também ¢(WW,)) ser uma sequéncia em H livre de
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quadrados de tamanho 27, o Lema 4.0.2 garante que podemos escolher as sequéncias

T

o
de Sfica da forma

-+, T,de maneira conveniente de modo que paracada ve ¢(S,) ... ¢(S,), a decomposi¢éo

S= 31 - SkT1 ce TsZ1 .. .263(1)3(2)]
com v e @(SM) (e também v e p(S@)) .

Podemos ent&o considerar que as sequéncias W, e W, foram particionadas de forma
que ¢(SM) e p(S®) sejam uma das 7 partices citadas no lema.

Agora, vamos novamente analisar a sequéncia

o(S)) - - a(S)o(T,) - - - o(T)a(Z) - - - 6(Z).
Observe que esta sequéncia esta em no Kernel de ¢, ou seja, € uma sequéncia em
F(K) de tamanho 2n — 2. Agora com uma translacédo adequada podemos supor pelo Lema

(1.0.12) que,
0(51) Ce O'(Sk)O'(T1) Ce 0(7'6)0(21) C G(Ze) - (0] O)n—1(o’ g)n—1
onde g &€ um gerador de C,. Vamos reescrever a sequéncia acima da seguinte forma:

RR,...R_R,...R,, (4.3)

onde R,=R,=---=R _,=(0,00eR =R _=---=R, ,=(0,9).
Agora, vamos considerar as possiveis particdes relacionadas no Lema (4.0.2), ou
seja, vamos supor que ¢(S") é de uma das formas que aparece em P,, . .. P.. Para cada
uma dessas possibilidades vamos construir todas subsequéncias de ¢(S") de tamanho 6 e

soma zero.

Com estas informacgdes, vamos agora proceder inicialmente com a constru¢éo das

subsequéncias ¢(S") de tamanho 9 que foram indicadas no Lema 4.0.2.

g:=DirectProduct (CyclicGroup(3),CyclicGroup(3),CyclicGroup(3));: e:=Elements(g);;
ul:=[ e[1], e[2], e[3], e[4], e[2]*e[3], e[2]*e[4], e[2]7*2*e[3]"'e[4],
e[2]~2*e[3]r2%e[4], e[2]72%e[3]*e[4]r2 ];

u2:=[ e[1], e[2], e[3], e[4]+2, e[2]"e[3]72, e[2]"e[4]"2, e[2]"e[3]r2"e[4],
e[3]r2*e[4]r2, e[2]r2%e[3]72*e[4]r2 ];

ud:=[ e[1], e[2], e[3], e[4]~2, e[2]*e[3]r2, e[2]r2*e[4]r2, e[2]r2"e[3] 2"e[4],
e[2]*e[3]r2"e[4]72, e[2]r2%e[3]r2"e[4]72 ];

ud:=[ e[1], e[2], e[4], e[2]"e[4], e[3]"e[4], e[2]*2"e[3], e[2]"e[3]"e[4],
e[2]42%e[3]42, e[2]22"e[3]"e[4]72 ];

us:=[ e[1], e[2], e[4], e[2]r2*e[3], e[2]7r2*e[4], e[2]*e[3]"e[4], e[2]"e[3] e[4]A2,
e[3]r2%e[4]A2, e[2]r2%e[3]"e[4]42 ];

ub:=[ e[2], e[2]+2, e[2]"e[4], e[3]r2, e[2]r2"e[4], e[3]A2"e[4], e[3]"e[4]"2,
e[2]*e[3]r2*e[4]r2, e[2]r2%e[3]72%e[4]72 ];

u:=[ul,u2,u3,ud4,u5,u6];# Lista das 6 sequéncias de tamanho 9

Size(UnionSet(UnionSet(UnionSet (UnionSet(UnionSet(ul,u2),u3),ud), us),u6)); #27
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Observe que nos comandos acima primeiramente construimos o grupo H = C%, depois
as possiveis sequéncias para ¢(S!"), colocamos estas sequéncias na lista “u”. Por fim,
verificamos que o conjunto de elementos que aparecem nessas 6 sequéncias contém todos
elementos de C:.

Agora, a fim de obter as possibilidades para ¢(S"S?) = (¢(S™))? duplicamos as
sequéncias encontradas para formar as sequéncias de tamanho 18.

n:=[]; for i in [1..6] do

1
Add(n,Concatenation(u[i],u[i])); ‘
od; ‘

Para continuacdo da demonstracédo, aproveitando a construcéo da lista “n”, que
contém as possibilidades para ¢(S"S®) = (¢(S™"))? vamos construir uma nova lista para cada
sequéncia n.em “n”da seguinte forma: Para cada sequéncia n,com i € [1, 6] de tamanho 18
vamos construir todas as subsequéncias de tamanho 6 e soma zero. Elas serdo importantes

na demonstracéo.

pp:=[1; for i in [1..6] do
Add(pp, []);o0d;

for i in [1..6] do
for j in [1..Length(Combinations(n[i],6))] do
if Order(Product(Combinations(n[i],6)[j]))=1 then

Add(pp[i],combinations(n[i],6)[j]);

od;

od;

A lista “pp”é construida de tal forma que na sua i-ésima posi¢éo séao colocadas todas
as subsequéncias de n, de tamanho 6 e soma zero.

Depois de encontradas estas sequéncias queremos saber quantas destas
subsequéncias de tamanho 6 existem para cada sequéncia n, fixada. Isso pode ser obtido

facilmente com o comando:

15205
for i in [1..6] do
Add(1,Size(pp[i]));

od;

Set(l); #72

Sendo entdo cada uma delas com exatamente 72 subsequéncias de tamanho 6 e

sSoma zero.

Observe que na construgédo acima estamos sempre trabalhando no que ocorre com a
sequéncia ¢p(S1S?) = (p(S1))?, ou seja, até este ponto estavamos preocupados apenas com
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0 que ocorria com as componentes de H. Agora vamos analisar o que ocorre em relacdo as
componentes de K. Separamos a solu¢édo deste problema em dois casos:

CASO 1: Existe em S"S® uma subsequéncia T, com |T | = 6, o(¢(T)) = 0 tal que
o(y(T) = g, onde o elemento g é o gerador de K que aparece em (4.3).

A partir de T conseguimos montar uma subsequéncia S de S de tamanho 3n e soma
zero, 0 que gera uma contradicdo com a hipotese. De fato, lembremos que g é um gerador
de K= C,, logo o(¢(T)) # g significa que o((T)) = tg para algum t € [2, n].

Se t€[3, n- 1] podemos construir a subsequéncia S de S:

S=RR,...R,R,...R, T

2n-t-1

observe que

ISI=3(t-2) +3(n—1) +6 =3n

o(S) = (t-2)(0, 0) + (n - (0, g) + (0, tg) = (0, ng) = (0, 0).
No caso em que t = 2 basta construir a sequéncia S=R ... R, .T.Note que
ISI=3(n-2)+6=3nequed(S)=(n-2)(0, g) +(0,2g) = (0, 0).
Quando t = ntemos a subsequéncia S = B,R, ... R_,T de tamanho 3n e soma zero.
CASO 2: Em toda subsequéncia Tem SVS® com|T|1 =6 e o(¢p(T)) =0 vale
o(U(T)) =g
Vamos supor que
R=808®=(h,g,) ... (h, g)(h, g,) - - (hy g),
lembrando que as primeiras componentes de S e S® sdo iguais, mas as segundas
componentes ndo precisam ser necessariamente iguais. O que vamos provar é que na
realidade g, =g,="" =0,
Note que da construcao anterior, a lista “n”possui as opg¢des para as sequéncias

P(SMS®), logo se n, é a sequéncia na i-ésima posi¢éo da lista “n”, entdo na construgdo da
lista “pp”colocamos na sua i-ésima posigéo todas as subsequéncias de n, que tém soma
zero e tamanho 6, digamos que estas subsequéncias de sejam N,, . .., N, com ifixado. Da

hipbétese, temos que
o(N,)) = o(N,)) = . . . = o(¥(N,,)) = g.

Com um calculo facil no GAP é possivel mostrar que a sequéncia ¢(S") = p(S®) é livre
de subsequéncias de soma zero de comprimento 6. Isto significa que todas as sequéncias
na lista “n”tem elementos repetidos (basta observar as sequéncias S apresentadas na
demonstracdo do Lema 4.0.2).

Fixada uma sequéncia n, observe que nenhuma de suas subsequéncias ¢(T ) de

tamanho seis e soma zero pode ser do tipo ¢(T) = (¢(T )2 De fato, como a sequéncia
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¢(S") é livre de quadrados, os elementos na sequéncia n, = (¢(S™"))? aparecem no méaximo
duas vezes cada um, dai se fosse possivel ter ¢(T) = ($(T))?, ¢(T) seria da forma

¢(T) = aabbcc = (abc)2 com a = b # ¢ mas como a ordem dos elementos em ¢(S") é trés
e asomade a, b, cnédo é zero (as sequéncias S e S® séo livres de soma zero de tamanho
3), seria impossivel que o(¢(T)) = 0, pois se isso ocorresse o elemento abc € Cjteria ordem
2.

Dai podemos concluir que Ttem pelo menos dois elementos que nao se repetem em
@(T), isto também pode ser verificado observando as sequéncias na demonstragéo do Lema
4.0.2.

Com as conclusdes do paragrafo anterior juntamente com o préximo lema prova-se
que as subsequéncias S e S? sdo idénticas.

Lema 4.1.3. Se para alguma subsequéncia T de R tal que o(¢(T))=0elT|1 =86, 0
elemento h,com 1 < | <9, aparece uma Unica vez em ¢(T) entdo g,= g, .

Demonstragédo. Se h, & um elemento que aparece uma Unica vez na subsequéncia
¢(T ) entdo na sequéncia T temos o elemento (h, g) ou (h, g..), digamos, sem perda de
generalidade que em T apareca o elemento (h, g), dai montamos uma nova sequéncia T'
obtida a partir de T apenas trocando o elemento (h, g) pelo elemento (h, g,,). Observe entéo
que o(¢(T))=0elIT| =6 logo da hipotese o(¥(T)) = o(4(T)), 0 que implica que g,= g,

Para cada sequéncia n,fixada, analisando as subsequéncias N, N,, . . ., N,, & possivel
concluir que para cada elemento h, existe uma subsequéncia N, tal que sejam satisfeitas as
hipoteses do Lema (4.1.3). Assim, para todo 1 <i<9 temos g,= g, .. Logo, as sequéncias S

e S® sao idénticas, ou seja,

SV =82 =(h, g,)(h, g,)(hy, g;)(h,, g,)(h;, g)(h, g)(h,, g,)(hg, g5)(hy, ).
Vamos mostrar que g, =g, = - - - = g, em C_ para cada sequéncia S“. Vamos ilustrar

como iremos montar o sistema para resolve-lo, utilizando o GAP.

Fixada uma sequéncia n,da lista “n”, sejam N,, N,, . . ., N, as subsequéncias de n, tais
que o(¢(N)) =0 e IN] =6 paratodo 1 <j <72. Sabemos por hipbtese que:

o(y| ) = o(#UN) = ... = (§(N,,) = g.
Construimos o sistem:! da seguinte forma:
o((N,)) = o(¢(N,,))
o(U(N,) = o((N,))

o((N,)) = o(¢(N,,)
Queremos entéo resolver este sistema modulo n. Observe que g, =g,= ... = g, €
uma solucédo do sistema. Vamos mostrar que todas as solugdes sao dessa forma, para isso

provamos dois lemas que seguem.
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Lema 4.1.4. Para cada sequéncia n, na lista “n’seja N o sistema obtido a partir das
subsequéncias M de n, com 0(4)(/\//.)) =0e INI.I = 6 tal como descrito acima, seja A a
matriz dos coeficientes associada ao sistema N. A matriz A possui uma submatriz 8 x 8 cujo
determinante é uma poténcia de 3.

Demonstragao. Primeiro construimos a partir das sequéncias em “pp” (lembrando que
na i-ésima entrada de “pp”temos todas as subsequéncias de n, de tamanho 6 e soma zero)
os sistemas da forma que explicamos acima,

11:=[]; for i in [1..7] do Add(11,[]);od;
for k in [1..7] do m:=[];
for i in [1..72] do Add(m,[]); od;
For i in [1..72] do
for j in [1..6] do

if pp[k][i][i]=u[k][1] then Add(m[i],[1,0,0,0,0,0,0,0,0]):
elif pp[k][i][i]=u[k][2] then add(m[i],[0,1,0,0,0,0,0,0,0]);
elif pp[k][i][j]=u[k][3] then aAdd(m[i],[0,0,1,0,0,0,0,0,0]});
clif pp[k][i][i]=u[k][4] then Add{m[i],[0.0,0,1,0,0,0,0,0]):
elif pp[k][i][i]=u[k][5] then Add{m[i],[0,0,0,0,1,0,0,0,0]);
elif pp[k][i][i]=u[k][6] then add(m[i],[0,0,0,0,0,1,0,0,0]);
elif pp[k][1]1[j]=u[k][7] then Add{(m[i],[0,0,0,0,0,0,1,0,0]);
elif pplk][i][3]=u[k][8] then Add(m[i],[0,0,0,0,0,0,0,1,0]);

elif pp[k][i][j]l=u[k][9] then Aadd(m[i],[0,0,0,0,0,0,0,0,1]);

od;
nn:=[];for i in [1..72] do
Add(nn,m[i][1]+m[i] [2]+m[i] [3]+m[i] [4]+m[i][5]+m[i][6]) iod;L:=[];
for i in [1..71] do Add(l,nn[ij=nn[i+1]);
od;
Add(11[k],1);
od;

11:=List([1..Size(l1)],i-=11[i][1]):

A lista “I1”tem todos os sistemas lineares que queremos solucionar. Agora, nos
préximos passos, vamos verificar que realmente podemos encontrar, para cada um desses
sistemas a submatriz desejada 8 x 8.

Lembremos que cada sistema tem 71 linhas, mas n&o precisamos utilizar todas estas
linhas para achar a submatriz desejada. Vamos considerar apenas as vinte primeiras linhas
deste sistema.

Agora, no algoritmo abaixo, tomamos as 20 primeiras linhas de cada matriz associada

aos sistemas que temos, excluimos a ultima coluna (92 coluna). Isto é feito na fungéo

sm:=function(m,lin,col); return List(lin,l->m[1]{col}); end;
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Dada uma matriz “m”a funcdo “f’retorna uma lista de alguns determinantes de

submatrizes de “m”de dimenséao 8 x 8.

la:=Combinations([1..20],8);;

f:=function(m); return Set(List(la,x->Determinant(sm(m,x,[1,2,3,4,5,6,7,8])))); end;

A préxima fungéo da como resposta TRUE se, e somente se, a entrada n € uma

poténcia de 3.

isp3:=function(n); if n=0 then return false;
fi;
if PrimeDivisors(n)=[3] then return true;

fi; return false;

end;

Em seguida temos uma funcdo que retorna TRUE se, e somente se, no minimo um

elemento em uma lista “I"é uma poténcia de 3.

al3:=function(l); if not(Set(List(l,isp3))=[false])

then return true;

return false;

end;

Por fim, temos que se o comando abaixo nos retornar TRUE isto significa que toda
matriz na lista “I1”, que era formada por todos os sistemas, tem uma submatriz 8 x 8 com

determinante sendo uma poténcia de 3.

Set(List(11,x-=al3(f(x))));

Para nossa alegria, depois de executarmos estas linhas ele nos retorna [TRUE] como
resposta, sendo assim possivel sempre encontrar a matriz desejada.

Como (n, 3) = 1, e a matriz tem seu determinante uma poténcia de 3, este valor é
inversivel em C . Agora resta mostrar que, existindo esta submatriz & possivel encontrar a
solugdo desejada do sistema. O proximo lema mostra que isto é possivel.

Lema 4.1.5. Seja A uma matriz a x b (com a “ b) com coeficientes em Z/nZ. Assuma

que

s:=<1i>e(2/n2)b

1

¢é tal que As = 0. Suponha que A tenha uma submatriz M de ordem (b — 1) x (b - 1)
com determinante coprimo com n (ou seja, inversivel modulo n). Entao, as solugbes de
Ax =0 so todas da forma as com a € Z/nZ.

Demonstracdo. E claro que os elementos as sdo solugdes de Ax = 0, agora vamos
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provar a reciproca. Seja L uma submatriz (b — 1) x b obtida a partir de M pela adi¢cdo da coluna
que foi removida na construcdo da matriz M mas com elementos que estavam anteriormente
indexados com as linhas antes de obter M. Em outras palavras, depois de trocar as variaveis
dos vetores no dominio (Z/nZ)®, a matriz L tem a forma (M1lc) com ¢ sendo um vetor com b — 1
componentes. Observe que, como As = 0 temos também Ls = 0. Fixe s* = 1 entdo s = (S;) dai
temos 0 = Ls = Ms, + ¢s* = Ms, + centéo s, = —-M ~'c (observe que M & inversivel modulo n
pois seu determinante é inversivel). Note que, note que isso que fizemos é possivel devido a
estrutura de S ser conveniente, ou seja, segue do fato que todas as entradas de S serem iguais.
Agora suponha que x* € (Z/nZ)b é tal que Ax = 0, entdo claramente Lx = 0. Escreva x = ():)
com x € Z/nZ. Entao

0=Lx=(Mc) (Xxl) = Mx, + cx,
logo x, = —M ~'cx* = s,x* assim x = x*s. Agora basta escolher a = x".

Deste lema conclui-se que as solugdes dos sistemas séo da forma

g1=g2="'=g9=a
médulo n.

Com isso, temos que para cada sequéncia T de tamanho 6 como descrita acima
chegamos na igualdade 6a = g o que em particular nos da que (a, n) = 1.

Sejave S,S,. .. S talque ¢(v) = hetambém que h€ ¢(S,)@(S,) . .. ¢(S,), h€ p(SV)
logo existe i € [1, K] tal que S, = (h, k)(h, k,)(h, k,) e (h, a) € S". Sem perda de generalidade
podemos trocar os elementos (h, k) e (h, a) logo temos uma sequéncia S* = (h, a)(h, k,)
(h, k;). Observe que se o(¥(S)) # o(¥(S;")) ao montarmos a sequéncia S;S, ... S" ... S,
teremos alguma subsequéncia de tamanho n e soma zero em C_ e consequentemente uma
de tamanho 3n e soma zero, pois pelo Teorema 1.0.12, as sequéncias em C_de tamanho
2n - 2 que nado possuem subsequéncias de tamanho n e soma zero sdo s6 aquelas em
aparecem exatamente dois elementos na sequéncia com cada um aparecendo a mesma
quantidade de vezes, e sendo o((S)) = o(¥(S")) iremos alterar um dos elementos da
sequéncia, ndo tendo mais esta estrutura. Entéo, o((S)) = o(¥(S)). Isto implica que k, = k,
= k, = a. Observe ent&o que o(¢(S)) = 3a € {0, g} 0 que gera uma contradi¢gdo com o fato que
6a=g.
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