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RESUMEN: En esta investigacion cientifica se
estudié numéricamente el modelo matematico de
Harderberg — Lefever. Este modelo es un sistema
de ecuaciones diferenciales parciales no-
lineales, el cual, reproduce una amplia gama de
patrones observados con regiones limitadas en
agua, incluida fase de puntos entremezclada con
fase de desertificacion con laberintos. Predice
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las transiciones de suelo desnudo con poca
precipitacion a la vegetacion homogénea con alta
precipitacion, pasando por estados intermedios
de patrones de puntos, tripas y huecos.
Utilizando estas predicciones, proponemos una
explicacion novedosa de los fen6bmenos de
desertificacion y un nuevo enfoque para clasificar
la distribucion de biomasa en forma de patrones
espacio-temporales. Estos resultados muestran
que, en escenarios climaticos futuros, el destino
del sistema dependera de las caracteristicas
y las adaptaciones de las plantas, asi como,
de la influencia que tienen las condiciones de
humedad sobre ellas.

PALABRAS CLAVE: Patrones de vegetacion,
desertificacién, ecohidrologia.

MODELING VEGETATION PATTERNS
WITH NONLINEAR EQUATIONS USING
THE HARDENBERG AND LEFEVER
MODELS

ABSTRACT: This paper proposes a new model
to describe the vegetation distribution of biomass-
desertification. This model is a system of nonlinear
partial differential equations, which reproduces
a wide range of patterns observed in water-
limited regions, including points and intermixed
phases of desertification with mazes. It predicts
transitions from bare soil with low precipitation to
homogeneous vegetation with high precipitation
through intermediate states of point, gut, and gap
patterns. Using these predictions, we propose a
novel explanation of desertification phenomena
and a new approach to classify the biomass by
means of the morphology of their pattern. The
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results obtained by the model show that, in future climate scenarios, the fate of the system
will depend on the characteristics and improvements of the plants, as well as the influence of
moisture conditions on them.

KEYWORDS: Vegetation-patterns, desertification, ecohydrology.

11 INTRODUCCION

Elcambio climatico es untema que, durante afios, ha capturado la atenciéon de todo ser
pensante en el globo terradqueo. Los temas ambientales han sido ignorados o considerados
secundarios, debido a que no se le ha dado una justa dimensién a laimportancia de un medio
ambiente sano; o bien, ingenuamente como especie humana conservamos la esperanza de
que al solucionar los problemas sociales y econdmicos los ecosistemas naturales tendrian
tiempo y capacidad de recuperarse por si solos. Sin embargo, se enfrenta el hecho de que
el deterioro ambiental amenaza seriamente el desarrollo actual y el futuro de diferentes
ecosistemas [13]. La degradacién del medio ambiente con el consecuente cambio climatico
es una bomba de tiempo que debe ser desactivada, si el ser humano no quiere desaparecer
como especie de nuestro planeta.

Se han sugerido una gran cantidad de hip6tesis sobre el origen de formacion de
patrones de vegetacion. Existe una gran variedad de modelos matematicos que describen la
formacién de estos mismos o especificamente: la distribucion vegetal de biomasa mediante
las leyes de la Fisica y su comportamiento no lineal para modelar la interaccion de las
plantas con su medio ambiente. Este nuevo esfuerzo cientifico ha fructificado en nuevas
areas de la ciencia como la Ecohidrologia [1, 7] y otras herramientas como la Alometria
[10]. Tal es el caso del modelo de Hardenberg [11], el cual predice las transiciones de
suelo desnudo con poca precipitacion y la vegetacion homogénea con alta precipitacion
donde coexisten diferentes estados estables. O bien, el modelo de Lefever [17] donde los
resultados modifican la interpretacion comdn que asocia los patrones de vegetacion y el
proceso de desertificacion local bajo inestabilidad de Turing, dando asi una comprension
unificada de la autoorganizacion de la vegetacién dentro del amplio contexto de las
transiciones entre el orden-desorden de la materia.

Por otro lado, Giland [8] desarrolla un modelo matematico para un par de ingenieros
de ecosistemas que se encuentran comunmente en las tierras secas los cuales forman
patrones de vegetacion y cianobacterias que forman costras del suelo, el cual es un enfoque
distinto al de HilleRisLambers [12], quien revela que la formacién de patrones puede ocurrir
en areas semiaridas dada solo la retroalimentacion positiva entre la densidad de plantas
y la infiltracion de agua local, junto con la redistribucion espacial del agua de escorrentia.
Estos modelos son algunos de la gran cantidad de hipé6tesis que se han sugerido sobre el
origen de formacion de patrones de vegetacion; no obstante, aun no se ha alcanzado un

consenso generalizado. Inclusive, se han propuesto modelos estocasticos antagbnicos a
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los modelos de reaccion-difusion [4, 26].

El objetivo de este trabajo es estudiar analitica y numéricamente un modelo
matematico propuesto a partir de los modelos de Hardenberg y Lefever, el cual tendra como
objetivo describir la distribucion vegetal de biomasa, dando asi una forma de entender la
formacién de patrones de vegetacion y desertificacion. Por ello, sera necesario considerar
algunos factores ambientales que tengan causas capaces de explicar la formacién de
dichos patrones. Existe una gran complejidad en las comunidades vegetales, sumado a
las escalas de tiempo muy largas que rigen la evolucidn de la ecologia vegetal (respecto
a los estandares humanos), idear modelos capaces de determinar qué efectos tiene una
multitud de factores ambientales en la distribucién de la vegetacidn, es una tarea altamente
problemética y es ain mas problematico cuantificar estos efectos.

El modelo de dinamica de la distribucion vegetal presentado en este documento
pretende llenar los vacios teoricos. Permitira predecir que las distribuciones de vegetacion
pueden sufrir una inestabilidad que rompe la simetria como resultado de las interacciones
entre los diferentes tipos de biomasa, haciendo notar que corresponde al ambito de los
fendbmenos no lineales y la hidroecologia. Los pardmetros adecuados para describir esta
inestabilidad corresponden mas a las propiedades de la vegetacion que al medio ambiente.

2| EL MODELO DE HARDENBERG - LEFEVER

Se propone un modelo que emplea ecuaciones diferenciales parciales y no lineales.
La primera ecuacion de este sistema modela propiedades de como la forma de
su reproduccién, la difusion espacial de la misma y las fuentes de recursos que poseen
dependiendo el entorno en el que se encuentran. Ademas, la segunda ecuacion del modelo
considera las propiedades que tiene tales como, la evapotranspiracién de las
plantas, una fuente de saturacién de agua y la difusién espacial de influyendo
sobre , Esta variable representa la densidad de la distribucién de biomasa y
representa la humedad, dandole asi al modelo un enfoque no lineal mas completo. La
primera de las ecuaciones del modelo se escribe como:

donde el término M esta asociado a una fuente/perdida de densidad de biomasa
estacionaria, el término Kn explica la mortalidad por los herbivoros, r® impide la separacion
de fases, I'V2n es la difusion espacial de biomasa y el término representa un
término de difusion de largo alcance de la densidad de biomasa [17].

Como se busca un modelo mas realista, consideramos que la cantidad de agua
que tienen las plantas no es constante, detalle que nos lleva a acoplar la ecuacion para la
humedad al modelo de Hardenberg [11] a la ecuacién (1) de la densidad de biomasa del
modelo de Lefever [17], de manera que:
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donde p es la precipitacion anual; -(1-pn)w es el término de pérdida por evaporacion,
& V%(w-Bn) es el término que modela la difusién de agua mediante absorcién de raices de
la planta, ew?n representa el término de acoplamiento que muestra la ganancia/pérdida
por transpiracion del agua en las plantas. Finalmente, el término muestra
la pérdida de agua por filtracién debido a la pendiente del suelo v, la cual puede ser una
funcién espacial [11].

31 RESULTADOS

A continuaciéon, se muestran los resultados numéricos obtenidos mediante el
método de diferencia finita y aproximando las derivadas espaciales de segundo orden con
derivada numérica centrada [6, 25, 29], empleado para resolver las ecuaciones (2) y (3) del
modelo de Hardenberg — Lefever. Se realizaron experimentos numéricos con arreglos de
mallas de 256x256 a 100,000 iteraciones con un paso de tiempo dt = 0.001, variando los
parametros de control K con un paso dK=0.5y € con un paso de=0.5. La implementacion
del método numérico fue realizada en lenguaje de programacién Python en su version 3.9
y sus librerias (Tkinter y numpy) [16].

Se encontraron 6 fases fundamentales en las cuales, se puede observar que la
variable n del modelo significa simultaneamente densidad de biomasa para valores positivos
y desertificacion para valores negativos. El parametro de control K del modelo propuesto
indica la cooperatividad del sistema, mientras que el parametro de acoplamiento £ modula
los términos tipo Lotka-Volterra. Los valores de los parametros de control restantes son
fijos y tales que: M=0.1, p=0.4, g=0, =0.88, y=0 y p=2. Es importante mencionar que, al
cambiar el valor de M, p y p los resultados que se obtienen no cambian significativamente,
mientras que, al cambiar los valores de g y y las soluciones numéricas del modelo de
Hardenberg — Lefever cambian drasticamente, llevando a este a una fase de desertificacion.
Las combinaciones explicitas de los valores de los parametros de control, empleados para
obtener las soluciones numéricas en forma de patrones de vegetacion-desertificacion, se
presentan en las Tablas 1 y 2 del Apéndice A.

Por observacion directa de los patrones de vegetacion y desertificacion, permite
confirmar las fases de distribucion de biomasa — desertificacion del modelo Hardenberg —
Lefever, ya que, ademas de contar con las fases de puntos (ver Figura 3), huecos (ver Figura
5), laberintos (ver Figura 4) y fase de vegetacion uniforme (ver Figura 6) reportados en las
referencias [15-28, 7, 11, 13, 17, 19, 27, 3-20], ademas se obtiene una fase entremezclada
de desertificacion con laberintos de mayor complejidad morfoldgica (ver Figura 2).

Como una aplicacion y resultado final, se realiza una comparacioén de los resultados
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obtenidos por nuestro modelo con fotografias capturadas de la formacion de zonas de
biomasa — desertificacion en distintas regiones, en las cuales, podemos observar algunas
de las fases presentadas en las Figuras 1 a 10, tales como, puntos, huecos, laberintos y
algunas de estas fases son entremezcladas.

En todos los resultados obtenidos de la simulacion computacional, consideramos
que la pérdida de agua por filtracion debido a la pendiente del suelo era nula, es decir, que
v=0, de manera que, el término en la ecuacion (5) no habia sido tomado en
cuenta. Por esta razén, realizamos un experimento numérico mas, en donde consideramos
los valores de los parametros para los arreglos de mallas 256x256 de las fases de puntos,
laberintos, huecos y la fase entremezclada, con la diferencia de que en este experimento se
encendio el valor de v arrojando como resultado lo que se reporta a continuacion.

Fig. 1 Fase de desertificacion. a)Patron de distribucion de biomasa, b) Patrén de distribucién de
humedad. c)Panorama real ubicado en 3°13'38"N 75°10'059'W.

Fuente: Google Earth.

Fig. 2 Fase intermezclada de desertificacion con laberintos. a)Patron de distribucién de biomasa, b)
Patron de distribucion de humedad. c)Panorama real ubicado en 13°20'55"N 2°36'39"E.

Fuente: Google Earth.
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Fig. 3 Fase de puntos. a)Patrén de distribucion de biomasa, b) Patron de distribucion de humedad. c)
Panorama real ubicado en 12°57'06"N 3°21'08"E.

Fuente: Google Earth.

Fig. 4 Fase de laberintos. a)Patron de distribucion de biomasa, b) Patron de distribucion de humedad.
c)Panorama real ubicado en 12°38'59"N 3°10'09"E.

Fuente: Google Earth.

Fig. 5 Fase de huecos. a)Patron de distribucién de biomasa, b) Patrdn de distribucion de humedad. c)
Panorama real ubicado en 19°01'59"S 13°20'28"E.

Fuente: Google Earth.

Fig. 6 Fase de vegetacion uniforme.a)Patron de distribucion de biomasa, b) Patron de distribuciéon de
humedad. ¢c) Panorama real ubicado en 3°23'31"S 62°10'23"W.

Fuente: Google Earth.
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Fig.7 Fase intermezclada de desertificacion con laberintos. a)Patron de distribuciéon de biomasa, b)
Patrén de distribucién de humedad. c) Panorama real ubicado en 13°10'30"N 2°34'52"E.

Fuente: Google Earth.

Fig.8 Fase de puntos. a)Patron de distribucion de biomasa, b) Patrén de distribucion de humedad. c)
Panorama real ubicado en 13°01'36"N 2°06'05"E.

Fuente: Google Earth.

Fig.9 Fase de laberintos. a)Patron de distribucién de biomasa, b) Patron de distribucion de humedad.
c) Panorama real ubicado en 13°07'02"N 2°38'16"E.

Fuente: Google Earth.

Fig.10 Fase de huecos. a)Patron de distribuciéon de biomasa, b) Patrén de distribucién de humedad. c)
Panorama real ubicado en 3°12'41"N 75°10'04"W.

Fuente: Google Eath.
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41 DISCUSION

El modelo de Hardenberg-Lefever propuesto, permite entender la formacion de
patrones de vegetacion de una manera distinta a la mencionada en la diversidad de modelos
matematicos presentados hasta la actualidad. Este modelo es mas general y mas alla que
los sistemas de reaccion-difusion, cuyas caracteristicas observables son la densidad de la
distribucién de biomasa y aridez (n) y la humedad (w).

La mayoria de las fases mencionadas anteriormente se han observado en diversos
tipos de ecosistemas reportados en la literatura [1, 7, 17, 20]. Se han encontrado patrones
de puntos, rayas y bandas en una amplia gama de areas geograficas en todo el mundo [1,
7, 17, 20]. Muy a menudo, los patrones involucran a mas de una especie. La irregularidad
autoorganizada en estos ecosistemas difiere en escala y forma. Un ejemplo de patrones
que han sido reportados en la actualidad son huecos, laberintos, rayas (“arbusto de tigre”)
y manchas (“arbusto de leopardo”) [24].

El mecanismo general que subyace a esta irregularidad autoorganizada es una
retroalimentacion positiva entre el crecimiento de las plantas y la disponibilidad de agua.
Una mayor densidad de vegetacién permite una mayor infiltracion de agua en el suelo
(debido a la penetracién de las raices) y una menor evaporacion del suelo (debido a
la sombra). Como resultado, la vegetacion persiste una vez presente. Sin embargo, el
suelo desnudo es demasiado hostil para la recolonizacion después de que la vegetacion
desaparezca. En términos generales, esto se debe a inestabilidades inducidas por difusion
en el mejor de los casos [14, 22], aunque existen otros tipos de inestabilidades que ocurren
mediante otros mecanismos de inestabilidad [2, 14, 21, 23].

La formacién de patrones es parte de la dindmica inestable de las ecuaciones
no lineales dadas por el modelo Hardenberg — Lefever, como producto de una dinamica
inestable. La solucion numérica del modelo nos muestra una diversidad de diferentes
fases morfologicas en los patrones. Esta inestabilidad es causada por la competencia de
distribucién de biomasa sobre los recursos hidricos. El tipo de patron depende del rango
de acumulacion de humedad por planta; fase uniforme de vegetacion para valores de ¢
relativamente altos, laberintos (o franjas/tripas) para cuando el valor de & toma un valor
intermedio y agujeros en una cobertura uniforme para valores de ¢ relativamente bajos.
Estos patrones reflejan una auto-organizacién 6ptima del sistema con respecto a los
recursos hidricos, esto se sabe debido a la dinamica no lineal y la competencia interaccion
de los términos del modelo.

De acuerdo con Mander y Dekker [19], estos patrones pueden observarse en
imagenes satelitales y pueden producirse mediante sistemas de activacion-inhibicion en
modelos computacionales. O bien, mediante software que permite una caracterizacion de la
distribucidén de biomasa o desertificacién de estas iméagenes satelitales [5], lo cual es motivo
de estudios futuros. El desarrollo de patrones de vegetacion espacial en simulaciones sigue
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una secuencia bien establecida que esta relacionada con la cantidad de lluvia suministrada
a la superficie terrestre. Con niveles de lluvia relativamente altos, toda la superficie de la
tierra esta cubierta de vegetacion y, a medida que la lluvia disminuye progresivamente,
los patrones de vegetacion cambian de huecos (cubierta de vegetacion casi continua con
pequefias aberturas) a laberintos (redes reticuladas de vegetacion) a manchas (pequefios
parches de vegetacién), y finalmente al suelo desnudo, tal y como se puede observar en
las Figuras 1 - 6.

El aumento de la infiltracibn de agua debajo de los patrones de vegetacion y la
sombra representan importantes procesos de facilitacion local, mientras que el flujo de
agua terrestre y la competencia a través del sistema de raices son ejemplos de importantes
retroalimentaciones a largo plazo. Kletter y von Hardenberg [15], mencionan que, un
resultado importante de estos estudios es su robustez y consistencia: todos los modelos
son capaces de reproducir la misma fenomenologia de patrones periédicos de biomasa tan
pronto como se eligen rangos realistas para los pardmetros. Se diferencian principalmente
en el detalle con el que representan diferentes mecanismos de retroalimentacion, lo que
permite a algunos de ellos capturar con mayor detalle la fenomenologia de los patrones de
vegetacion, su resiliencia a los cambios ambientales o la creacion de nichos ecolégicos.

Presentamos aqui un nuevo modelo matematico que da cuenta de una amplia gama
de patrones de biomasa — desertificacion. Usando este modelo demostramos la ventaja
potencial de un enfoque de la dinamica no lineal espacio-temporal en el estudio de los
ecosistemas (Ecohidrologia). La coexistencia de estados estables e inestables arroja
nueva luz sobre los fendmenos de desertificacion y vegetacion. La secuencia de estados
estables a lo largo de un gradiente de lluvia motiva una clasificacion de la aridez que refleja
mejor las propiedades del sistema, como la vulnerabilidad a la desertificacion.

51 CONCLUSIONES

En general, estos patrones de vegetacion se interpretan como un proceso de
autoorganizacion descrito por mecanismos no lineales dados por las ecuaciones del modelo
Hardenberg — Lefever. La dinamica de separacién de fases encontrada y sus transiciones
entre sus fases, refleja el cambio de acuerdo con los parametros sensibles € y K de la
estructura de la distribucién de biomasa frente al estrés hidrico.

El modelo de Hardenberg — Lefever es un modelo bastante completo y competente,
pues ademas de mostrar en los resultados una cantidad considerable de reproduccién de
patrones de vegetacion y desertificacion de diferentes ecosistemas, también puede ser
comparado con la naturaleza de manera inmediata mediante imagenes satelitales. Mediante
ésta comparacioén de resultados, se ha demostrado que el modelo de Hardenberg — Lefever
es un modelo descriptivo. Estas observaciones muestran que pueden surgir patrones auto-
organizados a diferentes escalas [7, 8, 11. 18-24].
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A diferencia de otros modelos existentes, tales como el modelo de Rietkerk [24], el
modelo de Lefever — Lejeune [18] o el modelo de Siero [27], los cuales utilizan sistemas de
ecuaciones diferenciales parciales mas complicados, el modelo de Hardenberg-Lefever es
mas facil de tratar analitica y numéricamente.

En el contexto de los patrones de biomasa — desertificacion espacial en ecosistemas
de tierras secas, el enfoque que hemos desarrollado, se suma a la creciente caja de
herramientas de métodos para analizar estos patrones. En este contexto, el trabajo futuro
podria explorar el grado en que nuestra caracterizacion de la morfologia del patron de
biomasa podria usarse como una herramienta de deteccion temprana del estado de
desertificacion.

Finalmente se demuestra que el patron de vegetacion es conceptualmente una
transicion desorden — orden, cuya dinamica es similar a los procesos no lineales de

separacion de fases, mas que a la inestabilidad inducida por difusion.
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APENDICE A: TABLAS CON LOS VALORES DE LOS PARAMETROS DE
CONTROL PARA LAS SOLUCIONES NUMERICAS DEL MODELO DE
LEFEVER-HARDERG

Parameters  Fig. 1(a,b) Fig. 2(a,b) Fig. 3(a,b) Fig. 4(a,b) Fig. 5(a,b) Fig. 6(a,b)

K 0.52 1.34 0.45 0.45 0.44 1.14
P -0.67 0.115 -0.67 -0.88 -1.23 -0.42
p 2 2 2 2 2 2
M 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1
p 0.4 0.4 0.4 0.4 0.4 0.4
r 0.88 0.88 0.88 0.88 0.88 0.88
g 0 30 0 0 0 0
Grid 2567 2567 2567 2567 2567 2567

Tabla 1: valores de los parametros de control de las figuras 1 a 6.
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Parameters Fig. 7(a,b) Fig. 8(a,b) Fig. 9(a,b) Fig. 10(a,b)

K 1.34 0.45 0.45 0.44
P 0.115 -0.67 -0.88 -1.23
p 2 2 2 2
M 0.1 0.1 0.1 0.1
p 0.4 0.4 0.4 0.4
r 0.88 0.88 0.88 0.88
g 30 0 0 0
Grid 2562 2562 2562 2567

Tabla 2: valores de los parametros de control de las figuras 7 a 10.
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