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RESUMO: O Teorema da Aproximação Universal 
de Kolmogorov garante que é possível aproximar 
uma função contínua multidimensional via 
funções reais de uma única variável mas não 
exemplifica como construir esta aproximação. 
Neste trabalho, utilizamos o Teorema de 
Cybenko para implementar uma rede neural 
artificial multicamadas que realize a aproximação 
de funções contínuas definidas num intervalo 
fechado. A rede construída possui três 
camadas distintas: a camada de entrada, uma 
oculta constituída de neurônios com ativação 
sigmoide e uma camada de saída responsável 
pela combinação linear das saídas da camada 
anterior. Como a rede implementada é uma 
versão do Perceptron Múltiplas Camadas, o erro 
cometido na aproximação é computado através 
do critério dos Mínimos Quadrados. Assim, a 
atualização dos pesos sinápticos é realizada com 
o algoritmo de retropropagação do erro clássico, 
sem termos de momento ou resiliência.
PALAVRAS-CHAVE: Perceptron, Funções 
Contínuas, Redes Neurais Artificiais.

A MULTILAYER PERCEPTRON 
TO APPROXIMATE CONTINUOUS 

FUNCTIONS
ABSTRACT: Kolmogorov’s Universal 

Approximation Theorem guarantees the possibility 
to approximate a continuous multivariable function 
via real valuaed functions of a single variable but 
do not give a way to build this approximation. In 
this work, we use Cybenko’s theorem to implement 
an Artificial Neural Network that approximate 
continuous functions defined on a closed interval. 
This network contains three distinct layers: an 
input layer, a hidden layer containing neurons 
with sigmoid activation function and an output 
layer that gives a linear combination of the 
outputs from previous neurons. As this network 
is a version of the classical Multilayer Perceptron, 
the approximation error is computed via Least 
Squares criterion. Therefore, the weights update 
is performed with the classic backpropagation 
algorithm without momentum or resilient terms.
KEYWORDS: Perceptrons, Continuous 
Functions, Artificial Neural Network.

1 | 	INTRODUÇÃO
Os Perceptrons de Múltiplas Camadas 

(PMC) são bastante utilizados em problemas 
de classificação. Uma outra aplicação desta 
heurística é na aproximação de gráficos de 
funções contínuas. Como temos os pontos do 
domínio e sua classificação através da equação 
, é possível implementar uma rede que utilize 
os dados de entrada e saída para aproximar o 
gráfico desta função.

2 | 	CONSTRUÇÃO DO ALGORITMO
A ferramenta teórica que torna possível 
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esta aproximação é uma versão do Teorema da Aproximação Universal de Kolmogorov. O 
Teorema descrito por Cybenko (Cybenko, 1989) diz que é possível realizar a aproximação 
por funções sigmoides num domínio compacto de .

Teorema 2.1 (Cybenko, 1989)
Seja  uma função sigmoide contínua e  um conjunto compacto e limitado. 

Então, as somas finitas da forma

onde , são densas em . Em outras palavras, dada qualquer 
, existe  tal que

Segundo Da Silva (Da Silva, et al., 2010), uma rede PMC consegue aproximar 
uma função contínua  se as funções de ativação forem contínuas e limitadas. Vamos 
considerar uma rede com uma única camada escondida contendo H neurônios, as entradas 

 e a camada de saída contendo apenas um neurônio responsável pela 
combinação linear das saídas dos neurônios anteriores. Com isto, o resultado fornecido 
pela rede no ponto \bm x será denotado por

(1)

onde  representa a função de ativação do neurônio  da camada escondida e o 
parâmetro α representa o peso sináptico que liga este neurônio à camada de saída. o 
índice H indica a quantidade de neurônios na camada anterior à saída. Ou seja, o resultado 
final da rede será uma combinação linear das funções de ativação na camada escondida 
calculadas nos elementos  que são determinados por

onde   é o limiar do neurônio  e os parâmetros  são os pesos sinápticos que 
ligam as coordenadas    da entrada  aos neurônios da camada escondida.

2.1	 Atualização dos Pesos Sinápticos
A implementação desta rede difere um pouco do PMC clássico pois, na última 

camada, a função de ativação apenas realiza a combinação linear das saídas dos 
neurônios das camadas anteriores. Vamos considerar que os valores desejados da rede 
são os valores da função calculada na entrada  e que a saída da rede para um 
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determinado  \bm .
Para um conjunto  com  pontos, vamos construir a função de Erro Médio 

Quadrático

(2)

e, para cada parâmetro da rede  sua atualização se dará via Algoritmo de 
backpropagation que utiliza o Método do Gradiente Descendente

(3)

Na Camada de saída, os parâmetros da rede são representados por α. Assim, para 
um ponto  , vamos calcular a derivada da equação (2) e, utilizando a expressão da 
rede neural (1), temos

É comum, na literatura, escrever que
Para facilitar o entendimento, vamos escrever a derivada da equação do erro em 

relação aos pesos da camada oculta de forma individual, ou seja, vamos escrever como 
atualizar um único elemento. Nesta camada, os pesos sinápticos do neurônio    que 
se ligam às coordenadas da entrada    são representados por    e a equação da 
derivada parcial se torna

Como as funções de ativação  são sigmoides, suas derivadas podem ser 
calculadas de forma recursiva

Por fim, o limiar  de cada neurônio da camada escondida nos fornecem a seguinte 
derivada

Com a determinação de todas as derivadas parciais em relação aos parâmetros da 
rede, podemos escrever, a partir da equação (3), como será realizada a atualização destes 
parâmetros para cada ponto  do conjunto de dados
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(4)

Observe que o índice  , nesta notação, indica o valor de inicialização do 
parâmetro    que é atribuído aleatoriamente.

3 | 	EXPERIMENTO
O funcionamento do algoritmo segue o PMC original. Inicializamos os valores dos 

parâmetros de forma aleatória e, na época 1, calculamos o valor da saída da rede para 
todos os pontos  e o Erro Médio Quadrático associado. Se este erro estiver dentro da 
precisão requerida, o algoritmo é parado e o valor de  é gerado. Caso o erro não esteja 
dentro da precisão, passamos para a fase de atualização dos parâmetros da rede ponto 
a ponto. Ou seja, no ponto , calculamos a atualização dos parâmetros de acordo com 
as equações (4). Depois de calcular em todos os pontos do conjunto de dados, passamos 
para a próxima época, determinamos a saída da rede e verificamos, novamente, o valor do 
Erro Médio Quadrático.

Para a execução do algoritmo, optamos por utilizar, na camada escondida, 10 
neurônios. A taxa de aprendizagem foi η = 0.2 e o critério de parada do algoritmo foi 
definido em  comparando o Erro Médio Quadrático entre duas épocas consecutivas. O 
limite máximo para a quantidade de iterações, também chamada de quantidade de épocas, 
é 4000.

3.1	 Funções Reais de uma Única Variável
Vamos, inicialmente, utilizar o algoritmo na aproximação de funções contínuas e 

limitadas definidas em um conjunto compacto $  $ em que $  $. Para verificar o desempenho 
do algoritmo, escolhemos as seguintes funções

1.	 Sigmoide 

2.	 Linear: 

3.	 Seno: 

Ainda no domínio real, vamos aproximar algumas das funções de benchmark 
definidas no mesmo conjunto 

4.	 Rastrigin: 
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5.	 Michalewicz: .

Para os conjuntos de dados, foram escolhidos 50 pontos distribuídos de forma 
uniforme no intervalo [-1,1] para cada uma das funções implementadas.

3.2	 Funções Reais de Várias Variáveis
Vamos realizar a aproximação de algumas funções quadráticas definidas num 

quadrado limitado e fechado  em que  se  
.

1. Paraboloide:

2. Hiperboloide:

3. Metade Superior de uma Esfera: .

Para estes conjuntos de dados, foram escolhidos 81 pontos distintos para o cálculo 
das funções distribuídos uniformemente no quadrado .

4 | 	RESULTADOS OBSERVADOS
Esta seção concentra os resultados obtidos após a execução do algoritmo elaborado. 

Como a saída da rede é, visualmente, similar ao gráfico das funções, optamos por gerar os 
gráficos do Erro Local que representa, em valor absoluto, a distância entre a saída da rede 
e o valor da função em cada ponto do conjunto de treinamento.

4.1	 Funções Reais de uma Única Variável
Para a rede com 10 neurônios na camada escondida, ao aproximar funções reais 

de uma única variável, observamos os seguintes resultados com o critério de parada fixado 
em 10-6.

Função Número de Iterações Erro Médio de Treinamento
Sigmoide 40 0.00001321
Linear 764 0.00115531

Seno 37 0.00017915
Rastrigin 354 0.00192533
Michalewicz 638 0.00849207

Tabela 1: Erro Médio do Conjunto de Treinamento.

Visualmente, podemos observar os erros locais em cada uma das execuções do 
algoritmo.
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Figura 1: Erro Local Sigmoide.

Figura 2: Erro Local Reta.
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Figura 3: Erro Local Seno.

Figura 4: Erro Local Rastrigin
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Figura 5: Erro Local Michalewicz.

Podemos observar que, ao utilizar o critério de parada em 10-6, o máximo do erro local 
ocorre no ponto inicial do intervalo quando a função a ser aproximada não é uma sigmoide 
e este erro local não excedeu 0.3. Caso seja necessário diminuir o valor do erro local na 
aproximação, deve-se alterar o critério de parada ou o valor da taxa de aprendizagem η de 
acordo com a função a ser aproximada.

4.2	 Funções Reais de Várias Variáveis
Para estas funções, utilizamos a mesma quantidade de neurônios na camada oculta 

e o mesmo critério de parada. Os dados obtidos estão na tabela abaixo.

Função Número de Iterações Erro Médio de Treinamento
Paraboloide 2562 0.214552
Hiperboloide 1146 0.254583
Esfera 229 0.0212776

Tabela 2: Erro Médio do Conjunto de Treinamento.

As figuras a seguir mostram o Erro Local da aproximação para as três funções acima 
que foi determinado em cada um dos pontos do conjunto de treinamento.
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Figura 6: Erro Local Paraboloide.

Figura 7: Erro Local Hiperboloide.

Figura 8: Erro Local Esfera.

Para as configurações da execução do algoritmo, o máximo do Erro Local ficou 
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abaixo de  em todos os três casos.
Ao testar a capacidade de generalização da rede fora do conjunto de treinamento, 

realizamos novamente a aproximação da metade superior da esfera utilizando 441 pontos 
uniformemente distribuídos no intervalo [-1,1] x [-1,1] e os parâmetros determinados na 
fase de treinamento, obtivemos o erro local descrito na imagem abaixo e seu valor máximo 
foi 0.0919. Observamos que o erro local mantém seu aspecto da fase de treinamento.

Figura 9: Erro Local em 441 pontos.

Com as funções de várias variáveis, observamos uma tendência do algoritmo em 
encontrar mínimos locais para a função Erro Médio Quadrático. Quando isto acontece, 
apesar da rede não conseguir melhorar a aproximação, o resultado final permanece, 
localmente, distante dos valores desejados. A imagem abaixo retrata esta situação. Para 
aproximar a metade superior de uma esfera, a rede utilizou 97 iterações e determinou o 
Erro Médio Quadrático em  mas o erro local não está dentro do esperado: seu valor máximo 
é 0.357.
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Figura 10: Mínimo Local para o Erro.

Figura 11: Erro Local na Aproximação da Esfera.

5 | 	CONCLUSÕES
A estrutura da rede implementada se assemelha ao Método de Aproximação 

conhecido por Mínimos Quadrados Discreto em que se escolhem funções pré-definidas 
para realizar uma combinação linear e determinar os melhores parâmetros para aproximar 
o conjunto de dados.

Com a utilização de poucos parâmetros, é possível aproximar funções contínuas 
dentro de uma precisão pré-determinada e generalizar esta aproximação para pontos fora 
do conjunto de treinamento mantendo o aspecto da saída da rede.

Há uma tendência de se obter um erro local maior nos pontos de fronteira para 
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aproximação de funções reais de uma única variável que não são sigmoides.
Para funções de várias variáveis, a rede fica mais suscetível a encontrar pontos de 

mínimo locais e o valor esperado pode ficar distante do valor desejado. Uma das possíveis 
soluções para este problema é a implementação de termos de momento ou resiliência. 
Outra alternativa pode ser a utilização de uma taxa de aprendizagem que varie ao longo 
das épocas.

A abordagem implementada utiliza funções de ativação sigmoides mas pode-se 
utilizar outros tipos de funções para a ativação dos neurônios da camada oculta. É possível 
alterar também a forma de atualização dos pesos sinápticos utilizando uma estratégia 
diferente do Método do Gradiente Descendente de modo a acelerar a convergência da 
rede neural.
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