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CAPITULO 8

UTILIZACAO DE UM PERCEPTRON MULTIPLAS
CAMADAS NA APROXIMACAO DE FUNGOES

Data de aceite: 01/03/2022

Dhiego Loiola de Araujo

Instituto Federal de Brasilia - Campus
Taguatinga

Brasilia - Distrito Federal
http://lattes.cnpq.br/2464571396548516

RESUMO: O Teorema da Aproximagéo Universal
de Kolmogorov garante que € possivel aproximar
uma fungdo continua multidimensional via
fungbes reais de uma Unica variavel mas néo
exemplifica como construir esta aproximagéo.
Neste trabalho, utilizamos o Teorema de
Cybenko para implementar uma rede neural
artificial multicamadas que realize a aproximagao
de fungdes continuas definidas num intervalo
fechado. A rede construida possui trés
camadas distintas: a camada de entrada, uma
oculta constituida de neurénios com ativacéo
sigmoide e uma camada de saida responsavel
pela combinagéo linear das saidas da camada
anterior. Como a rede implementada é uma
versdo do Perceptron Multiplas Camadas, o erro
cometido na aproximacgéo é computado através
do critério dos Minimos Quadrados. Assim, a
atualizacao dos pesos sinapticos é realizada com
o0 algoritmo de retropropagacéo do erro classico,
sem termos de momento ou resiliéncia.
PALAVRAS-CHAVE: Perceptron,

Continuas, Redes Neurais Artificiais.

Funcbes

A MULTILAYER PERCEPTRON
TO APPROXIMATE CONTINUOUS
FUNCTIONS

ABSTRACT: Kolmogorov’s Universal

Collection Applied computer engineering 2

CONTINUAS

Approximation Theorem guarantees the possibility
to approximate a continuous multivariable function
via real valuaed functions of a single variable but
do not give a way to build this approximation. In
this work, we use Cybenko’s theorem to implement
an Artificial Neural Network that approximate
continuous functions defined on a closed interval.
This network contains three distinct layers: an
input layer, a hidden layer containing neurons
with sigmoid activation function and an output
layer that gives a linear combination of the
outputs from previous neurons. As this network
is a version of the classical Multilayer Perceptron,
the approximation error is computed via Least
Squares criterion. Therefore, the weights update
is performed with the classic backpropagation
algorithm without momentum or resilient terms.
KEYWORDS: Perceptrons, Continuous
Functions, Artificial Neural Network.

11 INTRODUGAO

Os Perceptrons de Multiplas Camadas
(PMC) séo bastante utilizados em problemas
de classificacdo. Uma outra aplicagdo desta
heuristica € na aproximagdo de graficos de
fungbes continuas. Como temos os pontos do
dominio e sua classificagao através da equagéo
, € possivel implementar uma rede que utilize
os dados de entrada e saida para aproximar o
grafico desta funcéao.

21 CONSTRUGAO DO ALGORITMO

A ferramenta teérica que torna possivel

Capitulo 8



esta aproximagao € uma versao do Teorema da Aproximacao Universal de Kolmogorov. O
Teorema descrito por Cybenko (Cybenko, 1989) diz que é possivel realizar a aproximagéao
por fungdes sigmoides num dominio compacto de

Teorema 2.1 (Cybenko, 1989)

Seja uma funcéo sigmoide continua e um conjunto compacto e limitado.

Entao, as somas finitas da forma

onde , S8o densas em . Em outras palavras, dada qualquer
, existe tal que

Segundo Da Silva (Da Silva, et al.,, 2010), uma rede PMC consegue aproximar
uma funcado continua se as fungdes de ativacdo forem continuas e limitadas. Vamos
considerar uma rede com uma Unica camada escondida contendo H neurbnios, as entradas

e a camada de saida contendo apenas um neurbnio responsavel pela
combinacao linear das saidas dos neurénios anteriores. Com isto, o resultado fornecido
pela rede no ponto \bm x sera denotado por

M

onde representa a fungdo de ativagdo do neur6nio  da camada escondida e o
parametro o representa o peso sinaptico que liga este neur6nio a camada de saida. o
indice Hindica a quantidade de neur6nios na camada anterior a saida. Ou seja, o resultado
final da rede serd uma combinagéo linear das fungbes de ativagdo na camada escondida
calculadas nos elementos  que sé&o determinados por

onde € o limiar do neur6nio e os parametros s&0 0s pesos sinapticos que
ligam as coordenadas da entrada aos neurénios da camada escondida.
2.1 Atualizacdo dos Pesos Sinapticos

A implementacdo desta rede difere um pouco do PMC cléssico pois, na Ultima
camada, a funcdo de ativacdo apenas realiza a combinacdo linear das saidas dos
neurdnios das camadas anteriores. Vamos considerar que os valores desejados da rede
sdo os valores da fungdo calculada na entrada e que a saida da rede para um

Collection Applied computer engineering 2 Capitulo 8 m



determinado \bm

Para um conjunto com pontos, vamos construir a funcéo de Erro Médio
Quadratico

)

e, para cada parametro da rede sua atualizacdo se dard via Algoritmo de

backpropagation que utiliza o Método do Gradiente Descendente

@)

Na Camada de saida, os parametros da rede séo representados por a. Assim, para
um ponto , vamos calcular a derivada da equagéao (2) e, utilizando a expressao da
rede neural (1), temos

E comum, na literatura, escrever que

Para facilitar o entendimento, vamos escrever a derivada da equagéo do erro em
relacéo aos pesos da camada oculta de forma individual, ou seja, vamos escrever como
atualizar um Unico elemento. Nesta camada, os pesos sinapticos do neurdnio que
se ligam as coordenadas da entrada sdo representados por e a equagao da
derivada parcial se torna

Como as funcdes de ativacéo sdo sigmoides, suas derivadas podem ser

calculadas de forma recursiva

Por fim, o limiar de cada neurdnio da camada escondida nos fornecem a seguinte

derivada

Com a determinagéo de todas as derivadas parciais em relagdo aos parametros da
rede, podemos escrever, a partir da equagéo (3), como sera realizada a atualizagéo destes
parametros para cada ponto do conjunto de dados

Collection Applied computer engineering 2 Capitulo 8 m



Observe que o indice , nesta notacdo, indica o valor de inicializagdo do
parametro que é atribuido aleatoriamente.

31 EXPERIMENTO

O funcionamento do algoritmo segue o PMC original. Inicializamos os valores dos
parametros de forma aleatéria e, na época 1, calculamos o valor da saida da rede para
todos os pontos e o Erro Médio Quadratico associado. Se este erro estiver dentro da
preciséo requerida, o algoritmo é parado e o valor de  é gerado. Caso o erro ndo esteja
dentro da precisdo, passamos para a fase de atualizagdo dos parametros da rede ponto
a ponto. Ou seja, no ponto , calculamos a atualizagdo dos parametros de acordo com
as equacoes (4). Depois de calcular em todos os pontos do conjunto de dados, passamos
para a proxima época, determinamos a saida da rede e verificamos, novamente, o valor do
Erro Médio Quadrético.

Para a execucdo do algoritmo, optamos por utilizar, na camada escondida, 10
neurdnios. A taxa de aprendizagem foi n = 0.2 e o critério de parada do algoritmo foi
definido em comparando o Erro Médio Quadratico entre duas épocas consecutivas. O
limite maximo para a quantidade de itera¢des, também chamada de quantidade de épocas,
€ 4000.

3.1 Funcdes Reais de uma Unica Variavel

Vamos, inicialmente, utilizar o algoritmo na aproximacao de fung¢des continuas e
limitadas definidas em um conjunto compacto $ $ em que $ $. Para verificar o desempenho
do algoritmo, escolhemos as seguintes fungbes

1. Sigmoide
2. Linear:
3. Seno:

Ainda no dominio real, vamos aproximar algumas das fungbes de benchmark

definidas no mesmo conjunto

4. Rastrigin:

Collection Applied computer engineering 2 Capitulo 8 m



5. Michalewicz:

Para os conjuntos de dados, foram escolhidos 50 pontos distribuidos de forma
uniforme no intervalo [-1,1] para cada uma das fun¢bes implementadas.

3.2 Funcoes Reais de Varias Variaveis

Vamos realizar a aproximagédo de algumas fung¢des quadraticas definidas num
quadrado limitado e fechado em que se

1. Paraboloide:
2. Hiperboloide:
3. Metade Superior de uma Esfera:

Para estes conjuntos de dados, foram escolhidos 81 pontos distintos para o célculo
das fungdes distribuidos uniformemente no quadrado

41 RESULTADOS OBSERVADOS

Esta sec¢do concentra os resultados obtidos ap6s a execugao do algoritmo elaborado.
Como a saida da rede é, visualmente, similar ao gréafico das funcbes, optamos por gerar os
gréficos do Erro Local que representa, em valor absoluto, a distancia entre a saida da rede
e o valor da fungdo em cada ponto do conjunto de treinamento.

4.1 Funcgées Reais de uma Unica Variavel

Para a rede com 10 neur6nios na camada escondida, ao aproximar fungdes reais

de uma unica variavel, observamos os seguintes resultados com o critério de parada fixado

em 10°.
Funcéo Namero de lteracoes Erro Médio de Treinamento
Sigmoide 40 0.00001321
Linear 764 0.00115531
Seno 37 0.00017915
Rastrigin 354 0.00192533
Michalewicz 638 0.00849207

Tabela 1: Erro Médio do Conjunto de Treinamento.

Visualmente, podemos observar os erros locais em cada uma das execucdes do
algoritmo.
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Figura 4: Erro Local Rastrigin
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Figura 5: Erro Local Michalewicz.

Podemos observar que, ao utilizar o critério de parada em 106, o maximo do erro local
ocorre no ponto inicial do intervalo quando a fung¢édo a ser aproximada ndo € uma sigmoide
e este erro local ndo excedeu 0.3. Caso seja necessario diminuir o valor do erro local na
aproximacao, deve-se alterar o critério de parada ou o valor da taxa de aprendizagem n de
acordo com a funcao a ser aproximada.

4.2 Funcoes Reais de Varias Variaveis

Para estas funcdes, utilizamos a mesma quantidade de neur6nios na camada oculta
e 0 mesmo critério de parada. Os dados obtidos estdo na tabela abaixo.

Numero de lteragoes Erro Médio de Treinamento
Paraboloide 2562 0.214552
Hiperboloide 1146 0.254583
Esfera 229 0.0212776

Tabela 2: Erro Médio do Conjunto de Treinamento.

As figuras a seguir mostram o Erro Local da aproximacgéao para as trés fungdes acima
que foi determinado em cada um dos pontos do conjunto de treinamento.
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Figura 6: Erro Local Paraboloide.

Figura 7: Erro Local Hiperboloide.

Figura 8: Erro Local Esfera.

Para as configuracdes da execugado do algoritmo, o maximo do Erro Local ficou
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abaixo de em todos os trés casos.

Ao testar a capacidade de generalizagéo da rede fora do conjunto de treinamento,
realizamos novamente a aproximagédo da metade superior da esfera utilizando 441 pontos
uniformemente distribuidos no intervalo [-1,1] x [-1,1] e os pardmetros determinados na
fase de treinamento, obtivemos o erro local descrito na imagem abaixo e seu valor maximo
foi 0.0919. Observamos que o erro local mantém seu aspecto da fase de treinamento.

Figura 9: Erro Local em 441 pontos.

Com as funcgbes de varias variaveis, observamos uma tendéncia do algoritmo em
encontrar minimos locais para a fungdo Erro Médio Quadratico. Quando isto acontece,
apesar da rede ndo conseguir melhorar a aproximacgéo, o resultado final permanece,
localmente, distante dos valores desejados. A imagem abaixo retrata esta situagéo. Para
aproximar a metade superior de uma esfera, a rede utilizou 97 iteragcdes e determinou o
Erro Médio Quadratico em mas o erro local ndo esta dentro do esperado: seu valor maximo
€ 0.357.
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Figura 10: Minimo Local para o Erro.

Figura 11: Erro Local na Aproximagéo da Esfera.

51 CONCLUSOES

A estrutura da rede implementada se assemelha ao Método de Aproximagéo
conhecido por Minimos Quadrados Discreto em que se escolhem fungdes pré-definidas
para realizar uma combinacéo linear e determinar os melhores pardmetros para aproximar
o conjunto de dados.

Com a utilizagdo de poucos parametros, é possivel aproximar fungbes continuas
dentro de uma precisao pré-determinada e generalizar esta aproximacao para pontos fora
do conjunto de treinamento mantendo o aspecto da saida da rede.

Ha uma tendéncia de se obter um erro local maior nos pontos de fronteira para
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aproximacéo de fun¢des reais de uma Unica variavel que ndo sdo sigmoides.

Para fungbes de vérias variaveis, a rede fica mais suscetivel a encontrar pontos de
minimo locais e o valor esperado pode ficar distante do valor desejado. Uma das possiveis
solugdes para este problema é a implementacdo de termos de momento ou resiliéncia.
Outra alternativa pode ser a utilizagéo de uma taxa de aprendizagem que varie ao longo
das épocas.

A abordagem implementada utiliza fungbes de ativagdo sigmoides mas pode-se
utilizar outros tipos de funcdes para a ativagéo dos neurdnios da camada oculta. E possivel
alterar também a forma de atualizacdo dos pesos sinapticos utilizando uma estratégia
diferente do Método do Gradiente Descendente de modo a acelerar a convergéncia da
rede neural.

REFERENCIAS

Cybenko, George. 1989. Approximation by superpositions of a sigmoidal function. Mathematics of
control, signals and systems. 1989, pp. 303-314.

Da Silva, lvan Nunes, Spatti, Danilo Hernane e Flauzino, Rogério Andrade. 2010. Redes Neurais
Artificiais para Engenharia e Ciéncias Aplicadas: Fundamentos Tedricos e Praticos. Sdo Paulo : Artliber,
2010.

Collection Applied computer engineering 2 Capitulo 8 m



iNDICE REMISSIVO

A

Aprendizado de maquina 3,1, 2, 3,5,6,7,9, 13, 18, 20, 33, 43, 44
Armazém inteligente 87, 88, 90, 94, 103, 104

B

Bloom 51, 52, 54, 63, 65, 66, 69, 70, 71, 72, 73

Busca de custo uniforme 87, 89, 91, 92, 96, 97, 98, 99, 100, 102, 103
Cc

Colbnia de formigas 87, 91, 93

Computacgéo evolutiva 4, 133, 135, 136, 139, 144

Covid-19 3, 33, 34, 35, 41, 42, 43, 45, 46, 47, 48, 49, 50, 75, 82
D

Data augmentation 106

Doenca de alzheimer 4, 105, 106, 119

E

Experiéncia do usuério 3, 74, 75, 76

Extragdo de conhecimento 133, 138, 140

F

Fluxo de carga linearizado 3, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 29, 30, 31
Funcgdes continuas 4, 121, 124, 131

G

Generative adversarial networks 106, 110
|

Imagens de raio X 3, 33, 46

indices de reprovacéo 147, 149, 152, 153, 158, 159
Inteligéncia l6gico-matematica 3, 51, 52, 56, 57, 59, 72
J

Jogos digitais de entretenimento 3, 51, 52, 53, 63, 64, 71
M

Mercado financeiro 2, 4, 133, 134, 135, 136, 137, 138, 144

Collection Applied computer engineering 2 indice Remissivo




Multilayer perceptron 8, 35, 38, 105, 106, 109, 110, 121
(0]

Otimizagdo matematica 22, 23, 26, 28, 31

P

Perceptron 4, 8, 35, 38, 105, 106, 109, 110, 121
Portais de noticias 3, 74, 76, 77, 79, 80, 82, 84, 85

R

Rastreamento 3, 74, 75,76, 77, 78

Reconhecimento de padrdes 20, 33, 35, 40

redes neurais artificiais 20, 35, 49, 146

Redes neurais artificiais 4, 105, 106, 121, 132, 136

Redes neurais convolucionais 33, 34, 37, 46

Reprovacéo no curso de sistemas de informacéo 4, 147, 159
Roteirizacéo 87, 89, 103, 104

S

Sistemas de recomendagédo 133
Sistemas elétricos de poténcia 21, 22, 32

Solver knitro 22
T

Teoria das Inteligéncias Multiplas 51, 54, 71, 72

Collection Applied computer engineering 2 indice Remissivo m











