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RESUMEN: Se describe de forma breve la
interaccion entre ondas electromagnéticas,
mecanicas y sonido debido a una perturbacion
de un cuerpo por transmisiébn de energia.
Las funciones para diferentes condiciones
del experimento se muestran en gréficas.
Solo algunos datos aparecen en las tablas.
Se obtuvieron cientos de datos durante el
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experimento, debido a los tiempos para cada
prueba, con un maximo de un minuto entre
cada prueba de 30 segundos, para no agotar
la elasticidad de la membrana del micréfono
receptor. Con la inclusion de la ley de Hooke para
una membrana delgada que vibra sin deformarse,
se llegb a una modificacion de la ecuacion
diferencial del modelo de cuerno acustico cuya
solucién y desarrollo estdn comentados en
algunas secciones. La perspectiva de la utilidad
de la fotoacustica unida a su porqué, su como y
aplicacion, se muestran en este trabajo a través
de correlacionar la simulacion, el experimento y
el analisis matematico de un modelo en particular.
PALABRAS CLAVE: Efecto fotoacustico; hoja
metalica; densidad; grosor; Ley de Hook; laser
rojo.

ABSTRACT: This work shows math analysis of
interaction for electromagnetic, mechanics and
sound waves due to an energy transmission
on a thin plate like body. Graphs correspond to
some functions about different experimental
conditions. Tables present some of hundreds
of measured data. Those values come from
multiple experiments of 30 seconds each, with a
relaxing time of one minute. More than that use
generate a loss of homogeneous elastic behave
on microphone. Based on varying-cross sectional
area rod differential equation, with known answer,
emerges a new differential equation including a
Hooke’s law type element. According to use of
thin metal plate sheet. This paper is a general
perspective about photoacoustic effect use on
industry, how to improve it and advantages.
All through simulation of differential equation,
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experimental data and math analysis for our particular model.
KEYWORDS: Photoacoustic effect; metal plate sheet; density; thickness; Hooke Law; red
light laser.

11 INTRODUCCION

Las perturbaciones y ondas se encuentran en los fenbmenos de la naturaleza. Se
hace necesario conocer la forma en que estas interactuan. La fotoacuUstica esta generando
un mayor interés debido a su utilidad para el analisis de propiedades mecano-elasticas,
mecanicas y visco-elasticas de materiales y en comunicaciones.

Se tiene como tendencia el uso de laseres de alta potencia (> 1W) y laseres
concentrados, como se reporta en la literatura. En contraste con esto, se trabaj6é con un
diodo laser de baja potencia (50 mW) para generar el fenémeno fotoacustico. Durante las
pruebas se utiliz6 un sistema dual de micr6fonos en donde uno genera una sefial de 40 kHz
como referencia y el otro, mide el efecto producido en el objeto por interaccion del laser.
Diodo laser de una longitud de onda de 650 nm. Situado por encima de los micréfonos, al
centro y apuntando hacia la placa metalica con un angulo no mayor a 15 grados.

Se aprovecho la simetria en cuanto al arreglo. Considerando que la luz genera una
ligera presion sobre la placa [LANDAU Y LIFSHITZ, 1963, RANDALL, 2005, ELMORE,
HEALD, 1985], una compresion que después se interrumpia. Este ciclo de presion-relajacion
descrito por ley de Hooke genera una onda sénica de baja intensidad que provoca una
alteracion en la referencia (fase y amplitud).

21 ANALISIS MATEMATICO

Usando sistema dual de micr6fonos (forma cilindrica, modelo HC-SR04
[HARDWARELIBRE]) con el rayo so6nico con la sefal de referencia ultrasénica de 40 kHz.
Para el analisis de la respuesta del efecto fotoacustico se utiliza un sistema coordinado
cuyo origen esta en el centro simétrico del HC-SR04. Ambos micr6fonos tienen un disefio
con inclinacién de 15 grados orientados hacia el eje central. Equidistantes con el punto de

origen.
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Figura 1. Bosquejo para determinar el diagrama de fuerzas y la dinamica de la onda.

Para la onda viajera de ultrasonido, se considera que las variaciones de densidad
son suficientemente pequefias en el modelo matematico, permanece constante. Se hace
el analisis usando de referencia el eje principal. Para las perturbaciones en el medio,
hay pequefios corrimientos de fase y cambios de intensidad. EI HC-SR04 permanece en
funcionamiento durante las pruebas, de manera que se desprecia el decaimiento de la
sefial acustica en el tiempo.

Las consideraciones pertinentes para el analisis del fenbmeno son:

*  No hay gradiente de presién en la zona de las pruebas.

» No hay variaciones de temperatura debido al fenbmeno [WILEY, RANDALL,
2005, NAVARRO].

+  Elgrosor de placa es despreciable con respecto a su extension: se considera al
cuerpo como una membrana vibrante.

+  Se consideran las densidades del cuerpo como del medio, constantes.
+  Se trabaja bajo el supuesto de un grosor promedio de la membrana.

Con el diagrama de fuerza se genera una ecuacion a partir de la tercera ley de
Newton, con la accién de la perturbacion del aire, la respuesta de la placa delgada y la
resistencia de micro gotas de agua en el medio. Se considera que el aire y vapor de agua
funcionan como fuerzas generadoras de la perturbacion:

Cuyos pardmetros son: modulo de Young (Y), seccion transversal (S), viscosidad
dinamica del liquido (u, agua para este caso), frecuencia angular de vibracion respuesta

(w), la funcion que describe la perturbacion (n).
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Condicion de equilibrio: Se considera que el aire reacciona a las compresiones
por la membrana. Esta fuerza de reaccidn se relaciona con una pseudo aceleracién, y un

término que describe el efecto de ley de Hooke:

No se trata de una interaccion cuerpo-a-cuerpo per se. En cambio, se analiza el
cambio de las fuerzas en la zona de contacto, correspondiente a la seccién transversal de

la perturbacion acustica. En un simil a la tercera Ley de Newton:

Dicha ecuacion corresponde a los cambios tangenciales de la perturbacion. Con
algebra, despeje y renombrando constantes, se llega a la ecuacién diferencial:

Donde las constantes y parametros de utilidad son:

e Cc= velocidad de la perturbacion, descrita por el médulo de Young y
densidad del aire a 20 °C

. o = w/a factor de atenuacion de la viscosidad

e a=Yu

+ B =YY constante sin unidades, establece el limite util del modelo
- D=diS

Se propone una solucién a través del método de separacién de variables:

Y con su sustitucién en la ecuacion diferencial se tiene:

Considerando el término B = (Y/Y), como un limite a dicha teoria establecida en
el trabajo solo se puede tener una variacion de unos cuantos ordenes de magnitud, entre
un modulo de Young y el otro. Si Y>>Y, B tiende a infinito, por consiguiente, también la
funcién, algo fisicamente imposible. Si Y>>Y, B tiende a cero, entonces el pulso acustico
solo podria existir si la amplitud inicial es muy grande, es decir, para una fuente laser de
alta potencia.

Un anélisis de unidades del término de ley de Hooke, F, = -Y’dr, muestra que Y'd

tiene unidades de constante de resorte. La expresion de amortiguamiento, (1+a) [MILNE-
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THOMSON, 2011, MORFEY, SOROKIN, GABARD, 2012], no se puede despreciar incluso
si el nivel de humedad relativa es pequeno. Se busca demostrar que el analisis matematico
es valido para condiciones con un nivel de humedad diverso.

La ecuacién diferencial homogénea de una onda en una barra de densidad constante
y seccion transversal variable [ELMORE, HEALRD, 1985], muestra una similitud con la
establecida previamente:

El analisis fisico requiere la solucion senoidal. Para el caso de la ecuacion diferencial
no homogénea, se recurre a la integral de Green [BUTKOV, 1973]:

Cuya solucion (para el caso en que r,;=0) no tiene componente complejo:

Se requiere una correccién para coincidir con los datos experimentales. Por
condiciones del sistema de toma de datos, la amplitud inicial se considera constante, con
A,=5V. Se tiene que la funcion solucidn consta de dos partes, una para el caso en que no

hay oscilacion arménica en la membrana, como se muestra:

Un cuerpo sélido perfecto, se conoce como cuerpo rigido. Esta placa, a diferencia,
reacciona con una vibracion en la zona cercana al impacto de la sefial de referencia. Una
vez que el HC-SR04 manda otro pulso, se tiene un tiempo breve para que la membrana
se relaje antes de volverse a compactar. Estas vibraciones armoénicas dependen de las
caracteristicas del medio y la placa.

La resonancia se presenta en algunos materiales cuando su extension es
debidamente larga o cuando su grosor es suficientemente pequefio. En este modelo es
necesario considerar dicha resonancia. Se hicieron pruebas con placas metalicas delgadas
(orden de mm). Considerando dicha resonancia cual un repetidor de frecuencia angular
como parte del vector de desplazamiento. Los valores posibles para este factor son enteros
positivos. La resonancia se puede detectar como resultado del camino de regreso, o parte
del recorrido completo.

Supobngase que el factor de resonancia es:
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Con lo que se obtiene una funcidbn mas precisa:

Este factor de la resonancia (o repetidor de la amplitud) no desaparece si se sustituye
la nueva funcién solucion en la ecuacion diferencial no homogénea. Donde dicho factor,
predice una variabilidad de la amplitud medida.

Una vez establecida la solucion, es necesario establecer la relaciébn con las
propiedades a medir. Si el cuerpo en estudio fuese un cuerpo rigido super masivo, la sefal
de referencia haria el recorrido sin tener un cambio en amplitud. La placa en cuestion es
un cuerpo que reacciona a la sefal incidente generando una pequefia vibracion en la zona,
donde esta cambia la uniformidad de dicha sefial recibida. Cambia la amplitud (aumentando
o disminuyendo) de acuerdo a la vibracion de la membrana.

Se puede aproximar que la distancia recorrida por la sefial es equivalente a la
separacion del HC-SRO04 con la placa y el grosor de la placa. Esta variacion se da en

términos de la sefial original, A, y la medida, A,;

En el tiempo cero, el sistema permanece en equilibrio. Una vez que se enciende el
HC-SRO04, se genera una sefial ante la cual, la membrana intenta oponerse en los intervalos
de tiempo que no hay sefal enviada (1 s entre pulsos). Se puede ver como dos resortes

interactuando entre ellos (el medio y la placa delgada);

Si consideramos que Ar=1 unidad, gracias a que la sefial permanece casi constante,
se reescribe la ecuacion (16) de forma que se pueda despejar el modulo de Young
correspondiente a la placa delgada;

Para poder medir la densidad de la placa, se recurre primero a su expresion
simplificada:

Desde el comienzo del desarrollo se establecio la interaccion de dinamica de fuerzas
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con apoyo de las leyes de Newton. El término correspondiente a la aceleracion viene de la
idea que se trata de una barra que vibra (cilindro de aire) [7, 8]. Relacionando este concepto

con la ecuacion (18) se puede medir la densidad del cuerpo:

Donde W=A, cos k,r cos wt, la densidad se despeja como:

Si la sefial medida por el HC-SR04 después del recorrido, tiene una relacién con
la frecuencia natural, se puede decir que el corrimiento de fase esta relacionado con esta
sefial. Se puede conocer la frecuencia de resonancia natural, en el caso que se conozcan

las caracteristicas del cuerpo:

31 ENFOQUE NUMERICO

Se usd el método de resolucion de ecuaciones numérica de Runge-Kutta de
cuarto orden, para la ecuacion diferencial radial, suponiendo una funcién temporal del
tipo trigonométrica como se expuso anteriormente. La finalidad de conocer la solucion
radial pura es poder determinar cuan rapido decae la onda generada para las mediciones
experimentales.

Para el codigo en MatLab (Licencia 40673431), se establece como aclaracion lo
siguiente:

. vector de desplazamiento, relacionado con la densidad.

Para el primero conjunto de simulaciones, se busca conocer que tan pronunciado
es el cambio de amplitud de la onda generada en la placa, de acuerdo a la ecuacion (6).
Las condiciones pertinentes para la simulacion y los parametros fijos se mencionan a

continuacion:
* Rangoderadio:0a5
» M. de Young del aire [WIKIPEDIA]: 0.2 MPa
* M. de Young del acero [WIKIPEDIA]: 210 000 MPa
+  Velocidad de sonido en el medio: 343 m/s (a 20 °C)

+  Velocidad de onda inicial: 0 m/s
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»  Grosor de placa: 0.0001, 1.5
»  Factor de reduccion (alfa): 0.0001, 1, 15
»  Frecuencia de pulso: 40 000 Hz

Las soluciones para la ecuacion diferencial no homogénea son exponenciales,
trigonométricas y/o superposiciones de estas. Pueden ser obtenidas por diferentes métodos
de resolucion analitica o numérica. También, dependiendo de condiciones frontera o de
inicio.

Figura 2. Funcion radial esperada para un grosor de 0.0001

Figura 3. Funcién radial esperada para un grosor de 1.5

En las simulaciones realizadas, se obtuvieron funciones de tipo exponencial. Lo
pronunciado en las graficas cambia de acuerdo a los parametros de grosor y el valor de alfa
(relacionado con el amortiguamiento debido de la humedad relativa).

La sefal recibida en el segundo micréfono, es una nueva funcién de tiempo, con un
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posible corrimiento de fase. La siguiente grafica muestra el comportamiento de la sefial en
términos del tiempo y posibles fases, para valores de simulacién: alfa = 1, grosor = 0.0001.

Fig. 5. Perturbacion con su amplitud maxima para diferentes frecuencias de respuesta.

La gréafica obtenida muestra una funcién que parece incrementar hasta el infinito,
esto se debe a que la ecuacion diferencial como la solucién, son validos para la zona del
fendbmeno fotoacustico y no se tienen condiciones de amortiguamiento debidas a la pérdida
de homogeneidad de acuerdo al aumento de temperatura o de la friccion que el gradiente
de temperatura usada y las condiciones del medio. En condiciones controladas, el modelo
es una buena aproximacién para sistema de control de calidad en una empresa para un
medidor ubicado cerca de la linea de produccion.

41 RESULTADOS Y TRATAMIENTO DE DATOS

Sin un circuito con filirado de ruido apropiado, el sonido de fondo esta presente en
la sefial medida. Para cada intervalo de tiempo, la amplitud registrada tiene un ruido debido
al disefo del circuito y ruido dispersivo debido a que la sefal ultrasénica se debilita a causa
de la potencia. Aun si se considera que el gradiente de temperatura no forma parte del
fenémeno simplificado estudiado.

Para hacer una clasificacion apropiada de los datos medidos, se debe tener
primero un registro del ruido electronico como el ruido de fondo del medio gaseoso. Sin
la presencia de la fuente laser. Cuidando que cada registro de ruido como las mediciones
experimentales, tuvieran la misma temperatura ambiente (295.15 K) y presién atmosférica
(alrededor de 101 355 Pa).

En el caso del registro de ruido como el registro de datos experimentales se
calcularon los promedios temporales. A considerar en el fendbmeno estudiado tres tipos de
perturbaciones: el ultrasonido incidente en el cuerpo, la resonancia del cuerpo y el efecto
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de ley de Hooke debido al laser. Posteriormente, con dichos registros se calculan los datos
de los parametros medidos.

De la ecuacion (12) se obtienen las relaciones entre las amplitudes medidas como
las de referencia, para el analisis de los datos. Dentro de las pruebas realizadas, se trabaj6
brevemente con cartdn delgado debido a su importancia en la industria papelera y su
aplicacion para una empresa mexicana. Sin embargo, este ultimo material es desconocido
en sus componentes basicos.

En la tabla siguiente, aparece el término “factor de correccion”, que es el coeficiente
numeérico requerido para los valores de amplitud en que se satura el sistema del micr6fono.
Del factor de repeticion en la ecuacién (15) se puede hacer un despeje de la sefial alterada
con respecto a la superposicion de ondas de la sefial base con el ruido de fondo y el
ruido del HC-SRO04. Ahora, en la siguiente tabla se muestra el “% de interaccion”, o bien,
el nivel de resonancia (12) encontrado para una sefial medida y para ciertas placas. Y
posteriormente se muestran los datos obtenidos experimentalmente con su error relativo,
calculado como sigue:

crosrion| e | megos | faote | Amomesh | e | M vene
2
1.900 Acero 16.3 6.590449 9.709551 7 850 210 000 [BUTKOV]
[WIKIPEDIA]

1.800 Cartén 13.1 9.519534 3.580466 Desconocido Desconocido
0.650 Acero 2.06896552 Ninguno 2.06896552 7 850 210 000
0.610 Acero 2.69230769 0.732272 1.96003569 7 850 210 000
0.406 Acero 10.222222 10.98408157 | 0.76185957 7 850 210 000
0.305 Acero 6.78571429 7.322721 0.53700671 7 850 210 000

Tabla 1. Valores de referencia para las comparaciones y calculo de error.

Frecuencia angular 251 327.4123 Hz Velocidad del sonido 343 m/s
viscosidad, u 1002 pPa*s (agua)
Coctr yecorde || Fastor(recuencaparels | seimeracon

1 0.732272 502 654.8246 (aprox.) 0
2 2.929088 753 982.2369 50
3 6.590449 1 005 309.649 66.66667
4 11.71635 1256 637.061 75
5 18.30680 1507 964.474 80
6 26.36180 1759 291.886 83.33333
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35.88133 2010 619.298 85.71429
46.86541 2261 946.711 87.5
59.31404 2513 274.123 88.88889

Tabla 2. Algunos de los factores de resonancia que surgieron en los datos experimentales.

Se muestra una breve descripcion de cada factor involucrado en el analisis:

+ Dejando de lado la composicion atomica y estructura cristalina de los cuerpos,
en este caso, de acuerdo a las dimensiones, se considera a la placa delgada
un cuerpo unitario. Esta percibe la perturbacion como una onda que viaja por
dentro de ida y vuelta. Valido solo para ciertos rangos de tiempo de respuesta
y de interaccion, propios para cada material. Con esto, se obtiene el factor de
vector de desplazamiento mencionado, como la cantidad de veces que la onda
“rebota” dentro de la placa:

. En otros casos, si consideramos la estructura molecular y/o atémica, de forma
que se puede tener una resonancia en la membrana. Cada particula tiene su
valor propio de vibracién, y en la interaccion de los atomos conformando el ob-
jeto se tiene una frecuencia de resonancia propia para el material. Sin conocer
los valores de resonancia del material, se puede suponer que la sefial del HC-
-SRO04 tiene un tiempo efectivo en la placa, para que se sume la sefial original y
se puede conocer este factor a través de: nw=(1+/) w=w+/w.

Grosor A, Grosor Modulo de _
real (sin . medido % error Young % error densidad, p % error
(mm) resonancia) (~10" N/m2)
1.900 9.709551 1.911222209 | 0.5906 0.4281949543 FR 1559.314219 FR
1.800 3.580466 1.752098776 | 2.6612 0.2049461403 | Desconocido | 746.3316148 Desconocido
0.650 | 2.06896552 | 0.644455345 | 0.8530 2.379856174 13.3265 8666.481344 10.4010
0.610 | 1.96003569 | 0.625921228 | 2.6100 2.254558132 7.35991 8210.196147 4.5885
0.406 | 0.76185957 | 0.381891827 | 5.7057 4.211431912 FR 15336.34532 FR
0.305 | 0.53700671 | 0.319361995 | 4.7088 5.075817082 FR 18484.0893 FR

Tabla 3. Medicion de los parametros y calculo del error relativo. RF = Fuera de Rango
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Grosor e () | At (g | Fecrde | Frocuecide | Fctordo epiion
0.406 10.222222 6.590449 - 298 552.8171 1.175587832
0.305 6.78571429 2.929088 - 502 667.3546 2.000049855
0.203 2.894736842 Ninguno -709 162.0716 2.821666229
0.152 20.27586207 18.306800 - 786 830.7529 3.130700059
0.102 3.344262295 0.732272 - 1553 707.389 6.182005277

Tabla 4. Analisis de datos para factores de repeticion relacionados a valores de vibracion.

Con estos datos se puede concluir la solucién para el andlisis de propiedades:

51 TRABAJOS FUTUROS

El efecto de la ley de Hooke genera una perturbacion que viaja por el cuerpo en todas
las direcciones, dinamica que fue omitida en el analisis. Dichas consideraciones se deben
incluir para trabajos futuros, junto como la posible deformacién del cuerpo o compresiones
que requieran un tiempo grande para recuperar su forma. A futuro se planea usar el tensor
de estrés y deformaciones en alguna forma simplificada que involucre cuerpos isotropicos,
pero con medios anisétropos. Los elementos matematicos que no se han considerado
sobre deformaciones que evolucionan con el tiempo o variaciones en sistemas casi reales
de la densidad, son parte del siguiente escalon.

Figura 5. Corte transverso de la estructura de la placa metalica. Representacion basica del efecto de la
ley de Hooke propagandose en las direcciones posibles.

¢En qué nivel se induce la resonancia en el efecto fotoacustico? Con la luz
interactuando con el metal, jtoma importancia el efecto de skin depth? ; Qué ocurre cuando
hay una polarizacion del medio? Todas estas son cuestiones que se deben responder en
trabajos futuros. Incluyendo el uso de un modelo matematico mas completo que pueda
prever ciertas condiciones como la falta de simetria, la resonancia o materiales que no son
tan rigidos.
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6| DISCUSION

La fisica permite conocer ciertas condiciones del efecto fotoacustico que no aparecen
en estas simulaciones. La experiencia muestra que una sefal acUstica eternamente
creciente no existe. Conforme una onda acustica evoluciona en el tiempo, se genera
un gradiente de la densidad y un cambio de la temperatura, disminuyendo la primera,
dificultando la posibilidad de propagacion de un sonido (incluso ultrasonido o infrasonido).

No hay forma de estudiar el efecto fotoacuUstico en su totalidad con unas cuantas
simulaciones sobre una ecuacién diferencial homogénea. Por su complejidad requiere
simulaciones y estudios de los efectos internos, el gradiente de temperatura de la placa,
adherencia de la humedad, la importancia de los eigenvalores y las posibles deformaciones.

Otros de las consideraciones necesarias, es el estudio de los tipos de ruido que
estan involucrados y como se puede analizar estos. Incluso ver si los tipos de ruido pueden
ser eliminados sin perder informaciéon. Incluso considerar el ruido de Johnson como parte
del fendbmeno y no solo hacer pruebas con variaciones pequefias de temperatura.

La evolucion de la funcién en el tiempo y la distancia, nos da informacién sobre
el sistema como algo libre de restricciones. Es de gran importancia conocer el valor de
distancia limite del cambio significativo de la presién, alterando la densidad, la viscosidad
o0 ambas. Con eso se puede tener un analisis no limitado a casos adiabatico e isotérmico.

Se demostré que los factores de resonancia y de repeticién son importantes en
la caracterizacion de metales por efecto fotoacustico. Datos experimentales muestran un
error relativo considerablemente pequefio. Para conocer los valores precisos de n, m se
requiere establecer un nuevo modelo matematico o un conjunto de experimentos en que se
conozcan las propiedades de las placas. Para placas muy delgadas, el factor de resonancia
€s mayor.
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