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CAPITULO 21

COMPROVANDO O VOLUME DA ESFERA NAS

Data de aceite: 01/03/2022

Maria Carla Ferreira Pereira Tavares
http://lattes.cnpq.br/7068841451400574

Rudimar Luiz Nés
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RESUMO: Apresentamos neste trabalho duas
estratégias para provar a relagédo para o calculo
do volume da esfera no Ensino Médio: o principio
de Cavalieri e a lei da alavanca de Arquimedes.
Empregamos o software gratuito GeoGebra
3D para comprovar dinamicamente a relagéo
para o volume e propomos atividades, ludico-
manipulativas e computacionais, para a sala
de aula baseadas nessas duas estratégias.
Concluimos que o aplicativo de geometria
dindmica GeoGebra 3D é uma ferramenta
eficaz para construir figuras bidimensionais e
tridimensionais, bem como para comparar areas
e volumes dessas figuras, e que as atividades
propostas contemplam o que propde a Base
Nacional Comum Curricular (BNCC) para o
ensino de matemética.

PALAVRAS-CHAVE: A lei da alavanca de
Arquimedes. O principio de Cavalieri. Ensino de
matematica. GeoGebra 3D. BNCC.

JUSTIFYING THE VOLUME OF THE
SPHERE IN MATHEMATICS CLASSROOM
ABSTRACT: We present in this work two
strategies to prove the formula to calculate the
volume of the sphere in High School: Cavalieri’s

O fortalecimento do ensino e da pesquisa cientifica da matematica 2

AULAS DE MATEMATICA

principle and Archimedes’ law of the lever. The
free software GeoGebra 3D is used to dynamically
verify the formula to the volume and activities,
ludic-manipulative and computational, are
proposed for the classroom based on these two
strategies. We concluded that dynamic geometry
app GeoGebra 3D is an effective tool to build two-
dimensional and three-dimensional figures, as
well as to compare areas and volumes of these
figures, and that the proposed activities comply
whit what the Curricular Common National Base
(BNCC) proposes for mathematics teaching.
KEYWORDS: Archimedes’ law of the lever.
Cavalieri’'s principle. Mathematics teaching.
GeoGebra 3D. BNCC.

11 INTRODUGAO

Nas (ltimas décadas, as reformas
educacionais propostas para o ensino de
matematica na Educacdo Basica evidenciam
a importancia do ensino de geometria plana e
geometria espacial. ABNCC (BRASIL, 2018) de
matematica para o Ensino Fundamental enfatiza
o desenvolvimento de competéncias através
de cinco unidades tematicas correlacionadas,
sendo a geometria uma delas. Para o Ensino
Médio, o objetivo € ainda mais amplo, pois
busca-se a construgdo de uma visédo integrada
da disciplina com a realidade. Além disso,
a BNCC de Mateméatica e suas Tecnologias
propde o uso de ferramentas tecnolégicas e
programas computacionais.
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Cabe ainda destacar que o uso de tecnologias possibilita aos estudantes
alternativas de experiéncias variadas e facilitadoras de aprendizagens
que reforcam a capacidade de raciocinar logicamente, formular e testar
conjecturas, avaliar a validade de raciocinios e construir argumentagdes
(BRASIL, 2018, p. 536).

A geometria esta presente em todos os documentos que orientam o planejamento e
o desenvolvimento da matematica nos varios niveis educacionais (BRASIL, 2018; SEED,
2008), sendo aplicada tanto de forma direta quanto transversal, de maneira a contribuir
para que o estudante desenvolva uma viséo espacial. Quanto as habilidades em geometria
e medidas, a BNCC estabelece para o Ensino Médio:

(EM13MAT309) Resolver e elaborar problemas que envolvem o calculo de
areas totais e de volumes de prismas, piramides e corpos redondos em
situacdes reais (como o célculo do gasto de material para revestimento
ou pinturas de objetos cujos formatos sejam composigdes dos sélidos
estudados), com ou sem apoio de tecnologias digitais (BRASIL, 2018, p. 545).

Além disso, a geometria € base de conhecimento para outras areas da ciéncia
e tecnologia, como por exemplo, a fisica e as engenharias, reforcando seu carater
multidisciplinar no processo educacional. Tal importancia é evidenciada pela quantidade
expressiva de questdes de geometria plana e de geometria espacial no Exame Nacional do
Ensino Médio (ENEM). Nos mais de vinte anos de existéncia desse exame (INEP, 2019),
podemos elencar na prova de Matematica e suas Tecnologias muitas questdes envolvendo
o célculo de areas e de volumes (NOS; FERNANDES, 2019, 2018; TAVARES, 2019).

Nas questbes de geometria espacial do ENEM, destacamos varias abordando a
esfera (TAVARES, 2019). Essas questbes sdo tanto de cunho aplicado, como o calculo
do volume — Figura 1(a), quanto de cunho conceitual — Figura 1(b). A questéo ilustrada na
Figura 1(b) aborda um aspecto da demonstracdo da relagédo para o calculo do volume da
esfera através do principio de Cavalieri.

O volume da esfera € comumente abordado nos livros didaticos de matematica
para o Ensino Médio através da simples apresentagédo da relacdo . Os estudantes ndo
séo estimulados a comprovar/justificar essa relagdo. Contudo, a BNCC estabelece como
competéncia especifica 5 para Matematica e suas Tecnologias:
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(a) (b)

Figura 1 — Questées do ENEM envolvendo a esfera: (a) questéo 02 de 1998; (b) questéo 170 da Prova
Amarela de 2018

Fonte: INEP (2019).

Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos
e propriedades matematicas, empregando estratégias e recursos, como
observagdo de padroes, experimentacbes e diferentes tecnologias,
identificando a necessidade, ou ndo, de uma demonstragdo cada vez mais
formal na validagao das referidas conjecturas (BRASIL, 2018, p. 540).
Dessa forma, apresentamos neste trabalho estratégias e atividades que o professor
de matematica do Ensino Médio pode utilizar para comprovar a relagdo para o calculo
do volume da esfera (NOS; TAVARES, 2021), e empregamos nas estratégias o aplicativo
de geometria dindmica GeoGebra 3D (GEOGEBRASD, 2021; NOS; SILVA, 2020, 2019),
alinhando assim o planejamento de atividades para a sala de aula ao que estabelece a
BNCC.

21 O VOLUME DA ESFERA

Podemos definir a esfera como sendo o lugar geométrico dos pontos do espago
tridimensional que distam uma medida r de um ponto O considerado. A Figura 2 ilustra uma
esfera € de centro O e raio r, cujo volume € definido pelo Teorema 1.

Figura 2 — Esfera de centro O e raio r e sua concepgao como sélido de revolugao.
Fonte: Tavares (2019, p. 39).
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Teorema 1. O volume V da esfera € de raio r é dado por

Segundo Lima (2011), dentre as estratégias que o professor de matematica do
Ensino Médio pode empregar para justificar a relagdo determinada pelo Teorema 1 estéo o
principio de Cavalieri e a apresentacéo classica de Euclides e Arquimedes.

2.1 O principio de Cavalieri

O Principio 1 ou principio de Cavalieri' (LIMA, 2011; LIMA et al., 2006; PATERLINI,
2010), ilustrado na Figura 3, pode ser apresentado aos estudantes do Ensino Médio como
um postulado, ressaltando-se a necessidade de se comprovar a equivaléncia das segoes.
Para Lima (2011), o uso do principio de Cavalieri “permite uma simplificagcdo notavel nos
argumentos que conduzem as formulas classicas de volume” (LIMA, 2011, p. 96).

Principio 1. Se todo plano paralelo ao plano das bases de dois sdlidos, de bases
equivalentes e alturas congruentes, determina nos dois sdlidos se¢bes equivalentes, entdo
0s dois solidos sdo equivalentes, ou seja, tém o mesmo volume.

Figura 3 — Solidos de bases equivalentes e alturas congruentes intersectados por um plano paralelo as
bases que determina em ambos se¢6es equivalentes

Fonte: Tavares (2019, p. 40).

Dessa forma, para usar o principio de Cavalieri no célculo do volume de um so6lido,
precisamos comparar este s6lido com um sélido de volume conhecido. No caso da esfera,
esse sélido é a anticlépsidra - Figura 4: um cilindro equilatero de base congruente ao
circulo méaximo da esfera, do qual foram retirados dois cones retos de bases congruentes a
base do cilindro e de alturas iguais ao raio da esfera. Mostremos entéo, usando o principio
de Cavalieri, que a esfera e a anticlépsidra, ou a semiesfera e a semianticlépsidra, de
mesmo raio tém o mesmo volume.

1 Bonaventura Francesco Cavalieri (1598-1647): sacerdote e matematico italiano, discipulo de Galileu. E considerado
um dos precursores do célculo integral.
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Figura 4 — Anticlépsidra e um dos cones que formam a clépsidra confeccionados em ago carbono

Fonte: Nos (2019).

Demonstracdo

Sejam a semianticlépsidra A e a semiesfera E,, ambas de raio r, e B um plano
paralelo ao plano a que contém as bases de A; e E,. O plano B secciona A, e A, a uma
distancia d, d<r, dos centros das bases dos dois solidos, como ilustra a Figura 5.

Figura 5 — Semianticlépsidra e semiesfera equivalentes Fonte: Tavares (2019).
Na semiesfera E_, o plano B determina um circulo de raio s. Como

a area da secdo circular é igual a:

Na semianticlépsidra A, o plano B determina uma coroa circular de raio externo r
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e de raio interno d, medida esta comprovada por semelhancga de triangulos (caso angulo-
angulo). Dessa maneira, a area da se¢do na semianticlépsidra é igual a:

As areas (1) e (2) das segGes que o plano B determina em E_e A, respectivamente,
sdo iguais independentemente da distancia d, desde que B seja paralelo a a. Assim, pelo
principio de Cavalieri, concluimos que E_ e A_s&o equivalentes. Portanto:

Como o volume da esfera € é igual a duas vezes o volume da semiesfera E,

multiplicando o resultado (3) por dois temos que

0 que confirma a tese do Teorema 1.

2.2 O segundo teorema de Arquimedes

O principio de Cavalieri, apesar de intuitivo, ndo pode ser demonstrado de maneira
elementar (LIMA, 2011). Assim, o teorema de Arquimedes? € outra abordagem que pode
ser adotada no Ensino Médio.

Na obra O Método (ASSIS; MAGNAGHI, 2014), Arquimedes descreve uma estratégia
mecénica para investigar volumes tais como o da esfera — Teorema 2.

Teorema 2. O volume de qualquer esfera é igual a quatro vezes o cone que tem sua
base igual ao circulo maximo da esfera e sua altura igual ao raio da esfera, enquanto que o
volume do cilindro com base igual a um circulo maximo da esfera e altura igual ao didmetro
é uma vez e meia o volume da esfera.

Para provar o volume da esfera segundo Arquimedes (AABOE, 2013; ARCHIMEDES;
HEATH, 1953; ASSIS; MAGNAGHI, 2014; AVILA, 1986; HELLMEISTER, 2013; TAVARES,
2019), precisamos da lei da alavanca ou principio de equilibrio proposta por Arquimedes na
obra Sobre o equilibrio de figuras planas.

Principio 2. Uma alavanca esta em equilibrio se o produto do peso A pela distancia
a entre o fulcro® e o ponto de suspensao de A for igual ao produto do peso B e sua distancia
b do fulcro, isto é,

2 Arquimedes de Siracusa (287 AEC — 212 AEC): matematico, fisico, engenheiro, inventor e astrénomo grego. A ele séo
atribuidas as leis do empuxo e da alavanca.
3 Ponto fixo.
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A Figura 6 mostra uma alavanca em equilibrio, ou seja, uma alavanca onde a relagéo
(4) é verificada.

Figura 6 — Alavanca em equilibrio
Fonte: Tavares (2019).

Utilizando o Principio 2, podemos mostrar que o cilindro de raio e altura 2r, a uma
distancia d do fulcro da alavanca, equilibra o cone de raio e altura 2r e a esfera de raio r,
ambos a uma distancia 2d do fulcro da alavanca, situagéao ilustrada na Figura 7.

Desta maneira, usando os sélidos ilustrados na Figura 7(a) na alavanca ilustrada na
Figura 7(b), concluimos que:

(a) (b)
Figura 7 — (a) Esfera, cone e cilindro; (b) alavanca de Arquimedes em equilibrio
Fonte: (a) Tavares (2019, p. 54); (b) Tavares (2019, p. 53).

0 que corrobora a tese do Teorema 1.
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31 ATIVIDADES PARA A SALA DE AULA

3.1 O principio de equilibrio de Arquimedes

A maior contribuicdo de Arquimedes para a geometria esta no trabalho O Método,
no qual explora a determinacdo de volumes através do Principio 2 ou lei da alavanca, que
define um sistema mecéanico de equilibrio de pesos em uma alavanca (ARCHIMEDES;
HEATH, 1953; ASSIS; MAGNAGHI, 2014), ilustrado na Figura 8.

Figura 8 — Equilibrio segundo a lei da alavanca de Arquimedes
Fonte: Ant6nio (2015).

Como a matematica grega era essencialmente geométrica, Arquimedes néao
determinou a relacdo para o calculo do volume da esfera. Entretanto, demonstrou a
proporcionalidade entre as massas de dois solidos através da lei da alavanca, o que nos
possibilita deduzir a relagdo. Em sua obra Sobre a esfera e o cilindro (ARCHIMEDES;
HEATH, 1953), Arquimedes demonstrou o Teorema 2 utilizando um método semelhante ao
da exaustdo (NOS; SANO; TAVARES, 2021).

O objetivo desta atividade & estabelecer a relacdo entre os volumes do cone,
da esfera e do cilindro descrita no Teorema 2 empregando a lei da alavanca, também
denominada principio de equilibrio de Arquimedes.

Etapas da atividade

1. Orientar os estudantes, divididos em grupos, a preencher com areia fina e lacrar
trés soélidos vazados confeccionados em acrilico, como os ilustrados na Figura 9:
uma esfera de raio r, um cone reto de raio e altura re um cilindro equilatero de raio r.

O fortalecimento do ensino e da pesquisa cientifica da matematica 2 Capitulo 21 m



Figura 9 — Sélidos em acrilico

Fonte: Play (2010).

2. Desprezando-se o volume de acrilico nos trés sélidos, a razédo entre os volumes
pode ser representada pela razdo entre as massas. Dessa forma, usando uma
barra de madeira e um ponto de apoio (fulcro) para construir uma alavanca similar
aquela ilustrada na Figura 8, os estudantes devem comparar as massas dos trés
solidos, dois a dois, estabelecendo o equilibrio na alavanca e anotando na Tabela 1
a disténcia dos s6lidos comparados em relagéo ao ponto de apoio.

Solidos comparados Distancia dos soélidos em relagdo ao ponto de apoio

Cone e cilindro

Cone e esfera

Cilindro e esfera

Tabela 1 — Atividade 1: distancia dos sélidos comparados em relacéo ao fulcro da alavanca

Fonte: Tavares (2019, p. 109).

3. Com os dados da Tabela 1, os estudantes devem calcular a razado entre as
distancias dos sélidos em relagcdo ao ponto de apoio da alavanca e anotar os
resultados na Tabela 2.

Sélidos comparados Razao entre as distancias em relacao ao ponto de apoio

Cone e cilindro

Cone e esfera

Cilindro e esfera

Tabela 2 — Atividade 1: razé@o entre as distancias dos sélidos comparados em relagéo ao fulcro da
alavanca

Fonte: Tavares (2019, p. 109).
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4. A partir das razdes anotadas na Tabela 2, espera-se que os estudantes concluam
que:

a) o ponto de apoio da alavanca nédo é equidistante dos objetos comparados
e que o equilibrio ocorre de forma inversamente proporcional a medida das
massas, isto €, o objeto de maior massa esta mais proximo do ponto de apoio
enguanto o de menor massa esta mais distante;

b) as seguintes relagcdes sao validas:

5. Os estudantes podem finalmente comprovar a relagéo (6) comparando os trés
solidos na alavanca. Reescrevendo (6) como

temos que o cone e a esfera, a uma distancia de 6 uc do fulcro da alavanca,
equilibram o cilindro, este a uma distancia de 5 uc do fulcro da alavanca.

Observacoes

1. Estimular os estudantes a investigar se a massa de acrilico dos solidos interfere
nos resultados da atividade. Pinto (2005) propde usar uma esfera de raio r e um
cilindro de raio e altura r, ambos de madeira maci¢a, na alavanca de Arquimedes
para calcular o volume da esfera.

2. Esta atividade permite que o professor explore conceitos fisicos em sala de aula,
promovendo a interdisciplinaridade.

3. Os estudantes podem investigar graficamente na atividade a inscricdo e
circunscricdo de sdlidos. Por exemplo, a relacdo (5) pode ser construida no
GeoGebra 3D. A Figura 10 ilustra essa construgao.
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Figura 10 — Esfera inscrita em um cilindro equilatero

Fonte: Tavares (2019, p. 50).

4. Na secéo sobre o segundo teorema de Arquimedes, mostramos que, para uma
esfera de raio r, um cone reto de raio e altura 2r e um cilindro reto de raio e altura 2r,
a lei da alavanca estabelece que:

Dessa forma, pela relagéo (7) temos que o cone e a esfera, a uma distancia d
do fulcro da alavanca, equilibram o cilindro a uma distancia do fulcro da alavanca. As
Figuras 11 e 12 ilustram a relagéo (7) para r=2,5cm e d=30cm, na balanca de Arquimedes
em equilibrio e desequilibrio, respectivamente. O cilindro, o cone e a esfera presentes
nessas figuras foram confeccionados em impressora 3D.
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Figura 11 — Lei da alavanca de Arquimedes: a esfera e o cone equilibram o cilindro

Fonte: Tavares (2019, p. 111).

Figura 12 — Lei da alavanca de Arquimedes: a esfera e o cone néo equilibram o cilindro

Fonte: Tavares (2019, p. 111).

3.2 O principio de Cavalieri no GeoGebra 3D

O objetivo da atividade & construir uma sequéncia didatica no GeoGebra 3D para
comprovar o volume da esfera empregando o principio de Cavalieri.
Etapas da atividade

1. Construir uma semiesfera de raio 3 cm através da funcéo
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. Marcar o centro A do circulo maximo da semiesfera
(Z,=0)eoraio ABperpendicular ao plano desse circulo. Finalizar tragando duas retas,
a primeira passando pelo ponto B e a segunda paralela ao raio AB e perpendicular
a primeira, como mostra a Figura 13.

Figura 13 — Constru¢é@o da semiesfera de raio AB=3cm

Fonte: Tavares (2019, p. 112).

2. Construir o cilindro circular reto de altura ABe raio 3 cm cujo eixo é a segunda reta
tracada na primeira etapa, como ilustra a Figura 14. O eixo do cilindro deve distar

mais de 6 cm da reta suporte de AB.

Figura 14 — Construcgéo do cilindro de altura AB=3cm e raio r=3cm

Fonte: Tavares (2019, p. 112).
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3. Construir um cone reto de altura AB e raio 3 cm, cujo vértice é o centro da base
inferior do cilindro construido na segunda etapa, como na Figura 15. O solido
formado pelo cilindro menos o cone é a semianticlépsidra.

Figura 15 — Construgéo da semianticlépsidra
Fonte: Tavares (2019, p. 113).

4. Determinar o ponto médio de AB e tracar o plano secante a semianticlépsidra e a
semiesfera que passa pelo ponto médio e é perpendicular ao eixo do cilindro, como
mostra a Figura 16.

Figura 16 — Construcéo do plano secante a semianticlépsidra e a semiesfera
Fonte: Tavares (2019, p. 113).
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5. Destacar a interseccao do plano secante com a semianticlépsidra, uma coroa
circular, e com a semiesfera, um circulo, como ilustra a Figura 17.

Figura 17 — Se¢des na semianticlépsidra e na semiesfera

Fonte: Tavares (2019, p. 114).

6. Calcular a area das sec¢des na semianticlépsidra e na semiesfera e concluir que
as secbes sao equivalentes, como mostra a Figura 18.

Figura 18 — Area das se¢bes na semianticlépsidra e na semiesfera

Fonte: Tavares (2019, p. 114).
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7. Calcular o volume da semianticlépsidra e da semiesfera, como na Figura 19.

Figura 19 — Volume da semianticlépsidra e da semiesfera
Fonte: Tavares (2019, p. 115).

Observacoes
1. A animacéo descrita nesta atividade esta disponivel em
https://www.geogebra.org/3d/dd4eh7dz.

2. Usando trés sélidos vazados de acrilico, um cone reto de raio e altura r, um
cilindro equilatero de raio r e uma esfera de raio r, podemos mostrar que a esfera
de raio r é equivalente a anticlépsidra de raio r. Iniciamos enchendo o cilindro
equilatero de agua. Em seguida, despejamos a agua do cilindro no cone até enché-
lo. Descartamos essa agua e enchemos o cone novamente. Despejamos agora na
esfera a agua que restou no cilindro. Os estudantes devem observar que a esfera
ficou completamente cheia e que, portanto,

41 CONSIDERAGOES FINAIS

As estratégias/atividades para comprovar a relagdo para o calculo do volume da
esfera presentes neste trabalho foram apresentadas em 2019 aos estudantes do terceiro
ano do Ensino Médio do CPM, no qual a autora € professora de matematica. Concluimos
que as atividades foram relevantes para consolidar conceitos relativos ao calculo do volume
da esfera, do cone e do cilindro e contribuiram a preparagéo dos estudantes para o ENEM.
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Esperamos que este trabalho motive os professores de matematica da Educacao
Bésica a elaborar atividades e experimentos para comprovar/justificar relagbes geométricas,
ao invés de simplesmente apresenta-las aos estudantes, como também a utilizar aplicativos
de geometria dindmica, como o GeoGebra 3D, nas aulas de geometria.
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