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CAPITULO 7

APLICACOES DE CURVAS E ANIMACOES COM O
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RESUMO: Este artigo tem por objetivo estudar
curvas no plano e no espago e suas aplicagdes.
Para tanto, sera realizado um estudo dos
conceitos preliminares necessarios da Geometria
Diferencial. Em seguida, serdo enunciados
e demonstrados alguns resultados de curva
parametrizada pelo comprimento de arco,
referencial de Frenet para curva parametrizada
pelo comprimento de arco, referencial de Frenet
para curva nao parametrizada pelo comprimento
de arco, curvatura, tor¢céo e Teorema Fundamental
das Curvas Planas. Com esse estudo, tornou-se
possivel desenvolver aplicagbes com comandos
e animagdes no Software Geogebra sobre Vetor
Tangente, Reparametrizagdo da curva, Curva
reparametrizada pelo comprimento de arco,
Curva que caracteriza uma Hélice, Curvatura da
Circunferéncia, Curvatura da Espiral Logaritmica,
Curvatura maxima de uma Curva e o Teorema
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ABSTRACT: This article aims to study curves
in the plane and in space and their applications.
Therefore, a study of the necessary preliminary
concepts of Differential Geometry will be carried
out. Then, some results of curve parameterized
by arc length, Frenet reference for curve
parameterized by arc length, Frenet reference for
curve not parameterized by arc length, curvature,
torsion and Fundamental Theorem of Plane
Curves will be stated and demonstrated. With this
study, it became possible to develop applications
with commands and animations in Geogebra
Software on Tangent Vector, Reparametrization
of the curve, Curve reparametrized by the
arc length, Curve that characterizes a Helix,
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the Logarithmic Spiral, Maximum Curvature of a
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11 INTRODUGAO

A histéria da geometria diferencial
comecga com o estudo de curvas. Nogbes como
retas tangentes a curvas ja sdo encontradas

entre o0s gregos Euclides, Arquimedes e
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Apolbnio. O aleméo Gottfried Leibniz (1646-1716) e o inglés Isaac Newton (1643-1727)
descobrem os algoritmos do célculo infinitesimal, os quais permitirdo o estudo de curvas e
superficies através de suas propriedades diferenciais.

O estudo das propriedades locais de curvas consideradas na Geometria Diferencial
seréo definidas por funcbes que possam ser derivadas um certo nimero de vezes. A
Geometria Diferencial consiste no estudo de propriedades geométricas de curvas e
superficies, por meio do Calculo Diferencial e Integral e da Algebra linear.

Serdo abordados resultados de curva parametrizada diferenciavel, curva
parametrizada pelo comprimento de arco, trago de curva, reparametrizacdo de curva
pelo comprimento de arco, referencial de Frenet, Hélice, Curvatura, torcdo e Teorema
Fundamental das Curvas Planas.

Animacdes com o auxilio do Software Geogebra de vetor tangente em um ponto
da curva, reparametrizacdo da curva regular que é circunferéncia de raio a, catenaria
parametrizada pelo comprimento de arco, curvatura de curvas, curvatura da Espiral
Logaritmica, curva com curvatura maxima, dada uma fungao diferenciavel como determinar
a curvatura usando o Teorema Local de Curvas Planas e curva que caracteriza uma Hélice.

2| RESULTADOS DE CURVAS NO PLANO E NO ESPACO E APLICAC}OES
COM O SOFTWARE GEOGEBRA

Definicdo 1: Uma curva parametrizada diferenciavel do plano é uma aplicagdo
a:l-R?que para cada te /associa a(f)=(x(t), y(f)) em que x(t) e y(t) so funcbes diferenciaveis
de classe C=.

A variavel t € | é dita parametro da curva a e | € um intervalo de R e o subconjunto
de R2 dos pontos a’(), te | € chamado trago da curva.

Definicao 2: Seja a:/—R2uma curva parametrizada diferenciavel, que a cada te /
associa a(f)=(x(1), y(1)). O vetor a’(f)=(x(t), y'(1)) é chamado vetor tangente da curva aem
t.

Aplicacao 3: (Cardioide e Vetor Tangente)

Seja a:/—-R? a curva parametrizada diferenciavel que para cada t € R associa
a(f)=(cos(f)(2cos(#)-1, sin(t)(2cos(f)-1)), tal curva € denominada Cardioide.

As construgdes no Software Geogebra 2D para mostrar que num ponto qualquer P
do Cardioide existe o vetor tangente utiliza os seguintes comandos:

a=Curva(cos(t)(2cos(t)—1),sin(t)(2cos(t)—1),t,—10,10)

Controles deslizantes s e h de variagdes -10ss <-10 e 0 <h =<1 de incremento
0.0001. Digite na caixa de entrada os pontos P=a (s) e Q=a (s+h).
Trace a Reta tangente a P e a curva a e a reta secante pelos ponto P e Q.
A seguir, sera construido o vetor tangente da curva a no ponto P.
( em que x(Q) e x(P) representam as primeiras coordenadas dos
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pontos P e Q).

(em que y(Q) e y(P) representam as segundas coordenadas do

ponto P e Q); d=x(P); e=y(P).

Inserir na caixa de texto: x'(d)-L e y’'(e)-M. Editar na caixa de entrada:

X' (d)-L (Escolher este L na caixa de objetos)

y'(e)-M (Escolher este M na caixa de Objetos).

Vetor tangente = (L, M) (Escolher na caixa de objetos)

a=Derivada; (a); A=a(s); 0=(0,0); 1i=Vetor (O, A) v =Transladar ( ii,P);

B=Transladar (P, v); Vetor (P, B) ( vetor tangente em P a curva q)

Figura 1: Cardioide e Vetor Tangente.

Fonte: Autoria prépria.

Anime o controle deslizante s e observe que em qualquer ponto P do Cardioide
existe o vetor tangente, de acordo com a Figura 1.

Definicao 4: Sejam | e J intervalos abertos de R, a:/I—R? uma curva regulare h : J
— | uma fungéo diferenciavel de classe C*, cuja derivada de primeira ordem & ndo- nula
em todos os pontos de J e tal que h(J) = 1. Entdo a fungdo composta B=aoh:J-R? é uma
curva regular, que tem o mesmo trago de a que € chamada reparametrizacéo de a por h .

A funcdo h na Definicdo 4 é dita mudanga de parametro. E a orienta¢cdo de uma
curva regular plana a é o sentido de percurso do tragco de a .

Definigao 5: Uma curva regular a:/—R? é dita parametrizada pelo comprimento de
arco, se para cada t-t, € I, {<t,, o comprimento do arco da curva ade t, a {, éigual a t-t

170
isto &,

Proposicao 6: Uma curva regular a:/—R? est4 parametrizada pelo comprimento de
arco se, e somente se, para todo
Demonstracgao: (=) Suponhamos que a curva a seja parametrizada pelo comprimento

de arco e fixemos tel. Seja a fungéo s : | —R, que para cada fe/, associa
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entdo s'(t)=lla’(1)l, para todo tel. Temos que S(t)=t—ty paratodo tel, 0 que implica que
la'(t)]|=s"(t)=1, para todo tel. (=) Seja a:/ —R2 uma curva regular tal que ,
para todo tel. Para cada t ,tel tal que t=t, defina entdo s(f)=t—t o que

prova que a curva a esta parametrizada pelo comprimento de arco.

Proposicdo 7: Seja a:/~R? uma curva regular e s:I2s(I)cR a funcdo
comprimento de arco de a a partir de t.. Entdo existe a fungéo inversa h de s, definida no
intervalo aberto J=s(/) e B=ach &€ uma reparametrizacdo de a, onde 3 esta parametrizada
pelo comprimento de arco.

Aplicacdo 8:(Circunferéncia) Consideremos a curva regular a:0,2n| - R’
definida por em que a>0 é constante.

Pelos resultados da Definicdo 4, Definicdo 5, Proposicdo 6 e Proposicéo 7
determinamos a funcéo h que é a fungéo inversa da fungdo comprimento de arco e esta
0,2ar| -|0,27) em que h(s]zi .

a
E a curva 3 a reparametrizacéo da curva a por h é a curva

funcédo é dada h:

As construgdes no Software Geogebra 2D para mostrar que a circunferéncia a e sua
reparametrizacédo 8 tem o mesmo trago utiliza os seguintes comandos:

Controles deslizantes a e s de variagbes O<a<5 e Oss=<2ar.

Digite na caixa de entrada a curva a e a fungéo h:

e hls|==..

Determine o ponto Aza{h(s]] e habilite o rastro neste ponto. Anime o controle
deslizante s, determinando o trago da curva a.

A segquir, digite na caixa de entrada a curva S:

Anime o controle deslizante s e observe que a curva tem o mesmo
traco que a curva a, de acordo com a Figura 2 e também pela Proposicéo 6 a curva a esta
parametrizada pelo comprimento de arco.
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Figura 2: Reparametrizagéao da Circunferéncia de raio a.

Fonte: Autoria prépria.

A aplicagdo a seguir da Catenaria que ndo é parametrizada pelo comprimento de
arco.

Aplicacao 9: (Catenaria)

Seja «: [a,b} ~ R? definida por . A curva a nao é parametrizada

pelo comprimento de arco. —t ¢ -

t
e+e e—e
Alguns resultados de funcgbes hiperbdlicas: COSh(t): : senh(ﬂ:T
|cos (t)| =senhlt); cos h*(t] - sen h*(t]|=1.
Assim, calculando a derivada da curva a temos que eanormaé

dada por ||a"(t||=v 1+sen h*(t|=\ cos h*=cosh |t).
O comprimento de arco da curva a é

b b b
s(t):f Ha'(t]Hdt:J'cosh(t]dt:senh(t]f Csenh(b) — senh|a).

Pela Definicdo 5 como s(f)#b-a entdo a ndo é parametrizada pelo comprimento de
arco e o comprimento de arco da catenaria é S(t]zsenh [b] — senh [a]

As construgdes no Software Geogebra 2D para mostrar que a Catenaria ndo é
parametrizada pelo comprimento de arco utiliza os seguintes comandos: Controle deslizante
a e b de variagdes -5<a<b,a=<b<5.

Digite os comandos na caixa de entrada:

Anime os controles deslizantes a e b e observe que s(f) e e=b-a sao diferentes, isto

€, a curva a néao é parametrizada pelo comprimento de arco.
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Figura 3: Catenaria.

Fonte: Autoria prépria.

2
Consideremos uma curva regular a:I - R% a(s) ( (S ,J’( ), s€I
reparametrizada pelo comprimento de arco. Assim, para cada SE I, a'(s) € um vetor
tangente unitario, o qual denotamos por

t(s)=(x"(s),y"(s))=e'(s)

e o0 vetor normal a curva a é o vetor unitario

n(s)=(—y (s),x"(s)).

O conjunto de vetores {(s) e t(s) € dito referencial de Frenet da curva a.

Proposicdo 10: Seja a curva regular a:I — R a(s)=(x(s),y(s)), s€I
parametrizada pelo comprimento de arco e {t(s),n(s)} o referencial de Frenet da curva
a. Entéo os vetores t(s) e n’(s) séo paralelos aos vetores n(s) e t (s), respectivamente, e
satisfazem as equacbes

t'(s)=K(s)n(s)

e

n'(s)=—K(s)t(s)

que sdo chamadas de formulas de Frenet da curva plana a e o fator de
proporcionalidade K(s) € chamado de curvatura de a em s.

Demonstracdo: Por hipdtese a curva a parametrizada pelo comprimento de arco,
isto &, lla ' (s )lI=1, para todo s € /. Entdo lla'(s)ll=1, & ortogonal a t' (s) e como t (s) é
ortogonal a n(s) implica que t ' (s) é paralelo a n(s). Portanto,

t'(s)=K(s)n(s).
Além disso, K(s)=(t"(s),n(s))=—x""(s)y'(s)+y""(s)x"(s).
Analogamente, como n(s) é unitario entéo n'(s )eortogonal an(s) e portanton '(s) é
paralelo at (s). Assim, <n'(s), (S)>:—x ( )y '( )+x ( )y ( ), donde concluimos
que n'(s)=—K(s)t(s)..

. 2 R
Agora, vamos considerar uma curva &:I —IR" regular de parametro €Il e
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B:J - R* uma reparametrizacéo de a por comprimento de arco s, isto &, B(s(r))=a(r), os
vetores (r) e n(r) referencial de Frenet da curva a e a curvatura é K(r)=K(s(r)).

A ideia de associar uma curva regular a ao movimento circular do vetor tangente
unitario #(s) ou equivalentemente, do vetor unitario normal n(s) é devido a (Gauss, 1965), no
inicio da geometria diferencial. Essa ideia tem um papel fundamental na teoria das curvas

planas diferenciaveis.
Aplicacao 11:(Curvatura da circunferéncia) Seja a aplicagdo a:R— R? definida por
em que a#0 € uma curva regular parametrizada pelo comprimento
de arco, uma vez que H(XV{S]H:l paratodo S € R, e a curvatura da curva a é K:%.

Primeiro vamos determinar o referencial de Frenet que sdo os vetores T[S},H[S]-

Assim,
t{s]:(x'[s],y'{s)):(—Sen(g ,COs % )
t'(s):(x"(s],y”(s]):(Tlcos % ,%sen %
n(s|=(~y'(s),x[s)|=| ~cos|=|, ~sen %
Kls|=(t'(s),n[s])= %cos2 - +%sen2 - :%.

As construcdes no Software Geogebra 2D para determinar a curvatura da
circunferéncia de raio a utiliza os seguintes comandos:

Controles deslizantes: a e b com variagbes, 1<a<8 e -5<b<5.

Digite na caixa de entrada a curva a e a derivada da curva a:

e o0s pontos

e o0s vetores

|14 :Vetor(O ,L),' n :Transladar[w,P)[vetorn (s}) a curvatura
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Considere uma reparametrizacdo de a dado por entéo a
. . -1 . .
curvatura da curva B é determinada por K= - Anime o controle deslizante a e observe

. o . . 1 .
que a curvatura da circunferéncia de raio a € K=—_~, de acordo com a Figura 4.

Curvatura=0.64

Figura 4: Curvatura da Circunferéncia de raio a.

Fonte: Autoria propria.

Observacao 12: Os vetores do referencial de Frenet e a curvatura foram definidos
para uma curva regular parametrizada pelo comprimento de arco. A proposi¢cao seguinte
permite obter a curvatura de uma curva regular com qualquer parametro, sem precisar

reparametrizar a curva pelo comprimento de arco.

Proposicdo 13: Seja a:I — R* uma curva regular entéo

Aplicacao 14: (Curvatura da Espiral Logaritmica) Seja a equacédo da espiral
logaritmica Entdo a curvatura é e temos que
a'(r]:(ercos{r}—ersen(r],ersen(r)+ercos[r)J

a'(r]:(0,0}:er(cos(r)*sen(r)):O:Cos[r]:sen(r)

e

. Portanto a curva a é regular pois a'[r];«fo
para todo r € R. Assim,

e’y cos’(r)- 2 cosr)sen|(r |+sen’(r|+sen’(r|+2 sen(r|cos|r |+ cos’(r)
= . Assim, para todo I € R tal que

e a curva a nao é parametrizada pelo comprimento de arco Ha(r}H?fl_ As

construgdes no Software Geogebra 2D para determinar a curvatura da Espiral Logaritmica
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utiliza os seguintes comandos: Digite na caixa de entrada a curva a, a derivada da curva a, as
funcdes f e g e suas derivadas: a(r]ZCurva(ercos(r],er,r,*S,S): flrl=e"cos [r); g(r)=e"sin|(r
f'[r) :Derivada[f}; g'[r):Derivada[g}; f”(r]:Derivada(f,Z]; g”(r] :Derivada{g,Z).

Se acurva a ndo parametrizada pelo comprimento de arco entdo a curvatura é dada

pelo férmula:

entao

Figura 5: Curvatura da Espiral Logaritmica.

Fonte: Autoria propria.

Controle deslizante s de variagdo de -3 a 3 e o ponto P=(s,K(s)) e habilite rastro em
P. Anime o controle deslizante s e observe a curvatura da curva da Espiral Logaritmica,
de acordo com a Figura 5. A curva da Espiral Logaritmica ndo é parametrizada pelo
comprimento de arco, mas como € uma curva regular pela Proposi¢cdo 13 é determinada a
curvatura e os vetores referencial de Frenet.

Aplicacao 15: (Curvatura Maxima) Considere a curva regular a: R — R’ definida
por a [t}: [r, =4t 3],t € R. Para que valor de t a curvatura da curva a € maxima?

As construcdes no Software Geogebra 2D para determinar a curvatura méaxima da
curva a utiliza os seguintes comandos:

Controle deslizante s de variacdo -5=ss<5.

Digite na caixa de entrada:

a[t]:Curva(t,IZ -4t-3,t, *5,5}? P:(s,52—4s— 3]: K=Curvatura|P,a|;

Q=(S,K) e habilite rastro no ponto Q; curvatura da curva a
e o ponto

Anime o controle deslizante s e portanto em {=2 ocorre a curvatura maxima de a, de
acordo com a Figura 6.
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Figura 6: Curvatura Méxima da curva a.

Fonte: Autoria prépria.

Teorema 16: (Teorema Fundamental das Curvas Planas)
a) Dada uma funcdo diferenciavel K(s), s€IcR existe uma curva regular a(s)
parametrizada pelo comprimento de arco s, cuja curvatura € K(s).
b) A curva a(s) acima é Unica quando fixamos a(s,)=p, € a’(s,)=Vv, em que v, & um
vetor unitario do R2.

¢) Se duas curvas a(s) e B(s) tém a mesma curvatura, entdo diferem por sua posicéo
no plano, isto &, existe uma rotagéo L e uma translacédo T em IR? tal que

als)=(L-T)(A(s)).

Pelo Teorema Fundamental das Curvas Planas é possivel reconstruir uma curva pela
sua curvatura, ou seja, a curvatura determina a curva plana, a menos de sua localizacao
no plano.

Aplicacao 17: (Curvatura de uma funcao diferenciavel)

Seja a funcéo diferenciavel f{s}:s,s € R entdo existe uma curva regular a(s),
parametrizada pelo comprimento de arco, cuja curvatura é K(s)=fs).

Pelo Teorema Fundamental das curvas planas, temos que

As constru¢cdes no Software Geogebra 2D para deteminar a curvatura de uma
fungéo diferenciavel utiliza os seguintes comandos:
Controle deslizante ¢ de variagdo -20=c<20.
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Digitar na caixa de entrada:

Figura 7: Curvatura de uma fungéo diferenciavel.

Fonte: Autoria prépria.

Definicao 18: Se € uma curva regular parametrizada pelo comprimento de
arco, entdo a curvaturade aem S€ I é um nimero real

(a velocidade com que as retas tangentes mudam de direcdo & denominada
curvatura da curva a) e K(s)=0 para todo s€ 1.

Geometricamente, visto que t(s)I=1 e ||K(S)H:HT(S)H a fungdo curvatura € uma
medida da variagdo da direcéo de t , portanto, da mudanca de direcédo da reta tangente a
curva a em a(s). A curvatura entdo é uma medida de quanto uma curva deixa de ser uma
reta (ALENCAR; SANTOS; NETO, 2003).

Definicao 19: Seja uma curva regular parametrizada pelo comprimento de
arco tal que K(s)>0 O vetor

€ denominado vetor normal a a em s.
Observe que os vetores t(s)=a'(s) e s0 vetores ortonormais, pois
os vetores [(s) e n(s) séo unitarios e ortogonais.

Definicao 20: Seja uma curva regular parametrizada pelo comprimento de
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arco tal que K(s)>0. O vetor binormalaaem s é

b(s)=t(s)xn(s)

em que a operacdo x denota o produto vetorial.

O referencial ortogonormal #(s), n(s) e b(s) é o triedro de Frenet da curva aem s .
O triedro de Frenet forma uma base ortonormal de R®. Cada par de vetores do triedro de
Frenet determina um plano. O plano osculador é o plano determinado pelos vetores t(s) e
n(s), o plano retificante € o plano determinando pelos vetores t(s) e b(s) e o plano normal é
determinado pelos vetores n(s) e b(s).

Proposicéao 21: Seja uma curva regular parametrizada pelo comprimento
de arco tal que K(s)>0 entédo b(s) & paralelo a n(s).

Demonstracao: Pela definicdo de vetor binormal a curva a em s , temos que
b(s)=t(s) x n(s), derivando esta equacéo resulta em

b'(s)=t"'(s)xn(s)+t(s)xn'(s).

Temos que t ' (s) x n(s)=0 pois os vetores b(s)=t(s) x n(s) e n(s) sdo paralelos pela
Proposi¢éo 10. Portanto, b '(s)=t(s) x n '(s) e concluimos que b '(s) é ortogonal a t (s). Como
o vetor binormal b(s) é ortonormal entéo <b' (s),b (s)»=0 , isto é, b '(s) é ortogonal a b(s).
Logo, b '(s) é paralelo a n(s).

Definigao 22: O numero real T (s) definido por b ' (s)=T (s)n(s) € denominado tor¢éo
da curva a em s.

Atorgéo T (s) € a constante de proporcionalidade em que os vetores b ' (s) e n(s) séo
paralelos pela Proposicéao 21.

Definicao 23: Uma curva regular € uma hélice, se existe um vetor unitario
que forma um angulo constante com a' (t), paratodo t€1, isto é, € constante.

Preposicao 24: Seja uma curva regular de curvatura e torcdo néo-nulas.
Entdo a é uma hélice, se e somente se, é constante.

Demonstracao: (=) Considere a curva a parametrizada pelo comprimento de arco
e por hipétese se a é uma Hélice e pela definicdo 23 existe um vetor unitario v tal que

é constante. Como lla ' (t)ll=1 entédo <a '(t ), v ) é constante e denote por (a '(t ),
v)=a . Derivando esta equagé@o em relacdo at resulta em

(@''(t), v>)=0, isto &, (K (s)n(s), v >=0.

Sendo K n&o-nula entédo <n(s), v )=0 , o que implica que n(s) é ortogonal av e v
pertence ao plano determinado por t (s) e b(s), para cada s€I. Desta forma, podemos
escrever v como combinacéo linear de t (s) e b(s), isto &, v =cos(0 (s))t (s)+sen(B (s))b
(s). Derivando a equagéo anterior e usando as formulas de Frenet, temos que

—sen(0(s))0'(s)t(s)+cos(O(s))t'(s)+cos(O(s))8'(s)b(s)+sen(O(s))b'(s)=0

e

—sen(6(s))8"(s)t(s)+(K(s)cos(8(s))+ (s)sen(8(s)))n(s)+cos(B(s))8'(s)b(s)=0.
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Portanto, para todo sl

—sen(6(s))8'(s)=0, cos(H(s))0'(s)=0 e K(s)cos(O(s))+7(s)sen(6(s))=0
0 que implica que 0 '(s)=0, isto , 8(s)=0 (constante ).
Além disso,

em que cos(0)z0 pois por hip6tese 1 (s)#0. Assim, 0 que prova que
constante para todo s€1.

(=) Reciprocamente, como e considere o vetor unitario v dado
por v=cos(8 (s))t (s)+sen(B (s))b(s). Assim, <a '(s), v )=) (s), cos(B )t (s)+sen(B )b(s ))=cos(6
) t(s), t(s))+sen(B)< t (s ), b(s)y=cos (B) em que <t (s), b(s))=0 e <t (s),t (s)y=lla '(s)l2=1.

Portanto <a '(s), v ) & constante para todo s&€1 e pela Definicdo 23 a curva a € uma
Hélice.

Aplicacao 25: (Hélice) A curva regular a : [0,2 1)—R?3 definida por a (t )=(cost , sent,
t) € uma hélice.

De fato, seja a' (t )=(-sen(t ) , cos (t ),1) e considere o vetor unitario m=( sent ,—-

cost,0 ) e o produto interno do vetor tangente e do vetor m,

Como ch'(t)H:\ﬁ"m:vE
entao , para todo,

Logo € constante e pela Definicdo 23 a curva a € uma hélice. As construgbes
no Software Geogebra 3D para mostrar que a curva a é uma Hélice utiliza os seguintes
comandos:

Controle deslizante s de variagcdo O<s<2m e digite na caixa de entrada:

e 0s pontos

P=(cos (s), sen(s), s); Q=(-sen(s ) ,cos (s ),1); 0=(0,0,0); Q,=( sen( s) ,—cos (s),0)

e os vetores u=Vetor (0,Q);

v=tranladar (u,P) (vetor tangente emP); w=Vetor (O,Q1 );

m=tranladar (w ,P) (vetor unit rioem P); e o &ngulo entre o vetor tangente e o vetor
m unitario & B=Angulo(v ,m).

Anime o Controle deslizante s e observe que o angulo entre o vetor tangente e o
vetor unitario é constante, o que conclui que a curva a é uma Hélice, de acordo com a
Figura 8.
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Figura 8: Acurva a & uma Hélice.

Fonte: Autoria propria.

A aplicagcéo seguinte usa o resultado da Proposi¢céo 24 para mostrar que a curva a
da Aplicacdo 25 € uma Hélice.

Aplicacao 26: A curva regular a : [0,2 1 )—>R3 definida por a (t )=(cost, sent , t) é
uma hélice. As construgbes no Software Geogebra 3D para mostrar que a curva a é uma
Hélice utiliza os seguintes comandos, digite na caixa de entrada:

a=Curva (cost, sent ,t ,t,0,2m) e a curva 3 é a reparametrizagdo por comprimento

de arco da curva a em que e por mudancga de variavel

e a curva . Controle deslizante | de variagédo
0<I<2mV2 e 0 ponto P e a curvatura, e K=Curvatura(P,8) e os
pontos e vetores, ; v=Transladar ( v1, P) (Vetor tangente);

n=Transladar (v2, P)(vetor normal);

ew=Transladar (v 3,P)( vetor b ' (I)) em que b (I) é o vetor binormal; e a torcdo é dada por
T=w. n e a razao dzg. Na caixa de texto em LatexF6rmula escreva Razéo=d. Anime o
controle deslizante | e observe que o vetor b' (I) e o vetor normal n(s) sdo paralelos e a
constante de proporcionalidade é a torgao.

O fortalecimento do ensino e da pesquisa cientifica da matematica 2 Capitulo 7



Figura 9: A curva a é uma Hélice.

Fonte: Autoria prépria.

As hélices sé@o as Unicas curvas do espaco que apresentam curvatura e torcao
constantes (e ndo nulas). Esse fato deve-se ao Teorema Fundamental da Teoria Local das
Curvas.

31 CONCLUSOES

Foram desenvolvidos comandos no Sofware Geogebra de aplicagdes e apds
construcédo deste comandos foram feitas animagdes no controle deslizante para observar
o vetor tangente a um ponto da curva do cardiode, que a curva reparametrizada tem o
mesmo traco da curva, curva parametrizada pelo comprimento de arco implica em vetor
tangente unitério, anélise de que a curva espacial € uma hélice verificado pela definicado
e proposicao, curvatura da Espiral Logaritmica, curvatura maxima de uma curva e a parte
geométrica do Teorema Local das curvas planas de que toda fungéo diferenciavel no plano
tem curvatura e a curvatura é a propria funcgéo diferenciavel.
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