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O contexto social, político e cultural tem demandado questões muito particulares para 
a escola e, sobretudo, para a formação, desenvolvimento e prática docente. Isso, de certa 
forma, tem levado os gestores a olharem para os cursos de licenciatura e para a Educação 
Básica com outros olhos. A sociedade mudou, nesse cenário de inclusão, tecnologia e de 
um “novo normal” demandado pela Pandemia da Covid-19; com isso, é importante olhar 
mais atentamente para os espaços formativos, em um movimento dialógico e pendular 
de (re)pensar as diversas formas de se fazer ciências no país, sobretudo considerando 
as problemáticas evidenciadas em um mundo pós-pandemia. A pesquisa, nesse interim, 
tem se constituído como um importante lugar de ampliar o olhar acerca das problemáticas 
reveladas, sobretudo no que tange ao conhecimento matemático.  

O fazer Matemática vai muito além de aplicar fórmulas e regras. Existe uma dinâmica 
em sua construção que precisa ser percebida. Importante, nos processos de ensino e 
aprendizagem dessa ciência, priorizar e não perder de vista o prazer da descoberta, algo 
peculiar e importante no processo de matematizar. Isso, a que nos referimos anteriormente, 
configura-se como um dos principais desafios do educador matemático; e sobre isso, de 
uma forma muito particular, os autores e autoras abordaram nesta obra.  

É neste sentido, que o livro “O Fortalecimento do Ensino e da Pesquisa Científica 
da Matemática 2” nasceu, como forma de permitir que as diferentes experiências do 
professor e professora pesquisadora que ensina Matemática sejam apresentadas e 
constituam-se enquanto canal de formação para educadores/as da Educação Básica e 
outros sujeitos. Reunimos aqui trabalhos de pesquisa e relatos de experiências de diferentes 
práticas que surgiram no interior da universidade e escola, por estudantes e professores/as 
pesquisadores/as de diferentes instituições do país. 

Esperamos que esta obra, da forma como a organizamos, desperte nos leitores 
provocações, inquietações, reflexões e o (re)pensar da própria prática docente, para 
quem já é docente, e das trajetórias de suas formações iniciais para quem encontra-se 
matriculado em algum curso de licenciatura. Que, após esta leitura, possamos olhar para a 
sala de aula e para o ensino de Matemática com outros olhos, contribuindo de forma mais 
significativa com todo o processo educativo. Desejamos, portanto, uma ótima leitura.

Américo Junior Nunes da Silva
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RESUMO: Neste trabalho apresentamos dois 
métodos heurísticos para a determinação de 
Polígonos Mágicos P(n,k) : um método evolutivo 
baseado no algoritmo genético sem a utilização do 
operador de cruzamento e o Simulated Annealing. 
Resultados experimentais mostram que estes 
dois algoritmos obtém boas aproximações para a 
determinação de Polígonos Mágicos, sendo que 
o algoritmo Simulated Annealing obtém melhores 
soluções do que método evolutivo baseado no 
algoritmo genético.
PALAVRAS-CHAVE: Algoritmos Evolutivos; 
Combinatória; Polígonos Mágicos; Polígonos 
Mágicos Degenerados; Simulated Annealing.

SIMULATED ANNEALING AND GENETIC 
ALGORITHM IN THE  DETERMINATION 

OF  MAGIC POLYGONS
ABSTRACT: In  this work we presente two 
heuristic methods for the determination of 
Magic Polygons P(n,k) : an evolutionary method 
based on the  genetic algorithm without the 
use of crossover operator and the  Simulated 
Annealing. Experimental results show that these 

two algorithms obtain good approximations for 
the determination of Magic Polygons, and the 
Simulated Annealing algorithm obtains better 
solutions than the  evolutionary method based on 
the genetic algorithm.
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1 | 	INTRODUÇÃO
Quadrados Mágicos tem sido conhecido 

por um longo tempo em diferentes povos e 
diferentes culturas que, às vezes, tem atribuído 
significados místicos [2, 4, 5]. Além de serem 
utilizados em propósitos recreativos, podemos 
encontrar aplicações para quadrados mágicos 
na Física, na Ciência da Computação, no 
Processamento de Imagens e na Criptografia 
[6, 7, 8], entre outras. Desta maneira, tem sido 
desenvolvido vários métodos para construção 
de quadrados mágicos que satisfazem 
algumas propriedades particulares e algumas 
generalizações tem sido criadas, como podemos 
ver em [9, 10, 11, 12]. Em [13] uma generalização 
da mesma ideia da representação de quadrados 
mágicos de ordem 3 utilizando vértices, pontos 
médios e o centro geométrico de uma quadrado, 
onde podemos encontrar algumas propriedades 
e a condição de existência de polígonos 
mágicos e a construção para polígonos mágicos 
de ordem 3, para cada n par. Em [15] outras 
estruturas similares foram propostas, onde são 
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definidos Polígonos Mágicos P (n, k) e Polígonos Mágicos Degenerados D(n, k) como em 
[3], que abrange o conceito de polígono mágico [13] já que, neste caso, trata-se do caso 
P (n, 2).

Em [16] são discutidas condições de existências de polígonos mágicos P(n,2), 
P(n,4) e de polígonos mágicos degenerados P(n,2), onde encontramos algoritmos exatos 
para construção de exemplos para P(n,2) para todo inteiro n par maior ou igual a 4 e para 
D(n,2) para todo inteiro n ≥ 3.

Baseados na topologia, podemos também afirmar que se polígonos mágicos P(n,k) 
existem, então k é par. No entanto, a estrutura combinatória particular dos polígonos 
mágicos P(n,k) faz com que estas estruturas sejam obtidas com gasto computacional 
bastante elevado para alguns valores de n e k, o que faz com que Polígonos Mágicos 
P(n,k) possam ser utilizados na Criptografia e em Teoria dos Códigos. Além disso, como 
não existem construções conhecidas para a obtenção de exemplos de Polígonos Mágicos 
P(n,k) para k > 2, uma vez que este tema foi introduzido recentemente em [14], o gasto 
computacional para a obtenção de Polígonos Mágicos P(n,k) para k > 2 é bastante elevado, 
o que justifica a introdução do uso de meta-heurísticas como as abordadas neste trabalho 
para a obtenção de exemplos de Polígonos Mágicos P(n,k).

1.1	 Polígonos mágicos
Polígonos Mágicos possuem uma definição geométrica e sua definição equivalente 

algébrica. Estas definições para Polígonos Mágicos podem ser encontradas em [3]. Para 
a determinação de polígonos m´mágicos computacionalmente, utilizaremos a definição 
algébrica.

Algebricamente, um polígono mágico P(n,k) de n lados e de ordem k+1 é uma 
permutação do conjunto , escrita na forma , 
satisfazendo as seguintes equações lineares:

       (1)

onde   é o valor correspondente ao vértice raiz, u = (k+1)c  é  a soma 
mágica, {1,2,··· ,n} e j ϵ {1,2,··· ,k}.

Na Figura 1, vemos a representação geométrica de um polígono mágico P(4,4) dado 
pela sequencia (7,23,3,28,24,22,16,19,4,10,31,13,27,2,29,20,25,30,1,21,8,18,12,15,32,5,3
3,6,9,26,11,14,17).
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Figura 1: Polígono Mágico P(4, 4)

1.2	 Algoritmos genéticos
Algoritmos genéticos são algoritmos para otimização inspirados no processo de 

seleção natural. Tal qual no processo de seleção natural o algoritmo cria uma população 
inicial que é um conjunto de indivíduos que são primeiras aproximações para a solução 
do problema de otimização considerado e esta população sofre transformações a cada 
iteração ou geração. Assim como no processo de seleção natural, onde indivíduos mais 
aptos geralmente sobrevivem o algoritmo genético conta com uma função fitness que é 
responsável por mensurar a aptidão dos indivíduos da população e comparar a aptidão 
entre indivíduos de uma mesma população, estabelecendo também quais indivíduos são 
mais aptos e quais indivíduos são menos aptos.

Para tanto o algoritmo conta com alguns operadores também inspirados no processo 
de seleção natural para que os indivíduos da população sofram alterações a cada geração 
que são os seguintes:

Seleção - O operador de seleção é um operador que altera a população através da 
replicação dos indivíduos mais aptos que geralmente constituem melhores aproximações 
para a solução e eliminação dos indivíduos menos aptos. A quantidade de replicações 
geralmente é um parâmetro de entrada no algoritmo.

Cruzamento - O operador de cruzamento é responsável por tomar dois indivíduos e 
criar dois novos indivíduos em que cada indivíduo criado pelo processo tenha características 
dos dois indivíduos originais. Nesta versão proposta os indivíduos originais são eliminados 
para a introdução destes novos indivíduos mantendo sempre o número de indivíduos da 
população constante. A quantidade máxima de pares de indivíduos que sofreram ação 
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deste operador a cada iteração é um parâmetro de entrada do algoritmo genético proposto.
Mutação - O operador de mutação é responsável por proporcionar pequenas 

perturbações em indivíduos arbitrários da população com taxa de perturbação máxima e 
quantidade máxima de indivíduos sob a ação deste operador previamente estipulados por 
parâmetros iniciais do algoritmo.

Para garantir que a sequência de populações obtidas a cada iteração seja uma 
sequência com indivíduos cada vez mais aptos utilizaremos o chamado elitismo que 
consiste em levar o melhor indivíduo de uma geração para a próxima geração. Naturalmente 
o elitismo faz com que a cada geração a população melhore no sentido de que o indivíduo 
mais apto de uma geração não seja mais apto do que o indivíduo mais apto da geração 
seguinte. O elitismo muitas vezes ajuda na obtenção de boas aproximações para a solução 
do problema de otimização fazendo com que a sequência das populações obtidas a cada 
iteração convirja mais rapidamente para a solução do problema, o que permite utilizar um 
número menor de iterações. Mais informações sobre Algoritmos Genéticos podem ser 
vistas em [14].

1.3	 Simulated Annealing
O Simulated Annealing é uma meta-heurística inspirada no fenômeno da 

termodinâmica do recozimento. Para isto, o Simulated Annealing propõe explorar o espaço 
de busca através de uma estratégia de múltiplos reinícios aleatórios cuja transição é 
controlada através de uma simplificação da distribuição de probabilidade proposta por 
Maxwell-Boltzmann e com um esquema de resfriamento da temperatura ao longo das 
iterações. Critério de parada para este algoritmo é o resfriamento chegar na zona limítrofe. 
O Algoritmo 1 contém a versão proposta do Simulated Annealing.
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2 | 	METODOLOGIA
A criação do algoritmo evolutivo, baseado no algoritmo genético, seguiu os seguintes 

passos:
I. Criação de um pacote para alocação dinâmica da memória;

II. Criação de um procedimento para criação da população com base nos parâmetros 
que definem um polígono mágico e no tamanho da população de tal forma a garantir 
a diversidade dos indivíduos;

III. Criação de uma função para mutação simples de um indivíduo da população que 
corresponde a uma

transposição;

IV. Criação de um pacote que define a métrica (distância entre indivíduos da 
população e polígonos mágicos), bem como para determinação de indivíduos mais 
aptos da população, que são mais próximos de polígonos mágicos.

V. Criação de um pacote que faz a seleção com base na aptidão;

VI. Criação de um programa principal, que recebe 6 parâmetros, 
n,k,numero,tamanho,nrateio e pmuta para a obtenção de uma aproximação para 
um elemento de P(n,k), onde:

•	 numero é o número de iterações;

•	 tamanho é tamanho da população;

•	 nrateio é a quantidade de indivíduos selecionados para a determinação do 
indivíduo mais apto que será replicado e eliminação dos indivíduos menos 
aptos;

•	 pmuta é a porcentagem máxima dos indivíduos da população que sofrerá a 
ação do operador de mutação.

Durante a execução do programa principal cria-se a população com base na 
quantidade tamanho de indivíduos, executa a quantidade de iterações com base no 
parâmetro numero, sendo que em cada iteração ocorre a seleção, a mutação de um dos 
indivíduos da população (uma transposição), sendo que o indivíduo mais apto de uma 
geração é levado para a geração seguinte (elitismo).

Neste algoritmo não utilizamos o cruzamento e adotamos o elitismo e a seleção 
(ou rateio) para que, a cada geração, o indivíduo mais apto não seja menos apto do que o 
indivíduo da geração anterior.

No algoritmo genético utilizamos 3000 iterações com uma população de 30 
indivíduos, utilizando rateios de 3 e taxa de mutação em, no máximo, 30% da população, 
repetindo 100 vezes o experimento para cada tipo de polígono mágico, para que sejam 
obtidos os dados constantes na tabela 1, conforme os valores de n e k dados.

Para a criação Simulated Annealing implementamos um algoritmo em C através do 
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pseudocódigo apresentado pelo Algoritmo 1, em que utilizamos um m´máximo de 3000 
iterações, com uma temperatura inicial T = 1 e utilizando o esquema de resfriamento Tk = 
αTk−1, para uma constante α = 0.75, repetindo 100 vezes o experimento para cada tipo de 
polígono mágico para que sejam obtidos os dados constantes na Tabela 2, conforme os 
valores de n e k dados.

2.1	 Função fitness
Como polígonos mágicos foram definidos a partir de um sistema de equações, 

podemos escrever cada i-ésima equação que define um polígono mágico na forma fi(X) = 
0, onde  . Portanto, o sistema de equações que define um polígono 
mágico pode ser representado na forma

e podemos adotar como a métrica que define a distância entre um indivíduo da 
população X e polígonos mágicos como sendo

f(X) = |f1(X)| + ··· + |fm(X)|
que é a nossa função fitness.
Isto quer dizer que quanto mais perto de zero a função f(X) estiver, mais próximo o 

indivíduo X da população estará de um elemento de P(n,k), caso P(n,k) exista.
Explicitamente, nosso sistema de equações (1), nos proporciona a função fitness

onde   é o valor correspondente ao vértice raiz, u 

= (k + 1)c é a soma mágica, .

3 | 	RESULTADOS E ANÁLISE
Todos os resultados experimentais apresentados são obtidos utilizando um laptop 

com processador Intel Core i7 4510U com CPU de 2.00 GHz e 8GB de memória e sistema 
operacional Linux da Debian utilizando a linguagem de programação C.

Nas tabelas 1 e 2 foram obtidos os seguintes parâmetros:
NV  é o número de pontos ou variáveis do polígono mágico P(n,k);

dmin  é o menor valor entre a menor distância entre os elementos da população e um 
elemento de P(n,k) quando repetimos o experimento 100 vezes;
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dmax  é  o maior valor entre a menor distância entre os elementos da população e um 
elemento de P(n,k) quando repetimos o experimento 100 vezes;

dm  é  a média entre as menores distâncias entre os elementos da população e 
elementos de P(n,k) quando repetimos o experimento 100 vezes;

σd representa o desvio padrão entre as menores distâncias entre elementos da 
população e elementos de P(n,k) quando repetimos o experimento 100 vezes;

tm representa o tempo médio de execução na das melhores aproximações para 
elementos de P(n,k) obtidas em cada um dos 100 experimentos;

σt  representa o desvio padrão dos tempos de execução ao serem obtidos melhores 
aproximações para os elementos de P(n,k) ao se repetirem cada experimento 100 
vezes.

N k NV dm σd tm (ms) σt dmin dmax

4 2 9 0.020000 0.198997 46.291260 1.530060 0 2
6 2 13 1.460000 1.519342 60.252970 1.998928 0 4
8 2 17 4.560000 3.347596 74.002650 1.642446 0 16
10 2 21 7.600000 4.400000 88.169280 1.703495 0 22
3 4 25 4.640000 2.609674 80.417860 1.381063 1 13
4 4 33 5.540000 2.342733 111.236500 1.946969 2 13
5 4 41 18.870000 8.024531 128.898260 1.336463 6 39
6 4 49 10.340000 3.878711 158.917440 2.042591 0 21
7 4 57 38.510000 14.821265 173.861930 1.416975 8 89
8 4 65 16.220000 6.501661 206.950980 2.103320 6 46
10 4 81 24.650000 7.340811 256.639170 2.381667 13 55

Tabela 1: Dados obtidos utilizando o Algoritmo Genético

n k NV dm σd tm (ms) σt dmin dmax

4 2 9 0.000000 0.000000 45.149110 1.710974 0 0
6 2 13 0.260000 0.672607 58.207520 1.477539 0 2
8 2 17 1.980000 1.483105 69.831530 1.676535 0 12

10 2 21 3.320000 2.386965 82.420290 1.717989 0 14
3 4 25 2.590000 1.184019 72.384540 1.451555 0 6
4 4 33 2.990000 1.360110 99.718720 1.821401 0 7
5 4 41 5.560000 2.303562 110.150380 1.332585 2 13
6 4 49 4.820000 1.614806 136.983970 1.724974 2 10
7 4 57 11.720000 4.880738 146.025890 1.716717 4 28
8 4 65 6.730000 2.348851 176.100500 1.776823 2 13

10 4 81 9.320000 2.344696 215.570540 1.870072 4 16

Tabela 2: Dados obtidos pelo Algoritmo Simulated Annealing
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Observando a Tabela 1 podemos notar que o algoritmo genético obtém uma solução 
exata para o polígono mágico para os casos P(4,2), P(6,2), P(8,2), P(10,2) e P(6,4) e obtém 
aproximações para os demais casos em que os polígonos mágicos existem.

Na tabela 2, podemos notar que o Simulated Annealing obtém solução exata para 
o polígono mágico para os casos P(4,2), P(6,2), P(8,2), P(10,2), P(3,4) e P(4,4) e obtém 
aproximações para os demais casos em que os polígonos mágicos existem.

Podemos notar que os valores de dm e do desvio padrão σd obtidos no Simulated 
Annealing são menores do que os valores obtidos para o algoritmo genético, o que evidencia 
que este algoritmo é mais eficiente na determinação de soluções para os parâmetros 
adotados.

4 | 	CONCLUSÕES
Nas tabelas 1 e 2 observamos que a imprecisão na determinação do polígono mágico 

bem como o tempo de execução cresce à medida em que o número de variáveis cresce, 
utilizando o algoritmo evolutivo baseado no algoritmo genético e utilizando o Simulated 
Annealing, o que evidencia que os algoritmos estão funcionando corretamente.

As Tabelas 1 e 2 nos mostram que o algoritmo Simulated Annealing obtém melhores 
soluções do que o algoritmo genético para os parâmetros adotados.

Os algoritmos obtidos determinam polígonos mágicos P(n,k) para quaisquer par de 
números inteiros (n,k) satisfazendo as condições de existência para polígonos m´mágicos 
P(n,k). Os dois algoritmos propostos encontram soluções exatas para polígonos mágicos 
para n e k pequenos e obtém aproximações razoáveis para todos os valores de n e k, o que 
mostra a funcionalidade dos algoritmos. No entanto, o algoritmo genético ainda precisa ser 
aperfeiçoado para gerar soluções exatas para quaisquer valores de n e k. Uma forma de 
fazer isto talvez seja com a implementação de uma função de cruzamento que contemple 
esta classe de problemas melhorando o tempo de execução e/ou a quantidade de iterações 
necessárias para a obtenção da solução exata.
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