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RESUMO: Existem diferentes formulações 
propostas para resolver o problema de fluxo 
de carga nos Sistemas Elétricos de Potência, 

dentre as quais é possível destacar o fluxo 
de carga CA e o fluxo de carga linearizado. 
A formulação do fluxo de carga CA é a mais 
usada para determinar com exatidão o ponto 
de operação de um Sistema Elétrico de 
Potência em regime permanente. Enquanto, 
a formulação do fluxo de carga linearizado 
permite calcular o ponto de operação de uma 
forma mais simples e aproximada. Geralmente, 
para realizar análises de fluxo de carga CA ou 
fluxo de carga linearizado é necessário realizar 
a implementação computacional em uma 
linguagem de programação específica ou podem 
ser usados softwares comerciais desenvolvidos 
exclusivamente para realizar estudos em 
Sistemas Elétricos de Potência. No entanto, 
existe uma alternativa de solução recentemente 
usada que consiste em representar o problema 
de fluxo de carga como sendo um problema de 
programação matemática. Esta alternativa de 
solução permite resolver o problema de fluxo 
de carga usando softwares de modelagem 
matemática amplamente usados nas análises de 
Sistemas de Elétricos de Potência, como é o caso 
da linguagem AMPL. Portanto, neste trabalho 
será usada a linguagem AMPL junto com o solver 
Knitro para resolver o problema de fluxo de carga 
linearizado. São apresentados dois modelos 
de programação matemática do fluxo de carga 
linearizado. O primeiro desconsidera as perdas 
de potência ativa e o outro incorpora as perdas 
de potência ativa na formulação matemática. 
Desta forma, será considerado um estudo de 
caso que consiste na determinação do ponto 
de operação de um sistema-teste. Finalmente, 
será realizada uma comparação dos resultados 
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obtidos pelos modelos de programação matemática do fluxo de carga linearizado com os 
resultados obtidos através do modelo de programação matemática do fluxo de carga CA. 
Os resultados obtidos mostram que a linguagem de programação AMPL permite solucionar 
satisfatoriamente o problema de fluxo de carga em Sistemas Elétricos de Potência.
PALAVRAS-CHAVE: Sistemas Elétricos de Potência, Fluxo de Carga Linearizado, Otimização 
Matemática, AMPL, Solver Knitro.

LINEARIZED LOAD FLOW – A COMPATATIVE STUDY USING THE AMPL 
LANGUAGE

ABSTRACT: There are different ways to solve the power flow problem in Electrical Power 
Systems, among which stand out: the AC power flow and the linearized power flow. The AC 
power flow equation is the most used to accurately estimate the power system operation point 
in steady-state. Meanwhile, the linearized power flow formulation allows to calculate the power 
system operation point in a quick and simple way. In general, to perform AC power flow or 
linearized power flow analysis it is necessary to carry out the computational implementation in 
a specific programming language or can be used commercial softwares developed to perform 
Electrical Power System analysis. However, there is an alternative solution that has been 
recently used to solves the load flow problem as a mathematical optimization problem. This 
alternative approach allows to solve the load flow problem using mathematical optimization 
softwares widely used in the Electrical Power System analysis, such as the AMPL language. 
Therefore, in this work the AMPL language will be used together with the Knitro solver to obtain 
the linearized power flow solution. For this purpose, two mathematical programming models to 
solve the linearized power flow are presented. The first model ignores the active power losses 
and the second one includes the active power losses in the mathematical formulation. Thus, 
a case study that consists in determining the operating point of a test-system is considered. 
Finally, a comparison among the results obtained by the linearized power flow mathematical 
models and by the AC power flow mathematical model is carried out. The results show that 
the AMPL language can be used to successfully solve the power flow problem in Electrical 
Power Systems.
KEY-WORDS: Electrical Power System, Linearized Load flow, Mathematical Optimization, 
AMPL, Knitro Solver.

1 | 	INTRODUCCIÓN
O fluxo de carga é uma das principais ferramentas usadas para determinar o ponto 

de operação de um Sistema Elétrico de Potência (SEP) em regime permanente. Seu 
objetivo consiste em calcular os valores das variáveis de estado (módulos eângulos das 
tensões), a partir dos valores dos componentes e dos valores de demanda de um SEP, de 
tal forma que, possa ser verificado se as grandezas do SEP operam dentro dos valores 
operativos permitidos (STEVENSON, 1994).

Na literatura é possível encontrar diferentes formulações para resolver o problema 
de fluxo de carga em SEP, dentre as quais é possível destacar o fluxo de carga AC e o fluxo 
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de carga linearizado (MONTICELLI, 1983). 
O fluxo de carga AC é resolvido tradicionalmente através do método de Newton-

Raphson e as suas versões desacopladas. Este método obtém os valores das variáveis 
de estado de forma iterativa através da resolução de um conjunto de equações não-
lineares. Por sua vez, o fluxo de carga linearizado (também conhecido como fluxo de carga 
cc) surgiu como uma alternativa de resolver o problema de fluxo de carga CA de uma 
forma simplificada, uma vez que, é possível achar de forma aproximada os valores das 
variáveis de estado ao resolver um sistema linear de equações (GLOVER, 2011). Em suma, 
a principal diferença entre os dois métodos radica no tipo de análise que pretende ser 
realizado, já que, enquanto no fluxo de carga AC é possível analisar o comportamento das 
variáveis nodais para um cenário específico, no método linearizado só é possível analisar 
o comportamento das variáveis de forma aproximada.

Dada a sua importância na área dos SEP é possível encontrar alguns softwares 
tais como ANAREDE, PowerWorld, Digsilent, PSAT, entre outros, que permitem achar 
a solução do problema de fluxo de carga AC e/ou linearizado (TAMASHIRO, 2016). No 
entanto, existe uma alternativa de solução recentemente explorada que consiste na 
possibilidade de representar o problema de fluxo de carga como sendo um problema de 
programação matemática (FLOREZ, et. al 2021). A principal vantagem desta abordagem, 
diferente dos softwares comerciais usados para resolver o problema de fluxo de carga, é 
a possibilidade de poder realizar alterações no modelo de otimização matemática, de tal 
forma que, seja possível resolver outros problemas de otimização matemática dentro da 
área dos SEP. Adicionalmente, é importante salientar que existem softwares de modelagem 
algébrica amplamente usados na área dos SEP, tais como, GAMS, Lingo, Pyomo, AMPL, 
entre outros, que podem ser usados para resolver os modelos de programação matemática 
propostos para resolver o problema de fluxo de carga.

Neste trabalho, são apresentados dois modelos matemáticos para obter a resposta 
do problema do fluxo de carga linearizado (desconsiderando e considerando as perdas de 
potência). Para determinar a solução dos modelos matemáticos de otimização será usada 
a linguagem de programação AMPL junto com o solver Knitro (FOURIER, 2003). Será 
usado um sistema-teste de 5 barras como estudo de caso (GLOVER, 2011). Além disso, 
será realizada uma comparação dos resultados obtidos com os modelos matemáticos de 
otimização do problema de fluxo de carga linearizado com os resultados obtidos através do 
modelo matemático de otimização do fluxo de carga convencional. Os resultados mostram 
que a linguagem AMPL é uma ferramenta confiável para realizar estudos de fluxo de carga 
em SEP.

2 | 	MODELO MATEMÁTICO FLUXO DE CARGA AC
O problema de fluxo de carga pode ser representado através do seguinte modelo de 
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otimização não-linear (FLOREZ et. al, 2021):

(1)

(2)

(3)

(4)

Sendo que:
• A função objetivo mostrada em (1) representa as perdas de potência ativa do SEP. 

• As restrições (2) e (3) representam o balanço de potência ativa e reativa do SEP, 
onde os fluxos de potências são calculados da seguinte forma:

(5)

(6)

(7)

(8)

A restrição (4) corresponde os limites de geração de potência reativa nas barras do 
SEP.

Ao solucionar o modelo matemático anterior é possível obter diretamente os valores 
de  e  em todas as barras do SEP, assim como, os fluxos de potência e nas Linhas de 
Transmissão e as perdas de potência ativa do SEP.

3 | 	MODELO MATEMÁTICO FLUXO DE CARGA LINEARIZADO 
DESCONSIDERANDO AS PERDAS DE POTÊNCIA NAS LINHAS DE 
TRANSMISSÃO

De acordo com Monticelli (1983), faz-se necessário incorporar as seguintes 
aproximações para linearizar a formulação do problema de fluxo de carga: 

• Considerando que nos parâmetros série das Linhas de Transmissão se cumpre 
que  pode ser considerado que . Portanto,  e . 
Adicionalmente, os parâmetros shunt das Linhas de Transmissão também são 
desconsiderados.

• Assume-se que os módulos das tensões nas barras do SEP têm valores unitários 
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.

• Dado que as aberturas angulares  são pequenas, pode-se considerar que (com 
base na formulação no fluxo de carga AC)  e  

.

Baseado nas aproximações expostas anteriormente, a solução do fluxo de carga 
linearizado pode ser representado através do seguinte modelo de otimização:

(9)

(10)

Sendo que:
• A função objetivo mostrada em (9) representa as perdas de potência ativa do 
SEP(que neste caso seriam nulas). 

• A restrição mostrada em (10) representa o balanço de potência ativa nas barras do 
SEP, onde os fluxos de potência ativa são calculados como:

(11)

(12)

Ao solucionar o modelo matemático anterior é possível obter diretamente os valores 
de  em todas as barras do SEP, assim como, os fluxos de potência ativa  nas Linhas 
de Transmissão.

4 | 	MODELO MATEMÁTICO FLUXO DE CARGA LINEARIZADO CONSIDERANDO 
AS PERDAS DE POTÊNCIA NAS LINHAS DE TRANSMISSÃO

De acordo com Monticelli (1983) é possível incorporar as perdas de potência 
ativa na formulação do fluxo de carga linearizado. Desta forma, é possível melhorar os 
resultados do fluxo de carga linearizado quando comparados com os resultados obtidos 
pela formulação AC do problema de fluxo de carga.

Assim sendo, para obter a formulação desta versão do fluxo de carga linearizado é 
necessário considerar as seguintes aproximações:

•	 O parâmetro série  das Linhas de Transmissão é considerado na formula-
ção. Portanto, define-se . No entanto, o parâmetro  continua 
sendo calculado de forma aproximada  e os parâmetros shunt são 
desconsiderados.

•	 Baseado na expansão em séries de Taylor das funções  e , então pode 
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ser considerado que  e .

A partir das aproximações anteriores e com base nos modelos de otimização 
matemática apresentados acima, a solução do fluxo de carga linearizado considerando 
as perdas de potência ativa pode ser obtida mediante o seguinte modelo matemático de 
otimização:

(13)

(14)

Sendo que:
• A função objetivo mostrada em (13) representa as perdas de potência ativa do SEP.

• A restrição (13) representa o balanço de potência ativas nas barras do SEP, onde 
os fluxos de potência ativa são calculados como:

(15)

(16)

Ao solucionar o modelo matemático anterior é possível obter diretamente os valores 
de  em todas as barras do SEP, assim como, os fluxos de potência ativa  nas Linhas 
de Transmissão e as perdas de potência ativa do SEP.

5 | 	ESTUDO DE CASO PROPOSTO
Para realizar o estudo comparativo dos modelos de programação matemática do 

problema de fluxo de carga linearizado e do modelo de programação matemática do fluxo 
de carga CA será usado como referência o sistema-teste da Figura 1 (GLOVER, 2011).
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Figura 1 – Sistema-teste usado na validação dos modelos de otimização propostos.

Fonte: Autoria própria.

Os dados de entrada do sistema-teste necessários para realizar as simulações são 
apresentados nas Tabelas 1 e 2.

Tabela 1 – Dados de entrada referente às barras do sistema-teste.

Fonte: Modificado de Glover, 2011.

Tabela 2 – Dados de entrada referente às LT e transformadores do sistema-teste.

Fonte: Modificado de Glover, 2011.

Por simplicidade, as informações anteriores podem ser inseridas em um único 
arquivo de texto comum para os três modelos matemáticos, como mostrado na Figura 2.
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Figura 2 – Dados de entrada do sistema-teste.

Fonte: Próprio autor.

Por outro lado, para solucionar os modelos de otimização matemática do problema 
de fluxo de carga através da linguagem AMPL é usado o solver Knitro amplamente usado 
em aplicações na área dos SEP. 

Com o intuito de fazer uma comparação do desempenho do solver Knitro usado na 
resolução dos modelos de programação matemática do problema de fluxo de carga, na 
Tabela 3 é mostrado um resumo dos valores da função objetivo, o erro relativo, o número 
de iterações e o tempo de cômputo obtidos após realizar as simulações.

Tabela 3 – Comparação do desempenho do solver Knitro.

Fonte: Próprio autor.

Salienta-se que, os valores da função objetivo mostrados na Tabela 3 correspondem 
às perdas de potência ativa do sistema-teste. Adicionalmente, nas Figuras 3-5 são 
mostrados os resultados obtidos nas simulações realizadas usando a linguagem de 
programação AMPL.
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Figura 3 – Resultados do modelo matemático do fluxo de carga CA.

Fonte: Próprio autor.

Figura 4 – Resultados do modelo matemático do fluxo de carga linearizado sem perdas.

Fonte: Próprio autor.
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Figura 5 – Resultados do modelo matemático do fluxo de carga linearizado com perdas.

Fonte: Próprio autor.

Adicionalmente, nas Tabelas 4 e 5 são comparados os valores das tensões 
nas barras e os valores dos fluxos de potência obtidos através do fluxo de carga 
linearizado e os resultados obtidos através do fluxo de carga CA, respectivamente.

Tabela 4 – Comparação dos valores das variáveis de estado do sistema-teste.

Fonte: Próprio autor.
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Tabela 5 – Comparação dos valores dos fluxos de potência ativa nas Linhas de Transmissão.
Fonte: Próprio autor.

A partir dos resultados anteriores e tomando como referência os resultados do fluxo 
de carga CA é possível mensurar o impacto das aproximações incorporadas nos modelos 
de fluxo de carga linearizados.

6 | 	CONCLUSÃO
Neste trabalho os resultados obtidos mostram que é possível representar o fluxo de 

carga linearizado considerando e desconsiderando as perdas de potência ativa através de 
um modelo de programação matemática, respectivamente. Estes modelos matemáticos do 
problema de fluxo de carga são implementados na linguagem de programação matemática 
AMPL e resolvidos satisfatoriamente através do solver Knitro.

O modelo matemático de otimização do fluxo de carga linearizado que desconsidera 
as perdas de potência ativa corresponde a um modelo de programação linear, o que 
poderia ser considerado como uma condição favorável na hora de resolver um problema 
de otimização matemática de maior complexidade usando essa formulação. No entanto, 
pode ser visto que há uma diferença considerável entre os valores das grandezas quando 
comparados com os valores obtidos pelo modelo do fluxo de carga CA.

Por sua vez, o modelo matemático de otimização do fluxo de carga linearizado 
que considera as perdas de potência ativa, embora apresente melhores resultados do 
que o modelo que desconsidera as perdas de potência, pelo fato de ser um modelo de 
programação não-linear não seria uma vantagem o seu emprego para realizar aplicações 
nas análises de SEP. 

De acordo com o anterior, em um trabalho futuro seria interessante propor um modelo 
matemático de otimização do fluxo de carga linearizado que possa ser representado como 
um modelo de programação linear, que incorpora as perdas de potência do sistema e cujos 
valores das variáveis de estado sejam bem próximos aos fornecidos pelo fluxo de carga 
CA.
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