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CAPITULO 19

ESTADOS ESTACIONARIOS DE PROBLEMAS DE
VALOR INICIAL COM METODO DE DIFERENCA

Data de aceite: 01/03/2022

Joao Socorro Pinheiro Ferreira
Professor de Matematica da Universidade
Federal do Amapa (UNIFAP)

Doutorando do Programa de Matematica
Aplicada da Universidade Estadual de
Campinas (UNICAMP)
http://lattes.cnpq.br/2283642558933703
https://orcid.org/0000-0002-3711-3602

RESUMO: Este trabalho apresenta os
resultados tedricos e praticos (aplicagdo) de
como estabelecer a solucdo e a estabilidade
de sistemas de EDO, por meio do Método de
Diferenca Finita (MDF), com base na férmula
centrada para a segunda derivada. Inicialmente
séo discutidas as condicbes de contorno, onde
o valor da propria solugdo é especificado,
sdo denominadas Condigbes de contorno de
Dirichlet. Veremos que para estabelecer a
convergéncia, devemos verificar se o sistema
apresenta consisténcia e estabilidade, mas para
isto ocorrer, o Erro de Truncamento Local (1) e
o Erro Global do espago h devem ter acuracia
(preciséo) de segunda ordem no espacgo, O(h?),
tendo em vista que o problema aqui estudado
estd em uma Unica dimensao (dire¢céo).
PALAVRAS-CHAVE: Consisténcia, Estabilidade,
Convergéncia, LeVeque, Norma-2.
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STATIONARY STATES OF INITIAL VALUE
PROBLEMS WITH FINITE DIFFERENCE
METHOD
ABSTRACT: This paper presents the theoretical
and practical results (application) of how to
establish the solution and stability of ODE
systems, through the Finite Difference Method
(FDM) based on the formula centered for the
second derivative. Initially discussed the contour
conditions, where the value of the solution itself is
specified, are called Dirichlet Contour Conditions.
We will see that to establish convergence, we
must verify that the system has consistency and
stability, but for this to occur, the Local Truncation
Error and the Global Space (t) Error h must have
second-order accuracy (accuracy) in space,
considering that the problem studied here is in a

O(h?) single dimension (direction).
KEYWORDS: Consistency, Stability, Convergence,
LeVeque, Norm-2.

11 INTRODUGAO

A presente proposta traz em seu bojo a
resolugéo de um Problema de Valor Inicial (PVI),
de segunda ordem, u"(x)=f(x), no intervalo (0,1),
com as condigbes de contorno u(0) = a e u(1)
= B3, , com a fonte de calor a funcgéo f(x)=x2 que
estd sendo desenvolvida no lado direito da
EDO. A malha é uniforme, somente no espaco,
com largura h=1/(m+1), em que m é o numero
de pontos na malha a serem utilizados. Quanto
maior for o valor de m, menor sera a largura
da malha. Este processo & denominado de
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refinamento da malha, com o intuito de diminuir o erro da aproximacgéo UJ., paraj=1,2,....m.

O objetivo é apresentar aos estudantes quais os procedimentos necessarios para
solucionar o PVI, por meio do MDF e verificar a sua estabilidade.

Como se trata de uma solugédo numérica, € de suma importéncia a utilizagdo de um
aplicativo computacional e de uma planilha eletronica, a fim de que se obtenha com mais
rapidez os resultados procurados e neste caso, utilizamos o Wolfran Mathematica, Octave
e o Excel.

A estrutura do trabalho esti organizada em Fundamentacdo Teoérica (revisdo de
literatura), Aplicagdo (um exemplo resolvido) e Consideragbes Finais. As discussbes
orbitam na verificagdo da estabilidade do sistema, utilizando-se diversas técnicas.

21 FUNDAMENTAGAO TEORICA

Vamos primeiro considerar as equagdes diferenciais ordinarias (EDOs) que séo
colocadas em algum intervalo a<x<b, junto com algumas condi¢cdes de contorno em cada
extremidade do intervalo. Os problemas considerados neste capitulo sédo geralmente
problemas de estado estacionario em que a solugdo varia apenas com a coordenada
espacial, mas ndo com o tempo.

Problemas de estado estacionario séo frequentemente associados a algum problema
dependente do tempo que descreve o comportamento dindmico e o problema do valor
fronteira ou contorno (PVC) de 2 pontos ou equacao eliptica que resulta da consideragéo
do caso especial em que a solugéo é estavel no tempo, e, portanto, os termos derivados do
tempo sé&o iguais a zero, simplificando as equacgdes.

2.1 Aequacao do calor

Como um exemplo especifico, considere o fluxo de calor em uma haste feita de
algum material condutor de calor, sujeito a alguma fonte de calor externa ao longo de seu
comprimento e algumas condi¢cdes de contorno em cada extremidade. Se assumirmos que
as propriedades do material, a distribuicéo inicial da temperatura e a fonte variam apenas
com X, a distancia ao longo do comprimento, e ndo através de qualquer se¢ao transversal,
entdo esperamos que a distribuicdo da temperatura, a qualquer momento, varie apenas
com x e podemos modelar isso com uma equacéo diferencial em uma dimenséo espacial.
Desde que a solucao possa variar com o tempo, designaremos u(x,t) como a temperatura
no ponto x no tempo t, onde a<x<b ao longo de algum comprimento finito da barra. A
solugéo € entdo governada pela equagéo do calor

onde K(x) é o coeficiente de condugéo do calor, que pode variar com x, e y(x,t) € a
fonte de calor (ou dissipador, se Y < 0).
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A equacéo (2.1) é frequentemente chamada de equacéo de difusédo, uma vez que
modela processos de difusédo de forma mais geral, e a difusédo de calor é apenas um
exemplo. Presume-se que a teoria basica desta equacgao seja familiar ao leitor. Veja os
livros especificos de EDP, como Kevorkian (2009) para uma deduc¢&o e mais introducéo.
Em geral, é extremamente valioso entender de onde vem a equacgéo que se esta tentando
resolver, desde uma boa compreenséo da fisica (ou biologia, etc.) é geralmente essencial
para a compreenséo do desenvolvimento e comportamento dos métodos numéricos para

resolver a equacao.
2.2 Condicoes de contorno

Se o material for homogéneo, entdo K(x)=k & independente de x e a equacgéo de
calor (2.1) se reduz a

Junto com a equacéo, precisamos das condic¢des iniciais,

e as condi¢cbes de contorno, por exemplo, a temperatura pode ser especificada em
cada extremidade,

Essas condi¢des de contorno, onde o valor da propria solugdo é especificado, sdo
chamadas Condi¢Ges de Contorno de Dirichlet. Alternativamente, uma extremidade, ou
ambas as extremidades, podem ser isoladas, no caso em que ha fluxo de calor zero nessa
extremidade e, portanto, u =0 nesse ponto. Esta condigéo de fronteira, que é uma condigéo
na derivada de u e ndo no proprio u, € chamada de Condigdo de Contorno de Neumann.
Para comecar, vamos considerar o problema de Dirichlet para (2.2) com as condi¢des de
contorno (2.3).

2.3 O problema do estado estacionario

Em geral, esperamos que a distribuicdo da temperatura mude com o tempo. No
entanto, se Y(x,t), a(t) e B(t) sdo independentes do tempo, entdo podemos esperar que
a solugéo eventualmente permaneca inalterada em momentos posteriores. Normalmente,
havera um tempo transitorio inicial, como os dados iniciais u’(x) com uma abordagem u(x)
(a menos que u°(x)= u(x)), mas se estivermos interessados apenas em calcular a solugédo
de estado estacionario em si, entdo podemos definir u=0 em (2.2) e obter um EDO em x
para resolver para u(x):

Observacao: ter duas condigcbes de contorno ndo garante necessariamente que
haja existéncia de uma solugédo Unica para uma equacgéo geral de segunda ordem.
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O problema (2.4) e (2.5) sdo chamados de PVC de 2-pontos, uma vez que uma
condicéo é especificada em cada um dos dois pontos finais do intervalo onde a solugéo é
desejada. Se, em vez disso, dois valores de dados foram especificados no mesmo ponto,
digamos, u(a)=a e u’(a)=0, e queremos encontrar a solu¢do para t=a, entdo teriamos um
Problema de Valor Inicial (PVI).

Uma abordagem para calcular uma solu¢gdo numérica para um problema de estado
estacionario € escolher alguns dados iniciais e avancar no tempo usando um método
numérico para EDP (2.2) dependente do tempo. No entanto, esta normalmente ndo é
uma maneira eficiente de calcular a solugdo de estado estacionario se esta for tudo o que
queremos. Em vez disso, podemos discretizar e resolver o PVC de 2-pontos dado por (2.4)
e (2.5) diretamente. Este é o primeiro PVC que estudaremos em detalhes, comegando na
proxima sec¢do. Neste estudo, ndo consideraremos alguns outros PVCs, incluindo os nédo
lineares que sdo equagdes mais desafiadoras.

2.4 Um método de diferenca finita simples

Como um primeiro exemplo de um método de diferenca finita para resolver uma

equacéo diferencial, considere a EDO de segunda ordem discutida acima,

com as seguintes condi¢cbes de contorno

A funcéo f(x) é especificada e desejamos determinar u(x) no intervaloO<x<1. Este
problema é chamado de Problema de Valor de Contorno (PVC) de 2-pontos, uma vez
que as condi¢des de contorno sdo dadas em dois pontos. Este problema é tdo simples
que podemos resolvé-lo explicitamente (integrar f(x) duas vezes e determinar as duas
constantes de integragdo para que as condicbes de contorno sejam satisfeitas)!, mas
estudar métodos de diferencgas finitas para esta equagdo simples ira revelar algumas das
caracteristicas essenciais de todas essas andlises, particularmente a relacéo do erro global
(E) com o erro de truncamento local (t) e o uso de estabilidade ao fazer esta conexao.

Tentaremos calcular uma fungéo de grade consistindo de valores U,, U,,..., U_, U .
onde U, é nossa aproximagao para a solugao u(x). Aqui x=jh, a distancia entre os pontos da
grade e h=1/(m+1) é a largura da malha. Das condigGes de fronteira sabemos que U;=a e
U, ..=B, e assim temos m valores desconhecidos U,,..., U_ para calcular. Se substituirmos
u"(x) in (2.6) pela aproximacao da diferenca centrada

entdo n6s obtemos um conjunto de equagdes algébricas

1 Este PVI descrito entre parénteses encontra-se resolvido no Apéndice A deste artigo.
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Observe que a primeira equagéo (j=1) envolve o valor U =a e a dltima equag&o (j=m)
envolve o valor U =.

A partir da Equacgéo (2.8), como forma introdut6ria de compreenséo do que estamos
estudando, vamos escrever algumas equacgoes algébricas, para j=1,2,...,m:

Podemos organizar as equagdes (2.8a), sob a forma de um sistema linear com

equacdes:

Para melhorar a compreenséo e escrita matricial, vamos passar para o segundo
membro do sistema acima os termos de U e U_ .:

Temos um sistema linear de equagbes para incognitas, que podem ser escritas na
forma

onde U é o vetor das incognitas U=[U,, U,,..., U |
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Este sistema linear tridiagonal ndo é singular e pode ser facilmente resolvido para U
de qualquer lado direito F.

Vamos fazer uma pequena simulagdo com m=3, para escrever a matriz A e o vetor F.
O valor de h=0,25, as condi¢bes de fronteira a=0, =1, e a fonte de calor f(x)=x:

A solucéo de (2.9) é o vetor U=A"'F. A inversa da matriz simétrica A é:

Quao bem U se aproxima da fung&o u(x)? N6s sabemos que a diferenga centrada
a aproximacao D2, quando aplicada a uma fungéo suave conhecida u(x), d4 uma segunda
ordem de aproximacéo precisa para u"(x). Mas aqui estamos fazendo algo mais complicado
— sabemos os valores de u" em cada ponto e estamos calculando todo um conjunto de
valores discretos U,,..., U_com a propriedade de que a aplicagéo de D? a esses valores
discretos da o valor desejado f(xj). Embora possamos esperar que este processo também
forneca erros que sédo O(h?) (e na verdade, € verdade), isso certamente nao é ébvio.

Primeiro, devemos esclarecer o que queremos dizer com o erro nos valores discretos
U,,..., U, em relagéo a verdadeira solugéo u(x), que € uma fungéo. Uma vez que Uj é
suposta aproximag&o de u(x), € natural usar os erros pontuais Uj-u(x). Se denominarmos
U seja o vetor de valores verdadeiros

entdo o vetor de erros global E é definido por

E=U-U

contém os erros em cada ponto da grade.

Nosso objetivo agora é obter um limite para a magnitude desse vetor, mostrando
que ele é O(h?) quando h—0. Para medir a magnitude deste vetor, devemos usar alguma

norma, por exemplo, a norma maxima

Este &€ apenas o maior erro no intervalo. Se pudermos mostrar que IlEll =0O(h,),
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entéo segue que cada erro pontual também deve ser O(h?).

Outras normas sédo frequentemente utilizadas para medir as fungdes da grade, seja
porque sdo mais apropriadas para um determinado problema ou simplesmente porque sdo
mais faceis de vincular, uma vez que algumas técnicas mateméaticas funcionam apenas com

uma norma particular. Outras normas que frequentemente séo usadas incluem a norma-1

e a norma-22

Observe o fator h que aparece nessas definigdes. Consulte o Apéndice A (LeVeque,
2007, p. 245) para uma analise mais completa discusséo das normas da funcédo de grade
e como elas se relacionam com as normas vetoriais padréo.

Agora, vamos voltar ao problema de estimar o erro em nossa solugéo de diferenca
finita ao PVC obtido resolvendo o sistema (2.9). A técnica que usaremos é absolutamente
basica a analise de métodos de diferengas finitas em geral. Envolve duas etapas principais.
Nés primeiro calcularemos o erro de truncamento local (LTE) do método e em seguida,
usaremos alguma forma de estabilidade para mostrar que o erro global pode ser limitado
em termos de LTE.

O erro global simplesmente se refere ao erro U-U que estamos tentando limitar. O
LTE se refere ao erro em nossa aproximagao de diferenga finita de derivadas e, portanto, é
algo que pode ser facilmente estimado usando as expansbes da série de Taylor, como no
Anexo A. A estabilidade é o ingrediente mégico que nos permite ir a partir desses facilmente
calculados limites o erro local as estimativas que realmente queremos para o erro global.
Vamos olhar para cada um deles por sua vez.

2.5 Erro Local de Truncamento (LTE)

O LTE é definido substituindo U, pela solugéo verdadeira u(x) na formula (2.8)
de diferenca finita. Em geral, a verdadeira solu¢g@o u(x) nao vai satisfazer esta equacéo
exatamente e a discrepancia € o LTE, que denotamos por :

para j=1,2,....m. Claro, na pratica, ndo sabemos qual é a verdadeira solugdo u(x)
€, mas se assumirmos que é suave, entao pelas expansdes da série de Taylor (1.5a) (ver

Anexo A), sabemos que

Cancelar os termos simétricos 2u(x) e -2u;:

2 Também denominada de Norma Euclidiana.
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Dividir por h2:
Usando nossa equacéo diferencial original (2.6), isso se torna

Embora u"™ em geral seja desconhecida, é alguma funcdo fixa (constante)
dependente de h, e assim 1=0(h?) quando h—0.
Por exemplo, para a fungéo u(x)= +x, a sua quarta derivada &€ u""(x)=2, que é uma

funcéo constante, entdo a sua fungéo erro de truncamento é

confirmando que o ETL tem acuracia de segunda ordem quando h—0.

Se definirmos ser o vetor Tt com componentes T entao

onde o U é o vetor da solugéo verdadeira (2.11), e assim

2.6 Erro global

Para obter uma relagdo entre o erro local e o erro global E=U-U, nés subtraimos
(2.14) de (2.9) que define U, obtendo

Demonstragio:

Esta é simplesmente a forma matricial do sistema de equagdes

com as condi¢des de limite

uma vez que estamos usando os dados de contorno exatos U=a e U__ =.
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Um exemplo para m=3:

para h=0.25 e t(Xj)=0.010417, para j=1,2,3:

E o vetor erro global é:

N6s vemos que o erro global satisfaz um conjunto de equagdes de diferencgas finitas
que tem exatamente a mesma forma que nossas equacoes de diferencga originais para U,
exceto que o lado direito é dado por -t em vez de F.

A partir disso, deve ficar claro por que esperamos que o erro global seja
aproximadamente da mesma magnitude que o erro local. Podemos interpretar o sistema
(2.15) como uma discretizagdo da EDO

com as seguintes condi¢des de contorno

Desde que t= h,u™(x), integrar duas vezes mostra que o erro global deve ser
aproximadamente

e, portanto, o erro deve ser O(h?).

Por exemplo, para u(x)=  +x a segunda derivada é u"(x)=x2. O valor de u"(0)=0 e
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u"(1)=1. Substituindo-os na equacéo acima, tem-se:

Se h—0, entéo e(x)—0.
Portanto, a Equacgéo (2.16a) é a funcdo do erro global para u(x)=  +x.

2.7 Estabilidade

O argumento acima nédo é totalmente convincente porque estamos contando com
a suposicédo que resolver as equagdes de diferengca da uma aproximacao decente para a
solugéo das equacdes diferenciais subjacentes (na verdade, o inverso agora, que a solu¢ao
para o diferencial da equacao (2.16) da uma boa indicagdo da solugdo para as equacoes
de diferenca (2.15)). Uma vez que é exatamente essa suposi¢cdo que estamos tentando
provar, o raciocinio é bastante circular.

Em vez disso, vamos olhar diretamente para o sistema discreto (2.15), que iremos
reescrever no formato

onde o expoente indica que estamos em uma grade com espacamento de malha h.
Isso serve como um lembrete de que essas quantidades mudam a medida que refinamos a
grade. Em particular, a matriz A" € uma matriz mxm com h= de modo que sua dimensé&o
cresce a medida que h — 0.

Seja (A")" a inversa da matriz. Entdo a solugdo do sistema (2.17) é

e cuja norma é

Sabemos que IIt"ll=O(h?) e esperamos que o0 mesmo seja verdade para lIE"Il. E claro
0 que precisamos para que isso seja verdade: precisamos que lI(A")'ll seja limitado por
alguma constante independente de h como h — 0:

lI(A")"lI<C, para todo h suficientemente pequeno.

Entéo teremos

e assim IIE"Il vai para zero pelo menos téo rapido quanto lit"ll. Isso motiva a seguinte
definicéo de estabilidade para Problemas de Valor de Contorno (BVPs) lineares.

Defini¢ao 2.1. Suponha que um método de diferenca finita para um PVC linear dé
uma sequéncia de equagbes matriciais da forma A"U'=F", onde h é a largura da malha.
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Dizemos que o método é estavel se (A")" existir para todo h suficientemente pequeno (para
h < h,, digamos) e se existe uma constante C, independente de h, de modo que

2.8 Consisténcia

Dizemos que um método é consistente com a equacgéo diferencial e as condi¢des

de contorno se

Isso simplesmente diz que temos uma discretizacdo sensata do problema.

Normalmente lIt"lI=O(hP) para algum inteiro p>0, e entdo o método é certamente consistente.

2.9 Convergéncia

Um método é considerado convergente se IIE"I—0 quando h—0. Combinando as

ideias apresentadas acima chegamos a conclusdo de que
Isso é facilmente provado usando (2.19) e (2.20) para obter o limite

Embora isso tenha sido demonstrado apenas para o BVP linear, de fato, a maioria
das andlises de métodos de diferengas finitas para equagdes diferenciais segue essa
mesma abordagem de duas camadas, e a afirmacdo (2.21) as vezes é chamada de
teorema dos métodos de diferencas finitas. Na verdade, como nossa analise acima indica,
isso geralmente pode ser reforgcado para dizer que

O(h?) erro local de truncamento + estabilidade = O(h?) erro global. (2.22)

A consisténcia (e a ordem de precisado) geralmente € a parte mais facil de verificar.
Verificando a estabilidade é a parte dificil. Mesmo para o BVP linear que acabamos de
discutir, ndo esta claro como verificar a condi¢do (2.19), uma vez que essas matrizes se
tornam maiores a medida que h—0. Para outros problemas, pode até ndo estar claro como
definir estabilidade de maneira apropriada. Como veremos, existem muitas definicbes
de “estabilidade” para diferentes tipos de problemas. O desafio de analisar métodos
de diferencgas finitas para novas classes de problemas, muitas vezes, &€ encontrar uma
definicdo apropriada de “estabilidade” que permite provar a convergéncia usando (2.21)
ao mesmo tempo que é suficientemente gerenciavel para que possamos verificar se ela
€ valida para métodos especificos de diferencas finitas. Para EDPs n&o lineares, isso
frequentemente deve ser ajustado para cada classe particular de problemas e conta com a
teoria matematica existente e técnicas de analise para esta classe de problemas.

Quer se tenha ou ndo uma prova formal de convergéncia para um determinado

método, € sempre boa prética para verificar se o programa de computador esta apresentando
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comportamento convergente, na taxa esperado. O Apéndice A (LeVeque, 2007) contém
uma discusséo de como o erro nos resultados calculados pode ser estimado.

2.10 Estabilidade na norma-2

Voltando ao PVC no inicio do trabalho, vamos ver como podemos verificar a
estabilidade e dai a precisdo de segunda ordem. A técnica usada depende da norma que
desejamos considerar. Aqui, vamos considerar a norma-2 e ver que podemos mostrar a
estabilidade explicitamente ao calcular os valores proprios e os vetores proprios da matriz
A.

Uma vez que a matriz A em (2.10) é simétrica, a norma-2 de A ¢ igual ao seu raio
espectral (ver Secéo A.3.2 e Secéo C.9, de LeVeque (2007)):

(Observe que p se refere ao p-ésimo valor préprio da matriz. Os sobrescritos
(expoentes) sdo usados para indexar os autovalores e autovetores, enquanto os subscritos
(indice) no autovetor abaixo referem-se a componentes do vetor.)

A matriz A' também é simétrica e os autovalores de A’ sdo simplesmente os

inversos dos valores proprios de A, entdo

Entao, tudo o que precisamos fazer é calcular os valores proprios de A e mostrar
que eles séo limitados longe de zero quando h — 0. Claro que temos um conjunto infinito
de matrizes A" a considerar, quando h varia, mas como a estrutura dessas matrizes é
tdo simples, podemos obter uma expresséo geral para os autovalores de cada A" Para
problemas mais complexos, podemos ndo ser capazes de fazer isso, mas vale a pena
examinar em detalhes esse problema, porque geralmente se considera problemas de
modelo para os quais tal analise é possivel. Também precisaremos saber esses valores
proprios para outros propésitos quando discutirmos as equagdes parabodlicas no Capitulo
9 (LEVEQUE, 2007). (Consulte também a Secao C.7 para expressdes mais gerais para 0s
valores proprios de matrizes relacionadas.)

Vamos agora nos concentrar em um valor particular de h=1/(m+1) e eliminar o
expoente (sobrescrito) h para simplificar a notacdo. Entdo os m autovalores de A sdo dados
por

O autovetor u? correspondente ao Ap tem componentes w°, para j=1,2,...,m, através
de
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Isto pode ser verificado checando que AuP=A . A j-ésima componente do vetor Au?

Observe que para j =1 e j = m, 0 j-ésimo componente de AuP parece um pouco
diferente (o v”,, ou v”,, acima o termo esta faltando), mas a forma acima e as manipulagées

trigonométricas ainda sdo validas, desde que definamos

como é consistente com (2.24). De (2.23), vemos que 0 menor autovalor de A (em
magnitude) € (nesta deducéo, foi utilizada a expansao da série de Taylor para o cosseno,

conforme esté registrado no Apéndice B, deste artigo, na Equacgéo B.1)

Isso é claramente limitado a zero como h — 0, e assim vemos que o método é

estavel na norma-2. Além disso, obtemos um limite para o erro com isso:

Desde que , esperamos A
norma-2 da fungéo f"aqui significa a norma da fungéo de grade desta fungdo avaliada nos
pontos discretos , embora isso seja aproximadamente igual a norma do espaco de fungdes
de f"definida usando (A.14, de LeVeque (2007)).

Observe que o autovetor (2.24) esta intimamente relacionado a autofuncdo do

correspondente operador diferencial . As funcgdes

satisfazer a relagéo

com autovalor . Essas funcbes também satisfazem ur(0)=ur(1)=0,
e portanto, séo autofuncgdes de em [0,1] com condi¢des de contorno homogéneas.
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A aproximacéo discreta para este operador dada pela matriz A tem apenas m autovalores
em vez de um numero infinito, e os autovetores correspondentes (2.24) sdo simplesmente
os primeiros m autofungdes de avaliado nos pontos da grade. O autovalor A, nao é
exatamente o igual a u, mas pelo menos para pequenos valores de p é quase 0 mesmo,
uma vez que a série de Taylor expanséo do cosseno em (2.23) da

Essa relagéo sera ilustrada posteriormente quando estudarmos métodos numéricos
para a equagéo do calor (2.1).

Com o intuito de uma melhor compreensédo do que foi estudado nesta Secéo 2,
vamos aplicar os conhecimentos adquiridos em um exemplo pratico, como comumente é
apresentado nos livros académicos e na vida pratica, quando o profissional esta atuando
no mercado de trabalho.

31 APLICACAO
Sejam o PVC

e uma discretizagdo do dominio em uma malha uniforme com m+2 pontos, com h=1/
(m+1) e x=jh. Aproximando esta equagéo em um ponto x, com base na férmula centrada
para a derivada segunda, temos o conjunto de equagdes algébricas®

com os valores U =a e U_ =B prescritos.

a) Este método de diferengas finitas pode ser escrito como um sistema linear

com a matriz dos coeficientes , 0 termo independente F eo
vetor de incégnitas U . Apresente a matriz A e o vetor F, discutindo a existéncia e a
unicidade de solugéo do sistema (3.3).

b) Defina os conceitos de consisténcia, estabilidade e convergéncia para o método
(3.3).

c) Sabendo que os autovalores da matriz A em (3.3) sdo dados por*

Mostre que o método (3.3) é estavel e convergente na norma-2, determinando sua
ordem.

3 Conforme estudado a Equacéo (2.8).
4 Consulte a Equacéo (2.23).
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3.1 Solucéo do Item a)

A deducédo da matriz A se encontra na Secao 2.4, com as devidas justificativas nas
Equacdes (2.8a), (2.8b), (2.8¢c) e (2.8d), onde de forma construtiva é deduzido o sistema
(2.9). Amatriz A e o vetor F estdo descritos na Equacéo (2.10).

Este sistema linear tridiagonal néo é singular e pode ser facilmente resolvido para U
de qualquer lado direito F.

3.2 Solucéo do Item b)

3.2.1 Consisténcia

Esta definida na Se¢éo 2.8. Anorma do ETL elevado ao passo tende a zero quando
tende a zero, conforme a Equagéo (2.20). Simbolicamente:

3.2.2 Estabilidade

A estabilidade esta relacionada aos erros de truncamento local (t) e o erro global
(E=U-U), devendo haver uma limitagéo do E por .

Na Definicdo 2.1, estabelece que a solugédo do sistema A"U'=F", deva satisfazer a
Equacéo (2.19):

Entdo, a estabilidade est4 relacionada em limitar o erro global pelo erro de
truncamento local:

3.2.3 Convergéncia

Ou seja,

Consisténcia + estabilidade = Convergéncia.
A convergéncia esta definida na Se¢éo 2.9. Combinando (2.19) com (2.20):

3.3 Solucéo do Item c)

A Secao 2.10, contém as definicbes de estabilidade na norma-2.
Uma vez que a matriz A de (2.10) é simétrica, a norma-2 de A é igual ao seu raio

O fortalecimento do ensino e da pesquisa cientifica da matematica 2 Capitulo 19 m



espectral.

Com isto, basta fazermos algumas simulagdes computacionais para determinar os
autovalores e verificar aguele que tem o maior valor absoluto — que sera o raio espectral e
a norma-2 da matriz A.

3.4 Exemplo

Como forma de esclarecer alguns pontos importantes sobre consisténcia, estabilidade
€ convergéncia, vamos resolver um exemplo, com os seguintes dados:
, para a EDO de segunda ordem abaixo:

A solucéo exata de (3.5) para as condic¢des iniciais u(0)=0 e u'(0)=1 é a funcao

Tabela 3. 1 — Valores numéricos de

Fonte: elaborada pelo autor.

Com os dados da Tabela 3.1, vamos escrever o seguinte sistema, com base em
(2.8d):
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A matriz A é a matriz simétrica seguinte:

As normas da matriz A, séo:
, neste caso, como j fixo e i variando, temos que a
norma-1, é a soma dos elementos absolutos por coluna (soma maxima da coluna).
, agora, como i fixo e j variando, temos que a
norma-2, é a soma dos elementos absolutos por linha
, que € o raio espectral da matriz A.
Ainversa da matriz A é:

As normas sao:

O numero de condicionamento® da matriz A & determinado por:

Neste exemplo:

5 O condicionamento de um sistema linear € um conceito relacionado a forma como os erros se propagam dos dados de
entrada para os dados de saida. No contexto de um sistema linear AU=F, temos que a solu¢do U depende dos dados
de entrada F..
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O menor numero de condicionamento € o da norma-2.

O numero da condi¢cdo desempenha um papel na taxa de convergéncia de muitos
métodos iterativos para resolver um sistema linear com a matriz A. Dentre os trés calculados,
0 menor é o da norma-2.

O vetor das incognitas € determinado por U=A"F:

O erro global é determinado por: E=U-U. Com os dados da Tabela 3.1 e do vetor
(3.8), temos:

A norma-maxima® do erro global é:

Este é apenas o maior erro no intervalo. Se pudermos mostrar que IIEll_=O(h?),
entdo segue que cada erro pontual também deve ser O(h?).
. Dividindo-se a norma-max por h?, temos
que, lIBN_=7.5h?, cuja precisdo & O(h?).
A norma-17 do erro global é determinada por:

A norma-2:

6 No Mathematica, o comando é o seguinte: , porém como a letra E est4 reservada a constante de Euler, entéo tivemos
que acrescentar o G, e o comando passou a ser: Norm[EG, Infinity].
7 No MATLAB, o comando é: h*norm(E,1); no Mathematica, o comando é h*Norm[EG, 1].
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=4.44x10-2=4.44h?, logo a precisdo da norma-2 é de segunda ordem, O(h?).

O erro global para cada X, € determinado pela fungéo (2.16a), que é uma funcéo
quadratica com maximo global em x/.=0.5, sendo assim, existem dois intervalos: um de
crescimento e outro de decrescimento, fazendo com que e(x)—0 quando h—0, somente no
segundo intervalo.

As normas 1 e 2, do erro global é calculada a partir das informagdes da Tabela 3.2:

Tabela 3. 2 — Calculo da norma-2 do erro global, para h=0.1.

Fonte: elaborada pelo autor.

O ETL é determinado pela Equagéo (2.13). A segunda derivada de (3.6) é:

e a quarta derivada é:

Substituir (3.9) e (3.10) na Equacéo (2.13), temos:

Cancelar com -

e a precisao O(h?) e assim t=0(h?) quando h — 0.
O vetor erro de truncamento local t é:

Assim,
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A estabilidade é determinada pela Equagéo (2.17), cuja solugéo é

Devemos observar que se calcularmos a norma do erro global (3.14), n6s vamos ter

a considerar a condigéo (2.18).

Com o auxilio do Mathematica®, nés obtemos a norma de E" e a de 1", que séo
respectivamente, 6.43974 e 5.45579. Dividir a primeira pela segunda, temos o valor de C:

Sendo assim, a norma de -(A")"' devera ser menor ou igual a C, para que o sistema
seja estavel.
A norma de -(A")", calculada com o auxilio do Octave® é:

que € menor de que C. Portanto, o sistema da EDO (3.5) é estavel.

A consisténcia € verificada tomando como parametro o erro de truncamento local (1)
em relacdo a variagao de h, tendendo a zero. Por isso, vamos fazer algumas simulagcées
com h=0.1,0.05,0.025,0.0125 e 0.0625 para verificar 0 que acontece. Nao devemos

esquecer que os resultados devem obedecer a Equagéo (2.20):

A quarta derivada da fungéo (3.6) é funcdo constante:

Na Tabela 3.2, vamos verificar se a solugdo € consistente, utilizando a Equacao
(2.20):

Utilizando-se da norma-2, temos a relacdo da quarta derivada de ser numericamente
igual a segunda derivada de f, por isso, vamos utilizar a expressé@o a seguir para verificar
a convergéncia da solucgéo do PVI.

8 Respectivamente, Norm[EG*h, 1] e Norm[ETL"h, 1].
9 norm(-inv(Ah))

O fortalecimento do ensino e da pesquisa cientifica da matematica 2 Capitulo 19 m



A norma-2 para o vetor r“/, é medida por:

Tabela 3. 3 — Estudo da consisténcia do erro de truncamento local em fungéo de h.

Fonte: elaborada pelo autor.

Como a quarta derivada de u(x) é constante, entdo o Th/ € 0 mesmo para j=1,...,.9. A

norma-2, é a raiz quadra do somat6rio da Ultima coluna da Tabela 3.3:

O(h®) erro de truncamento local + estabilidade = O(h?) erro global.

Como a matriz A, Equagéo (3.7), € simétrica, podemos analisar a estabilidade na
norma-2, calculando os autovalores com a Equacéo (2.23) para p=1,2,...,9 e em seguida

verificando se atende a definicdo:
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Tabela 3. 4 — Autovalores e autovetores para estabilidade na Norma-2.

Fonte: elaborada pelo autor.

De acordo com as informagdes da Tabela 3.3, o raio espectral da matriz A, tomando

como base a Equacéo (3.7), é o seguinte:

Entdo, tudo o que precisamos fazer & calcular os valores proprios de A e mostrar
que eles séo limitados longe de zero quando h — 0. Portanto, de acordo com os valores
da Tabela 3.3, a medida que h — 0, vimos que p(A) cresce até limitar-se a 390.2212 e com
isto, o sistema é estavel nesta regiéo circular.

41 CONSIDERAGOES FINAIS

Se vocé percebeu, iniciamos estudando sobre PVC de 2-pontos, com as condi¢des
de fronteira de Dirichlet, porém como forma de verificar ou estudar qualitativamente a
estabilidade de um sistema, consideramos um PVI, em que as condi¢des iniciais s ocorrem
em x,=0. Ambos, requerem grande conhecimento sobre normas de vetores e de matrizes,
para se estabelecer se o erro global (E) é limitado pelo erro de truncamento local (t).

Com os fundamentos apresentados na Secéo 2, pudemos estudar a consisténcia
(Il"l—0 quando h—0), a estabilidade (lIE"I—0quando h—0 e a convergéncia da solugédo
de um PVI por meio do MDF, onde constatamos que a estabilidade esta relacionada com
os erros Global e Truncamento Local.

De uma maneira geral, precisamos mostrar que erro global é limitado em termos
do erro local, por uma constante C, tal que , OU seja, a norma do

No Exemplo da Subsecdo 3.4, utilizamos m=9 e realizamos um estudo completo
com base no referencial teérico, e calculamos o condicionamento da matriz A, que é igual
a 50. O ideal seria refinar a malha aumentando o valor de m, na esperanca de que daria
um bom condicionamento para a matriz A e os resultados num todo seriam satisfatérios.

Mas néo é s6 o condicionamento da matriz A que determina a estabilidade, mas um
conjunto de normas, medidas ou distancia dentre um conjunto de valores ou elementos de
um vetor erro. Como vimos, na subsecgdo 3.4, o PVI ¢é estavel para m=9, por atender as
definicbes de estabilidade, consisténcia e consequentemente convergéncia, conforme os
resultados obtidos nas Equacgdes (2.16a), (2.18), (3.11a), (3.15), (2.19) e (2.20)

Neste caso, deixamos como propostaimplementar um algoritmo paraum m>0, positivo
e fazer simulagbes computacionais aumentando os valores de m e consequentemente se
h—0.
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APENDICE A — RESOLUGAO DO PVI, u"(x)=x, u(0)=0 e u'(0)=1

Para resolver este PVI vamos integrar duas vezes a EDO:

Para determiner as constantes c, e c,, vamos utilizer as condi¢Ges iniciais.

A primeira derivada de (A.1), é:

A primeira derivada em x =0 é:

Portanto, a solugédo da EDO para as condi¢des iniciais dadas é:

APENDICE B — EXPANSAO DA SERIE DE TAYLOR PARA O COSSENO

Para x=rth, temos:
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ANEXO A - EXPANSAO DA SERIE DE TAYLOR

Expanséo de (1.5a) para h=0.1:
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