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APRESENTAÇÃO

O contexto social, político e cultural tem demandado questões muito particulares para 
a escola e, sobretudo, para a formação, desenvolvimento e prática docente. Isso, de certa 
forma, tem levado os gestores a olharem para os cursos de licenciatura e para a Educação 
Básica com outros olhos. A sociedade mudou, nesse cenário de inclusão, tecnologia e de 
um “novo normal” demandado pela Pandemia da Covid-19; com isso, é importante olhar 
mais atentamente para os espaços formativos, em um movimento dialógico e pendular 
de (re)pensar as diversas formas de se fazer ciências no país, sobretudo considerando 
as problemáticas evidenciadas em um mundo pós-pandemia. A pesquisa, nesse interim, 
tem se constituído como um importante lugar de ampliar o olhar acerca das problemáticas 
reveladas, sobretudo no que tange ao conhecimento matemático.  

O fazer Matemática vai muito além de aplicar fórmulas e regras. Existe uma dinâmica 
em sua construção que precisa ser percebida. Importante, nos processos de ensino e 
aprendizagem dessa ciência, priorizar e não perder de vista o prazer da descoberta, algo 
peculiar e importante no processo de matematizar. Isso, a que nos referimos anteriormente, 
configura-se como um dos principais desafios do educador matemático; e sobre isso, de 
uma forma muito particular, os autores e autoras abordaram nesta obra.  

É neste sentido, que o livro “O Fortalecimento do Ensino e da Pesquisa Científica 
da Matemática 2” nasceu, como forma de permitir que as diferentes experiências do 
professor e professora pesquisadora que ensina Matemática sejam apresentadas e 
constituam-se enquanto canal de formação para educadores/as da Educação Básica e 
outros sujeitos. Reunimos aqui trabalhos de pesquisa e relatos de experiências de diferentes 
práticas que surgiram no interior da universidade e escola, por estudantes e professores/as 
pesquisadores/as de diferentes instituições do país. 

Esperamos que esta obra, da forma como a organizamos, desperte nos leitores 
provocações, inquietações, reflexões e o (re)pensar da própria prática docente, para 
quem já é docente, e das trajetórias de suas formações iniciais para quem encontra-se 
matriculado em algum curso de licenciatura. Que, após esta leitura, possamos olhar para a 
sala de aula e para o ensino de Matemática com outros olhos, contribuindo de forma mais 
significativa com todo o processo educativo. Desejamos, portanto, uma ótima leitura.

Américo Junior Nunes da Silva
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CAPÍTULO 19
 

ESTADOS ESTACIONÁRIOS DE PROBLEMAS DE 
VALOR INICIAL COM MÉTODO DE DIFERENÇA 

FINITA

João Socorro Pinheiro Ferreira
Professor de Matemática da Universidade 

Federal do Amapá (UNIFAP)
Doutorando do Programa de Matemática 

Aplicada da Universidade Estadual de 
Campinas (UNICAMP)

http://lattes.cnpq.br/2283642558933703
https://orcid.org/0000-0002-3711-3602  

RESUMO: Este trabalho apresenta os 
resultados teóricos e práticos (aplicação) de 
como estabelecer a solução e a estabilidade 
de sistemas de EDO, por meio do Método de 
Diferença Finita (MDF), com base na fórmula 
centrada para a segunda derivada. Inicialmente 
são discutidas as condições de contorno, onde 
o valor da própria solução é especificado, 
são denominadas Condições de contorno de 
Dirichlet. Veremos que para estabelecer a 
convergência, devemos verificar se o sistema 
apresenta consistência e estabilidade, mas para 
isto ocorrer, o Erro de Truncamento Local (τ) e 
o Erro Global do espaço h devem ter acurácia 
(precisão) de segunda ordem no espaço, O(h2), 
tendo em vista que o problema aqui estudado 
está em uma única dimensão (direção).    
PALAVRAS-CHAVE: Consistência, Estabilidade, 
Convergência, LeVeque, Norma-2.

STATIONARY STATES OF INITIAL VALUE 
PROBLEMS WITH FINITE DIFFERENCE 

METHOD
ABSTRACT: This paper presents the theoretical 
and practical results (application) of how to 
establish the solution and stability of ODE 
systems, through the Finite Difference Method 
(FDM) based on the formula centered for the 
second derivative. Initially discussed the contour 
conditions, where the value of the solution itself is 
specified, are called Dirichlet Contour Conditions. 
We will see that to establish convergence, we 
must verify that the system has consistency and 
stability, but for this to occur, the Local Truncation 
Error and the Global Space (τ) Error h must have 
second-order accuracy (accuracy) in space, 
considering that the problem studied here is in a 
O(h2) single dimension (direction).
KEYWORDS: Consistency, Stability, Convergence, 
LeVeque, Norm-2.

1 |  INTRODUÇÃO
A presente proposta traz em seu bojo a 

resolução de um Problema de Valor Inicial (PVI), 
de segunda ordem, u"(x)=f(x), no intervalo (0,1), 
com as condições de contorno u(0) = ɑ e u(1) 
= β, , com a fonte de calor a função f(x)=x2 que 
está sendo desenvolvida no lado direito da 
EDO. A malha é uniforme, somente no espaço, 
com largura h=1/(m+1), em que m é o número 
de pontos na malha a serem utilizados. Quanto 
maior for o valor de m, menor será a largura 
da malha. Este processo é denominado de 
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refinamento da malha, com o intuito de diminuir o erro da aproximação Uj, para j=1,2,...,m.
O objetivo é apresentar aos estudantes quais os procedimentos necessários para 

solucionar o PVI, por meio do MDF e verificar a sua estabilidade.
Como se trata de uma solução numérica, é de suma importância a utilização de um 

aplicativo computacional e de uma planilha eletrônica, a fim de que se obtenha com mais 
rapidez os resultados procurados e neste caso, utilizamos o Wolfran Mathematica, Octave 
e o Excel.

A estrutura do trabalho está organizada em Fundamentação Teórica (revisão de 
literatura), Aplicação (um exemplo resolvido) e Considerações Finais. As discussões 
orbitam na verificação da estabilidade do sistema, utilizando-se diversas técnicas.   

2 |  FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA
Vamos primeiro considerar as equações diferenciais ordinárias (EDOs) que são 

colocadas em algum intervalo ɑ<x<b, junto com algumas condições de contorno em cada 
extremidade do intervalo. Os problemas considerados neste capítulo são geralmente 
problemas de estado estacionário em que a solução varia apenas com a coordenada 
espacial, mas não com o tempo.

Problemas de estado estacionário são frequentemente associados a algum problema 
dependente do tempo que descreve o comportamento dinâmico e o problema do valor 
fronteira ou contorno (PVC) de 2 pontos ou equação elíptica que resulta da consideração 
do caso especial em que a solução é estável no tempo, e, portanto, os termos derivados do 
tempo são iguais a zero, simplificando as equações.

2.1 A equação do calor 
Como um exemplo específico, considere o fluxo de calor em uma haste feita de 

algum material condutor de calor, sujeito a alguma fonte de calor externa ao longo de seu 
comprimento e algumas condições de contorno em cada extremidade. Se assumirmos que 
as propriedades do material, a distribuição inicial da temperatura e a fonte variam apenas 
com x, a distância ao longo do comprimento, e não através de qualquer seção transversal, 
então esperamos que a distribuição da temperatura, a qualquer momento, varie apenas 
com x e podemos modelar isso com uma equação diferencial em uma dimensão espacial. 
Desde que a solução possa variar com o tempo, designaremos u(x,t) como a temperatura 
no ponto x no tempo t, onde ɑ<x<b ao longo de algum comprimento finito da barra. A 
solução é então governada pela equação do calor

onde K(x) é o coeficiente de condução do calor, que pode variar com x, e ψ(x,t) é a 
fonte de calor (ou dissipador, se ψ < 0). 
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A equação (2.1) é frequentemente chamada de equação de difusão, uma vez que 
modela processos de difusão de forma mais geral, e a difusão de calor é apenas um 
exemplo. Presume-se que a teoria básica desta equação seja familiar ao leitor. Veja os 
livros específicos de EDP, como Kevorkian (2009) para uma dedução e mais introdução. 
Em geral, é extremamente valioso entender de onde vem a equação que se está tentando 
resolver, desde uma boa compreensão da física (ou biologia, etc.) é geralmente essencial 
para a compreensão do desenvolvimento e comportamento dos métodos numéricos para 
resolver a equação.

2.2 Condições de contorno
Se o material for homogêneo, então K(x)≡k é independente de x e a equação de 

calor (2.1) se reduz a

Junto com a equação, precisamos das condições iniciais,

e as condições de contorno, por exemplo, a temperatura pode ser especificada em 
cada extremidade,

Essas condições de contorno, onde o valor da própria solução é especificado, são 
chamadas Condições de Contorno de Dirichlet. Alternativamente, uma extremidade, ou 
ambas as extremidades, podem ser isoladas, no caso em que há fluxo de calor zero nessa 
extremidade e, portanto, ux=0 nesse ponto. Esta condição de fronteira, que é uma condição 
na derivada de u e não no próprio u, é chamada de Condição de Contorno de Neumann. 
Para começar, vamos considerar o problema de Dirichlet para (2.2) com as condições de 
contorno (2.3).

2.3 O problema do estado estacionário
Em geral, esperamos que a distribuição da temperatura mude com o tempo. No 

entanto, se ψ(x,t), ɑ(t) e β(t) são independentes do tempo, então podemos esperar que 
a solução eventualmente permaneça inalterada em momentos posteriores. Normalmente, 
haverá um tempo transitório inicial, como os dados iniciais u0(x) com uma abordagem u(x) 
(a menos que u0(x)≡ u(x)), mas se estivermos interessados apenas em calcular a solução 
de estado estacionário em si, então podemos definir ut=0 em (2.2) e obter um EDO em x 
para resolver para u(x):

Observação: ter duas condições de contorno não garante necessariamente que 
haja existência de uma solução única para uma equação geral de segunda ordem.
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O problema (2.4) e (2.5) são chamados de PVC de 2-pontos, uma vez que uma 
condição é especificada em cada um dos dois pontos finais do intervalo onde a solução é 
desejada. Se, em vez disso, dois valores de dados foram especificados no mesmo ponto, 
digamos, u(ɑ)=ɑ e u´(ɑ)=σ, e queremos encontrar a solução para t≥ɑ, então teríamos um 
Problema de Valor Inicial (PVI). 

Uma abordagem para calcular uma solução numérica para um problema de estado 
estacionário é escolher alguns dados iniciais e avançar no tempo usando um método 
numérico para EDP (2.2) dependente do tempo. No entanto, esta normalmente não é 
uma maneira eficiente de calcular a solução de estado estacionário se esta for tudo o que 
queremos. Em vez disso, podemos discretizar e resolver o PVC de 2-pontos dado por (2.4) 
e (2.5) diretamente. Este é o primeiro PVC que estudaremos em detalhes, começando na 
próxima seção. Neste estudo, não consideraremos alguns outros PVCs, incluindo os não 
lineares que são equações mais desafiadoras.

2.4 Um método de diferença finita simples
Como um primeiro exemplo de um método de diferença finita para resolver uma 

equação diferencial, considere a EDO de segunda ordem discutida acima,

com as seguintes condições de contorno

A função f(x) é especificada e desejamos determinar u(x) no intervalo0<x<1. Este 
problema é chamado de Problema de Valor de Contorno (PVC) de 2-pontos, uma vez 
que as condições de contorno são dadas em dois pontos. Este problema é tão simples 
que podemos resolvê-lo explicitamente (integrar f(x) duas vezes e determinar as duas 
constantes de integração para que as condições de contorno sejam satisfeitas)1, mas 
estudar métodos de diferenças finitas para esta equação simples irá revelar algumas das 
características essenciais de todas essas análises, particularmente a relação do erro global  
(E) com o erro de truncamento local (τ) e o uso de estabilidade ao fazer esta conexão.

Tentaremos calcular uma função de grade consistindo de valores U0, U1,..., Um, Um +1  

onde Ui é nossa aproximação para a solução u(xj). Aqui xj=jh, a distância entre os pontos da 
grade e h=1/(m+1) é a largura da malha. Das condições de fronteira sabemos que U0=ɑ e 
Um +1=β, e assim temos m valores desconhecidos U1,..., Um para calcular. Se substituirmos 
u"(x) in (2.6) pela aproximação da diferença centrada

então nós obtemos um conjunto de equações algébricas

1  Este PVI descrito entre parênteses encontra-se resolvido no Apêndice A deste artigo.



 
O fortalecimento do ensino e da pesquisa científica da matemática 2 Capítulo 19 243

Observe que a primeira equação (j=1) envolve o valor U0=ɑ e a última equação (j=m) 
envolve o valor Um+1=β. 

A partir da Equação (2.8), como forma introdutória de compreensão do que estamos 
estudando, vamos escrever algumas equações algébricas, para j=1,2,...,m:

Podemos organizar as equações (2.8a), sob a forma de um sistema linear com  
equações:

Para melhorar a compreensão e escrita matricial, vamos passar para o segundo 
membro do sistema acima os termos de U0 e Um+1: 

Temos um sistema linear de  equações para  incógnitas, que podem ser escritas na 
forma

onde U é o vetor das incógnitas U=[U1, U2,..., Um]T
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Este sistema linear tridiagonal não é singular e pode ser facilmente resolvido para U 
de qualquer lado direito F.

Vamos fazer uma pequena simulação com m=3, para escrever a matriz A e o vetor F. 
O valor de h=0,25, as condições de fronteira ɑ=0, β=1,  e a fonte de calor f(x)=x2:

A solução de (2.9) é o vetor U=A-1F. A inversa da matriz simétrica A é:

Quão bem U se aproxima da função u(x)? Nós sabemos que a diferença centrada 
a aproximação D2, quando aplicada a uma função suave conhecida u(x), dá uma segunda 
ordem de aproximação precisa para u"(x). Mas aqui estamos fazendo algo mais complicado 
– sabemos os valores de u" em cada ponto e estamos calculando todo um conjunto de 
valores discretos U1,..., Um com a propriedade de que a aplicação de D2 a esses valores 
discretos dá o valor desejado f(xj). Embora possamos esperar que este processo também 
forneça erros que são O(h2) (e na verdade, é verdade), isso certamente não é óbvio.

Primeiro, devemos esclarecer o que queremos dizer com o erro nos valores discretos 
U1,..., Um em relação à verdadeira solução u(x), que é uma função. Uma vez que Uj é 
suposta aproximação de u(xj), é natural usar os erros pontuais Uj-u(xj). Se denominarmos 
Û seja o vetor de valores verdadeiros

então o vetor de erros global E é definido por
E = U - Û
contém os erros em cada ponto da grade.
Nosso objetivo agora é obter um limite para a magnitude desse vetor, mostrando 

que ele é O(h2) quando h→0. Para medir a magnitude deste vetor, devemos usar alguma 
norma, por exemplo, a norma máxima

Este é apenas o maior erro no intervalo. Se pudermos mostrar que llEll∞=O(h2), 
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então segue que cada erro pontual também deve ser O(h2).
Outras normas são frequentemente utilizadas para medir as funções da grade, seja 

porque são mais apropriadas para um determinado problema ou simplesmente porque são 
mais fáceis de vincular, uma vez que algumas técnicas matemáticas funcionam apenas com 
uma norma particular. Outras normas que frequentemente são usadas   incluem a norma-1

e a norma-22

Observe o fator h que aparece nessas definições. Consulte o Apêndice A (LeVeque, 
2007, p. 245) para uma análise mais completa discussão das normas da função de grade 
e como elas se relacionam com as normas vetoriais padrão.

Agora, vamos voltar ao problema de estimar o erro em nossa solução de diferença 
finita ao PVC obtido resolvendo o sistema (2.9). A técnica que usaremos é absolutamente 
básica à análise de métodos de diferenças finitas em geral. Envolve duas etapas principais. 
Nós primeiro calcularemos o erro de truncamento local (LTE) do método e em seguida, 
usaremos alguma forma de estabilidade para mostrar que o erro global pode ser limitado 
em termos de LTE.

O erro global simplesmente se refere ao erro U-Û que estamos tentando limitar. O 
LTE se refere ao erro em nossa aproximação de diferença finita de derivadas e, portanto, é 
algo que pode ser facilmente estimado usando as expansões da série de Taylor, como no 
Anexo A. A estabilidade é o ingrediente mágico que nos permite ir a partir desses facilmente 
calculados limites o erro local às estimativas que realmente queremos para o erro global. 
Vamos olhar para cada um deles por sua vez.

2.5 Erro Local de Truncamento (LTE)
O LTE é definido substituindo Uj pela solução verdadeira u(xj) na fórmula (2.8) 

de diferença finita. Em geral, a verdadeira solução u(xj) não vai satisfazer esta equação 
exatamente e a discrepância é o LTE, que denotamos por :

para j=1,2,...,m. Claro, na prática, não sabemos qual é a verdadeira solução u(x) 
é, mas se assumirmos que é suave, então pelas expansões da série de Taylor (1.5a) (ver 
Anexo A), sabemos que

Cancelar os termos simétricos 2u(xj) e -2uj:

2  Também denominada de Norma Euclidiana.
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Dividir por h2: 

Usando nossa equação diferencial original (2.6), isso se torna

Embora u'''' em geral seja desconhecida, é alguma função fixa (constante) 
dependente de h, e assim τj=O(h2) quando h→0.

Por exemplo, para a função u(x)= +x, a sua quarta derivada é u""(x)=2, que é uma 
função constante, então a sua função erro de truncamento é

confirmando que o ETL tem acurácia de segunda ordem quando h→0. 
Se definirmos ser o vetor τ com componentes τj, então

onde o Û é o vetor da solução verdadeira (2.11), e assim

2.6 Erro global
Para obter uma relação entre o erro local e o erro global E=U-Û, nós subtraímos 

(2.14) de (2.9) que define U, obtendo

Demonstração:

Esta é simplesmente a forma matricial do sistema de equações

com as condições de limite

uma vez que estamos usando os dados de contorno exatos U0=ɑ e Um+1=β.
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Um exemplo para m=3:

para h=0.25 e τ(xj)=0.010417, para j=1,2,3:

E o vetor erro global é:

Nós vemos que o erro global satisfaz um conjunto de equações de diferenças finitas 
que tem exatamente a mesma forma que nossas equações de diferença originais para U, 
exceto que o lado direito é dado por -τ em vez de F.

A partir disso, deve ficar claro por que esperamos que o erro global seja 
aproximadamente da mesma magnitude que o erro local. Podemos interpretar o sistema 
(2.15) como uma discretização da EDO

com as seguintes condições de contorno

Desde que τ≈ h2u""(x), integrar duas vezes mostra que o erro global deve ser 
aproximadamente

e, portanto, o erro deve ser O(h2).
Por exemplo, para u(x)= +x a segunda derivada é u"(x)=x2. O valor de u"(0)=0 e 
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u"(1)=1. Substituindo-os na equação acima, tem-se:

Se h→0, então e(x)→0.
Portanto, a Equação (2.16a) é a função do erro global para u(x)= +x.

2.7 Estabilidade
O argumento acima não é totalmente convincente porque estamos contando com 

a suposição que resolver as equações de diferença dá uma aproximação decente para a 
solução das equações diferenciais subjacentes (na verdade, o inverso agora, que a solução 
para o diferencial da equação (2.16) dá uma boa indicação da solução para as equações 
de diferença (2.15)). Uma vez que é exatamente essa suposição que estamos tentando 
provar, o raciocínio é bastante circular.

Em vez disso, vamos olhar diretamente para o sistema discreto (2.15), que iremos 
reescrever no formato

onde o expoente  indica que estamos em uma grade com espaçamento de malha h. 
Isso serve como um lembrete de que essas quantidades mudam à medida que refinamos a 
grade. Em particular, a matriz Ah é uma matriz mxm com h=  de modo que sua dimensão 
cresce à medida que h → 0.

Seja (Ah)-1 a inversa da matriz. Então a solução do sistema (2.17) é

e cuja norma é

Sabemos que llτhll=O(h2) e esperamos que o mesmo seja verdade para llEhll. É claro 
o que precisamos para que isso seja verdade: precisamos que ll(Ah)-1ll seja limitado por 
alguma constante independente de h como h → 0:

ll(Ah)-1ll≤C, para todo h suficientemente pequeno.
Então teremos

e assim llEhll vai para zero pelo menos tão rápido quanto llτhll. Isso motiva a seguinte 
definição de estabilidade para Problemas de Valor de Contorno (BVPs) lineares.

Definição 2.1. Suponha que um método de diferença finita para um PVC linear dê 
uma sequência de equações matriciais da forma AhUh=Fh, onde h é a largura da malha. 
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Dizemos que o método é estável se (Ah)-1 existir para todo h suficientemente pequeno (para 
h < h0, digamos) e se existe uma constante C, independente de h, de modo que

2.8 Consistência
Dizemos que um método é consistente com a equação diferencial e as condições 

de contorno se

Isso simplesmente diz que temos uma discretização sensata do problema. 
Normalmente llτhll=O(hp) para algum inteiro p>0, e então o método é certamente consistente.

2.9 Convergência
Um método é considerado convergente se llEhll→0 quando h→0. Combinando as 

ideias apresentadas acima chegamos à conclusão de que

Isso é facilmente provado usando (2.19) e (2.20) para obter o limite

Embora isso tenha sido demonstrado apenas para o BVP linear, de fato, a maioria 
das análises de métodos de diferenças finitas para equações diferenciais segue essa 
mesma abordagem de duas camadas, e a afirmação (2.21) às vezes é chamada de 
teorema dos métodos de diferenças finitas. Na verdade, como nossa análise acima indica, 
isso geralmente pode ser reforçado para dizer que

O(hp) erro local de truncamento + estabilidade ⇒ O(hp) erro global.               (2.22)
A consistência (e a ordem de precisão) geralmente é a parte mais fácil de verificar. 

Verificando a estabilidade é a parte difícil. Mesmo para o BVP linear que acabamos de 
discutir, não está claro como verificar a condição (2.19), uma vez que essas matrizes se 
tornam maiores à medida que h→0. Para outros problemas, pode até não estar claro como 
definir estabilidade de maneira apropriada. Como veremos, existem muitas definições 
de “estabilidade” para diferentes tipos de problemas. O desafio de analisar métodos 
de diferenças finitas para novas classes de problemas, muitas vezes, é encontrar uma 
definição apropriada de “estabilidade” que permite provar a convergência usando (2.21) 
ao mesmo tempo que é suficientemente gerenciável para que possamos verificar se ela 
é válida para métodos específicos de diferenças finitas. Para EDPs não lineares, isso 
frequentemente deve ser ajustado para cada classe particular de problemas e conta com a 
teoria matemática existente e técnicas de análise para esta classe de problemas.

Quer se tenha ou não uma prova formal de convergência para um determinado 
método, é sempre boa prática para verificar se o programa de computador está apresentando 
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comportamento convergente, na taxa esperado. O Apêndice A (LeVeque, 2007) contém 
uma discussão de como o erro nos resultados calculados pode ser estimado.

2.10  Estabilidade na norma-2
Voltando ao PVC no início do trabalho, vamos ver como podemos verificar a 

estabilidade e daí a precisão de segunda ordem. A técnica usada depende da norma que 
desejamos considerar. Aqui, vamos considerar a norma-2 e ver que podemos mostrar a 
estabilidade explicitamente ao calcular os valores próprios e os vetores próprios da matriz 
A. 

Uma vez que a matriz A em (2.10) é simétrica, a norma-2 de A é igual ao seu raio 
espectral (ver Seção A.3.2 e Seção C.9, de LeVeque (2007)):

(Observe que p se refere ao p-ésimo valor próprio da matriz. Os sobrescritos 
(expoentes) são usados para indexar os autovalores e autovetores, enquanto os subscritos 
(índice) no autovetor abaixo referem-se a componentes do vetor.)

A matriz A-1 também é simétrica e os autovalores de A-1 são simplesmente os 
inversos dos valores próprios de A, então

Então, tudo o que precisamos fazer é calcular os valores próprios de A e mostrar 
que eles são limitados longe de zero quando h → 0. Claro que temos um conjunto infinito 
de matrizes Ah a considerar, quando h varia, mas como a estrutura dessas matrizes é 
tão simples, podemos obter uma expressão geral para os autovalores de cada Ah. Para 
problemas mais complexos, podemos não ser capazes de fazer isso, mas vale a pena 
examinar em detalhes esse problema, porque geralmente se considera problemas de 
modelo para os quais tal análise é possível. Também precisaremos saber esses valores 
próprios para outros propósitos quando discutirmos as equações parabólicas no Capítulo 
9 (LEVEQUE, 2007). (Consulte também a Seção C.7 para expressões mais gerais para os 
valores próprios de matrizes relacionadas.) 

Vamos agora nos concentrar em um valor particular de h=1/(m+1) e eliminar o 
expoente (sobrescrito) h para simplificar a notação. Então os m autovalores de A são dados 
por

O autovetor up correspondente ao λp tem componentes up
j para j=1,2,...,m, através 

de 



 
O fortalecimento do ensino e da pesquisa científica da matemática 2 Capítulo 19 251

Isto pode ser verificado checando que Aup=λpup. A j-ésima componente do vetor Aup 
é

Observe que para j = 1 e j = m, o j-ésimo componente de Aup parece um pouco 
diferente (o up

j-1 ou up
j+1 acima o termo está faltando), mas a forma acima e as manipulações 

trigonométricas ainda são válidas, desde que definamos

como é consistente com (2.24). De (2.23), vemos que o menor autovalor de A (em 
magnitude) é (nesta dedução, foi utilizada a expansão da série de Taylor para o cosseno, 
conforme está registrado no Apêndice B, deste artigo, na Equação B.1)

Isso é claramente limitado a zero como h → 0, e assim vemos que o método é 
estável na norma-2. Além disso, obtemos um limite para o erro com isso:

Desde que , esperamos . A 
norma-2 da função ƒ" aqui significa a norma da função de grade desta função avaliada nos 
pontos discretos , embora isso seja aproximadamente igual à norma do espaço de funções 
de ƒ" definida usando (A.14, de LeVeque (2007)).

Observe que o autovetor (2.24) está intimamente relacionado à autofunção do 
correspondente operador diferencial . As funções 

satisfazer a relação

com autovalor . Essas funções também satisfazem up(0)=up(1)=0, 
e portanto, são autofunções de  em [0,1] com condições de contorno homogêneas. 
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A aproximação discreta para este operador dada pela matriz A tem apenas m autovalores 
em vez de um número infinito, e os autovetores correspondentes (2.24) são simplesmente 
os primeiros m autofunções de  avaliado nos pontos da grade. O autovalor λp não é 
exatamente o igual a up, mas pelo menos para pequenos valores de p é quase o mesmo, 
uma vez que a série de Taylor expansão do cosseno em (2.23) dá

Essa relação será ilustrada posteriormente quando estudarmos métodos numéricos 
para a equação do calor (2.1).

Com o intuito de uma melhor compreensão do que foi estudado nesta Seção 2, 
vamos aplicar os conhecimentos adquiridos em um exemplo prático, como comumente é 
apresentado nos livros acadêmicos e na vida prática, quando o profissional está atuando 
no mercado de trabalho.

3 |  APLICAÇÃO
Sejam o PVC

e uma discretização do domínio em uma malha uniforme com m+2 pontos, com h=1/
(m+1) e xj=jh. Aproximando esta equação em um ponto xj com base na fórmula centrada 
para a derivada segunda, temos o conjunto de equações algébricas3

com os valores U0=ɑ e Um+1=β prescritos.
a) Este método de diferenças finitas pode ser escrito como um sistema linear

com a matriz dos coeficientes , o termo independente F  e o 
vetor de incógnitas U . Apresente a matriz A e o vetor F, discutindo a existência e a 
unicidade de solução do sistema (3.3).

b) Defina os conceitos de consistência, estabilidade e convergência para o método 
(3.3).

c) Sabendo que os  autovalores da matriz A em (3.3) são dados por4

Mostre que o método (3.3) é estável e convergente na norma-2, determinando sua 
ordem.

3 Conforme estudado à Equação (2.8).
4 Consulte a Equação (2.23).
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3.1 Solução do Item a)
A dedução da matriz A se encontra na Seção 2.4, com as devidas justificativas nas 

Equações (2.8a), (2.8b), (2.8c) e (2.8d), onde de forma construtiva é deduzido o sistema 
(2.9). A matriz A e o vetor F estão descritos na Equação (2.10).

Este sistema linear tridiagonal não é singular e pode ser facilmente resolvido para U 
de qualquer lado direito F.

3.2 Solução do Item b)

3.2.1 Consistência

Está definida na Seção 2.8. A norma do ETL elevado ao passo  tende a zero quando  
tende a zero, conforme a Equação (2.20). Simbolicamente:

3.2.2 Estabilidade

A estabilidade está relacionada aos erros de truncamento local (τ) e o erro global 
(E=U-Û), devendo haver uma limitação do E por τ. 

Na Definição 2.1, estabelece que a solução do sistema AhUh=Fh, deva satisfazer a 
Equação (2.19):  

Então, a estabilidade está relacionada em limitar o erro global pelo erro de 
truncamento local:

3.2.3 Convergência

Ou seja,

  Consistência + estabilidade ⇒ Convergência.
A convergência está definida na Seção 2.9. Combinando (2.19) com (2.20):

3.3 Solução do Item c)
A Seção 2.10, contém as definições de estabilidade na norma-2. 
Uma vez que a matriz A de (2.10) é simétrica, a norma-2 de A é igual ao seu raio 



 
O fortalecimento do ensino e da pesquisa científica da matemática 2 Capítulo 19 254

espectral.

e 

Com isto, basta fazermos algumas simulações computacionais para determinar os 
autovalores e verificar aquele que tem o maior valor absoluto – que será o raio espectral e 
a norma-2 da matriz A.

3.4 Exemplo
Como forma de esclarecer alguns pontos importantes sobre consistência, estabilidade 

e convergência, vamos resolver um exemplo, com os seguintes dados: 
, para a EDO de segunda ordem abaixo:

A solução exata de (3.5) para as condições iniciais u(0)=0 e u'(0)=1 é a função

 

Tabela 3. 1 – Valores numéricos de 

Fonte: elaborada pelo autor.

Com os dados da Tabela 3.1, vamos escrever o seguinte sistema, com base em 
(2.8d):
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A matriz A é a matriz simétrica seguinte:

As normas da matriz A, são:
, neste caso, como j fixo e i variando, temos que a 

norma-1, é a soma dos elementos absolutos por coluna (soma máxima da coluna).
, agora, como i fixo e j variando, temos que a 

norma-2, é a soma dos elementos absolutos por linha 
, que é o raio espectral da matriz A.

A inversa da matriz A é:       

As normas são:

O número de condicionamento5 da matriz A é determinado por:

Neste exemplo:

5 O condicionamento de um sistema linear é um conceito relacionado à forma como os erros se propagam dos dados de 
entrada para os dados de saída. No contexto de um sistema linear AU=F, temos que a solução U depende dos dados 
de entrada F..
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O menor número de condicionamento é o da norma-2.
O número da condição desempenha um papel na taxa de convergência de muitos 

métodos iterativos para resolver um sistema linear com a matriz A. Dentre os três calculados, 
o menor é o da norma-2.

O vetor das incógnitas é determinado por U=A-1F:

O erro global é determinado por: E=U-Û. Com os dados da Tabela 3.1 e do vetor 
(3.8), temos:

A norma-máxima6 do erro global é:

Este é apenas o maior erro no intervalo. Se pudermos mostrar que llEll∞=O(h2), 
então segue que cada erro pontual também deve ser O(h2).

. Dividindo-se a norma-máx por h2, temos 
que, llEll∞=7.5h2, cuja precisão é O(h2).  

A norma-17 do erro global é determinada por:

A norma-2:

6 No Mathematica, o comando é o seguinte: , porém como a letra E está reservada à constante de Euler, então tivemos 
que acrescentar o G, e o comando passou a ser: Norm[EG, Infinity].
7 No MATLAB, o comando é: h*norm(E,1); no Mathematica, o comando é h*Norm[EG, 1].
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=4.44x10-2=4.44h2, logo a precisão da norma-2 é de segunda ordem, O(h2).
O erro global para cada xj é determinado pela função (2.16a), que é uma função 

quadrática com máximo global em xj =0.5, sendo assim, existem dois intervalos: um de 
crescimento e outro de decrescimento, fazendo com que e(x)→0 quando h→0, somente no 
segundo intervalo.

As normas 1 e 2, do erro global é calculada a partir das informações da Tabela 3.2:

Tabela 3. 2 – Cálculo da norma-2 do erro global, para h=0.1.

Fonte: elaborada pelo autor.

O ETL é determinado pela Equação (2.13). A segunda derivada de (3.6) é:

e a quarta derivada é:

Substituir (3.9) e (3.10) na Equação (2.13), temos:

Cancelar  com - : 

e a precisão O(h2) e assim τj=O(h2) quando h → 0.
O vetor erro de truncamento local τ é:

Assim,
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A estabilidade é determinada pela Equação (2.17), cuja solução é

Devemos observar que se calcularmos a norma do erro global (3.14), nós vamos ter 
a considerar a condição (2.18). 

Com o auxílio do Mathematica8, nós obtemos a norma de Eh e a de τh, que são 
respectivamente, 6.43974 e 5.45579. Dividir a primeira pela segunda, temos o valor de C:

Sendo assim, a norma de -(Ah)-1 deverá ser menor ou igual a C, para que o sistema 
seja estável. 

A norma de -(Ah)-1, calculada com o auxílio do Octave9 é:

que é menor de que C. Portanto, o sistema da EDO (3.5) é estável.
A consistência é verificada tomando como parâmetro o erro de truncamento local (τ) 

em relação a variação de h, tendendo a zero. Por isso, vamos fazer algumas simulações 
com h=o.1,0.05,0.025,0.0125 e 0.0625 para verificar o que acontece. Não devemos 
esquecer que os resultados devem obedecer a Equação (2.20): 

A quarta derivada da função (3.6) é função constante:

Na Tabela 3.2, vamos verificar se a solução é consistente, utilizando a Equação 
(2.20):

Utilizando-se da norma-2, temos a relação da quarta derivada de  ser numericamente 
igual a segunda derivada de ƒ, por isso, vamos utilizar a expressão a seguir para verificar 
a convergência da solução do PVI.    

8 Respectivamente, Norm[EG^h, 1] e Norm[ETL^h, 1].
9 norm(-inv(Ah))
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A norma-2 para o vetor τh
j é medida por: 

Tabela 3. 3 – Estudo da consistência do erro de truncamento local em função de h.

Fonte: elaborada pelo autor.

Como a quarta derivada de u(x) é constante, então o τh
j é o mesmo para j=1,...,9. A 

norma-2, é a raiz quadra do somatório da última coluna da Tabela 3.3:

O(hp) erro de truncamento local + estabilidade ⇒ O(hp) erro global.            

Como a matriz A, Equação (3.7), é simétrica, podemos analisar a estabilidade na 
norma-2, calculando os autovalores com a Equação (2.23) para p=1,2,...,9 e em seguida 
verificando se atende a definição:
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Tabela 3. 4 – Autovalores e autovetores para estabilidade na Norma-2.

Fonte: elaborada pelo autor.

De acordo com as informações da Tabela 3.3, o raio espectral da matriz A, tomando 
como base a Equação (3.7), é o seguinte:

Então, tudo o que precisamos fazer é calcular os valores próprios de A e mostrar 
que eles são limitados longe de zero quando h → 0. Portanto, de acordo com os valores 
da Tabela 3.3, a medida que h → 0, vimos que ρ(A) cresce até limitar-se a 390.2212 e com 
isto, o sistema é estável nesta região circular. 

  

4 |  CONSIDERAÇÕES FINAIS
Se você percebeu, iniciamos estudando sobre PVC de 2-pontos, com as condições 

de fronteira de Dirichlet, porém como forma de verificar ou estudar qualitativamente a 
estabilidade de um sistema, consideramos um PVI, em que as condições iniciais só ocorrem 
em x0=0. Ambos, requerem grande conhecimento sobre normas de vetores e de matrizes, 
para se estabelecer se o erro global (E) é limitado pelo erro de truncamento local (τ).  

Com os fundamentos apresentados na Seção 2, pudemos estudar a consistência 
(llτhll→0 quando h→0), a estabilidade (llEhll→0quando h→0 e a convergência da solução 
de um PVI por meio do MDF, onde constatamos que a estabilidade está relacionada com 
os erros Global e Truncamento Local.

De uma maneira geral, precisamos mostrar que erro global é limitado em termos 
do erro local, por uma constante C, tal que , ou seja, a norma do 

No Exemplo da Subseção 3.4, utilizamos m=9 e realizamos um estudo completo 
com base no referencial teórico, e calculamos o condicionamento da matriz A, que é igual 
a 50. O ideal seria refinar a malha aumentando o valor de m, na esperança de que daria 
um bom condicionamento para a matriz A e os resultados num todo seriam satisfatórios.

Mas não é só o condicionamento da matriz A que determina a estabilidade, mas um 
conjunto de normas, medidas ou distância dentre um conjunto de valores ou elementos de 
um vetor erro. Como vimos, na subseção 3.4, o PVI é estável para m=9, por atender as 
definições de estabilidade, consistência e consequentemente convergência, conforme os 
resultados obtidos nas Equações (2.16a), (2.18), (3.11a), (3.15), (2.19) e (2.20)

Neste caso, deixamos como proposta implementar um algoritmo para um m>0, positivo 
e fazer simulações computacionais aumentando os valores de m e consequentemente se 
h→0. 
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APÊNDICE A – RESOLUÇÃO DO PVI , u''(x)=x2, u(0)=0 e u'(0)=1
Para resolver este PVI vamos integrar duas vezes a EDO:

Para determiner as constantes c1 e c2, vamos utilizer as condições iniciais.

A primeira derivada de (A.1), é:

A primeira derivada em x0=0 é:

Portanto, a solução da EDO para as condições iniciais dadas é:

  

APÊNDICE B – EXPANSÃO DA SÉRIE DE TAYLOR PARA O COSSENO

Para x=πh, temos:

http://sgpwe.izt.uam.mx/files/users/uami/mlss/documentos/LeVequeRJ.pdf
http://sgpwe.izt.uam.mx/files/users/uami/mlss/documentos/LeVequeRJ.pdf
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ANEXO A – EXPANSÃO DA SÉRIE DE TAYLOR 

Expansão de (1.5a) para h=0.1:
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