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INTRODUCTION

The new coronavirus pandemic took everyone by surprise. Suddenly, at the
beginning of 2020, we had to change our life and professional routines and adapt to a “new
normal”, where social distancing was put as the main measure to stop the spread of the
disease. Several economic segments of society, in the hands of what was put by the health
authorities, needed to rethink their activities.

The social, political and cultural context, as highlighted by Silva, Nery and Nogueira
(2020), has demanded very particular issues for society. This, in a way, has led managers to
look at training spaces with different eyes. Society has changed, in this scenario of inclusion,
technology and a “new normal”; with this, it is important to pay attention to training spaces,
in a dialogical movement of (re)thinking the different ways of doing science. Research,
in the meantime, has become an important place to broaden the view on the numerous
problems, especially with regard to mathematical knowledge (SILVA; OLIVEIRA, 2020).

In this complex and plural society that Mathematics subsidizes the bases of
reasoning and the tools to work in other areas; it is perceived as part of a movement of
human and historical construction and it is important to help in the understanding of the
different situations that surround us and the countless problems that are unleashed daily. It
is important to reflect on all of this and understand how mathematicians and the humanistic
movement made possible by their work happen.

Teaching Mathematics goes far beyond applying formulas and rules. There is
a dynamic in its construction that needs to be noticed. It is important, in the teaching
and learning processes of Mathematics, to prioritize and not lose sight of the pleasure
of discovery, something peculiar and important in the process of mathematizing. This, to
which we referred earlier, is one of the main challenges of the mathematician educator, as
D’Ambrésio (1993) asserts. In this sense, the book “Cutting-edge research in mathematics
and its applications ” was born: as allowing the different research experiences in Mathematics
to be presented and constituted as a training channel for those interested. Here we have
gathered articles by authors from different countries.

We hope that this work, in the way we organize it, awaken provocations, concerns
and reflections in the readers. After this reading, we can look at Mathematics with different

eyes. We therefore wish you a good read.

Américo Junior Nunes da Silva
André Ricardo Lucas Vieira
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RESUMEN: Esta comunicacion tiene por objeto
mostrar los resultados obtenidos en el trabajo
final de graduacion de Magister en Didactica
de la Matemética el cual consistio en un estudio
de las dificultades, los obstaculos y los errores
en dos grupos de estudiantes de Ultimo afio de
Pedagogia en matematica de dos universidades
chilenas con respecto al infinito. Para tal efecto se
aplicd un instrumento con diferentes problemas
en los que estd involucrado dicho objeto
matematico. Los principales resultados obtenidos
demuestran una fuerte tendencia de reconocer
solo el infinito potencial, especialmente en
situaciones en las que el infinito en lo pequefio se
manifiesta. Por otro lado, se reconoce el obstaculo
epistemologico de la intuicibn geométrica en los
procesos infinitos de divisibilidad y en la nocién de
limite. Ademas, emergen obstaculos asociados
a la generalizacion de las propiedades de los
procesos finitos a los infinitos y a considerar el
valor de un limite como una aproximacion.

PALABRAS CLAVE: Infinito potencial, infinito
actual, obstaculo epistemologico, divisibilidad
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infinita, nocion de limite.

ABSTRACT: This communication aims to show
the results obtained within the Master’s Degree
in Mathematics’ Didactics final graduation
work, which consisted in a study of the
difficulties, obstacles and errors in two groups of
Mathematics’ Pedagogy senior students from two
Chilean universities in regard to infinity. To reach
such purpose, an instrument was applied with
different problems in which said mathematical
object is involved. The main results obtained
show a strong tendency to recognize only the
potential infinity, particularly in situations where
infinity in the small manifests. On the other
hand, there is a reckoning of the epistemological
obstacle of geometric intuition in the infinite
processes of divisibility and in the notion of limit.
Additionally, obstacles emerge associated both
with the generalization of the properties of finite
processes to infinity and with the consideration of
the value of a limit as an approximation.
KEYWORDS: Potential infinity, actual infinity,
epistemological obstacle, infinite divisibility,
notion of limit.

11 INTRODUCCION

La incorporacion del concepto infinito en
el curriculo escolar presenta una caracteristica
singular, no se define ni se ensefia a trabajar
con él. En este sentido es que se plantea la
problemética que genera el concepto de infinito
en la ensefianza tanto escolar como universitaria
ya que aparece como un saber transparente u
objeto paramatematico y que dicha problematica
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se acentla con la existencia de diferentes concepciones para el infinito: una concepcion
potencial y una concepcidn actual, contradictorias entre ellas, que hace que los estudiantes
presenten una serie de obstaculos, especialmente con esta ultima (Garbin, 2005).

A partir de lo planteado anteriormente es que surge la necesidad de describir las
dificultades, errores y obstaculos que puedan evidenciar los estudiantes de Gltimo afio de
Pedagogia en matemética con respecto al infinito y asi tener una idea de cuales son sus

nociones respecto de este objeto matematico previo a su desempenfio profesional.

21 ANTECEDENTES HISTORICOS

En el desarrollo histérico de la idea de infinito es posible distinguir tres etapas, que
segun Crubellier (1994) permite definir tres tipos de infinito.

En la primera etapa se tiene el infinito de Platdn y Aristoteles, que es un principio
indefinible. En esta etapa especial interés presentan las paradojas de Zenén de Elea (s. V
a.C.) quien mediante la reduccion al absurdo argumentaba la imposibilidad del movimiento
lo cual negaba la aceptacion del infinito actual.

La segunda etapa corresponde al infinito de la Edad Media en donde se consideraba
el infinito como propiedad exclusiva de Dios. En esta época el mismo Galileo rechaza la idea
de infinito por considerarla que atenta contra la raz6n humana y realiza consideraciones
geométricas en donde presenta un infinito que contradice la nocion de Euclides que el todo
es mayor que sus partes.

En la tercera etapa se tiene el infinito de los matematicos. En este periodo Karl
Weierstrass (1815 - 1897) traduce el concepto de limite a través de la notaciéon €- & que
conocemos hoy en dia y posteriormente Cantor, a finales del siglo XIX, desarrolla su teoria
formal sobre el infinito actual y define conjunto infinito numerable y no numerable mediante
una extension de la nocion de cardinalidad la cual consiste en la busqueda de una biyeccion
adecuada como método de prueba de coordinabilidad conjuntista.

31 ESTADO DEL ARTE

Este concepto va ligado a una gran cantidad de temas habituales en la ensefanza
matematica tales como en las nociones de numero real, serie, limite, fractal, etc. Sin
embargo, desde hace ya varias décadas, con el desarrollo de estudios en educacién
matematica, varios autores, como Sierpinska (1985) y Artigue (1995), entre otros, han
observado que la nocién de infinito es por lo general contradictoria en los estudiantes y
que éstos encuentran muchas dificultades para su conceptualizacion cuando se enfrentan
con conceptos que la involucran. En este sentido establecer una definicién conceptual del
infinito no es trivial y presenta problemas adicionales que no es posible obviar (Tall y Vinner,
1981).

Por otro lado la doble vertiente historica infinito potencial v/s infinito actual implica
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una coleccién de representaciones asociadas a ambas nociones, dinamico v/s estético,
indefinido v/s definido, inabarcable v/s abarcable, etc. que a la vez que lo enriquecen
suponen importantes obstaculos didacticos y epistemologicos (Cornu, 1991) en el camino
de su comprension. De esta manera investigadores como Tall (2002) y Montoro (2005)
plantean que la nocion de infinito matematico no es intuitiva, y mucho menos puede ser
aprendida por la experiencia sensible, sino que se requiere de contextos educativos que
favorezcan la reflexion matematica a través de intervenciones de ensefianza especificas y
sostenidas. Otro aspecto tiene que ver con la generalizacion al considerar las propiedades
de conjuntos finitos en los conjuntos infinitos, por ejemplo ®+e=0 en donde se cree estar
considerando procesos de sumar infinitos o que % es una cantidad numérica cuando en
realidad lo que se esta aplicando es el limite de una funcién y en donde el resultado no es
una magnitud sino un proceso acabado. Este hecho lo destaca Hitt (2013) al mencionar las
dificultades que existen, aun entre los profesores de matematica, en la construcciéon del
concepto de limite.

Es decir, el aprendizaje del concepto infinito presenta dificultades y esto se debe
fundamentalmente al obstaculo epistemologico presente, obstaculo el cual tiene dos
elementos que lo caracterizan: la persistencia y la resistencia que hacen que el paso
del infinito potencial al actual sea dificil de lograr (Mena J, Mena A, Montoya, Morales,
Parraguez, 2015).

41 PROBLEMATICA Y OBJETIVOS DE LA INVESTIGACION

La problematica de investigacién que se plantea es que el infinito es uno de los
obstaculos mas dificiles de superar en la ensefianza de las matematicas y que esta situacion
hace crisis en el momento de enfrentar los conceptos formales del Calculo y el Analisis
Matematico fundamentalmente debido a la tension dialéctica de lo potencial y actual.

En este sentido es que el objetivo general de esta investigacion consistié en identificar
errores, dificultades y obstaculos asociados al infinito en profesores de matematica en
formacion al término de su ensefianza universitaria y los tres objetivos especificos que
ayudaron a lograr lo anterior fueron: (1) Analizar las nociones emergentes referidas
al infinito potencial y al infinito actual planteadas en distintos ambitos matematicos, (2)
Describir las percepciones de los estudiantes respecto de las sumas infinitas y (3) Describir
la emergencia de algunos obstaculos epistemolbgicos del concepto de limite derivados de
la problematica propia del infinito.

51 MARCO REFERENCIAL

El marco referencial utilizado consiste de una adaptacion de la tipologia de
dificultades, obstaculos y errores propuesto por Martin Socas (1997). Para lograr lo anterior
se incorporaron nuevas categorias respecto de las dificultades en la transicion del Algebra
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al Calculo dada por Artigue (1998) y la tipologia de obstaculos epistemolégicos relativos a
la nocion de limite levantada por Sierpinska (1994). En definitiva, el marco referencial (ver
Figura 1) contempla las siguientes categorias:

D1: Dificultades asociadas la dificultad de los objetos matematicos.

D2: Dificultades asociadas a la conceptualizacion de la nocion de limite. Esta
categoria se concreta en los siguientes cuatro obstaculos epistemologicos:

O1: Limite como barrera infranqueable o como Gltimo término de un proceso.

02: Sobre-generalizacion de las propiedades de los procesos finitos a los
procesos infinitos.

0O83: La fuerza de una geometria que impide identificar claramente los objetos
involucrados en el proceso de limite.

O4: Asociar el paso al limite con un movimiento fisico, con una aproximacion.

Es decir, la categoria D2 se relaciona con su obstaculo y se denota por D2-O1, D2-
02, D2-03 o0 D2-04 segun sea el caso.

D3: Dificultades asociadas a los procesos de pensamiento matematico.
0O5: Confiar en engafiosas experiencias intuitivas.

Err1: Errores que tienen su origen en un obstaculo. También esta categoria se da
asociada con su obstaculo Err1-O segun sea el caso.

Err2: Errores debido a las caracteristicas propias del Andlisis Matematico.

Err3: Errores de procedimientos.
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Figura 1. Esquema general del marco referencial adaptado

61 MARCO METODOLOGICO

La metodologia de este trabajo es de caracter cualitativo con un disefio descriptivo
y exploratorio. Es de tipo cualitativo pues su objetivo es describir, comprender e interpretar
los fenbmenos, a través de las percepciones y significados producidos por las experiencias
de los participantes. Es descriptivo porque busca especificar caracteristicas y tendencias
de un grupo detallando como se manifiestan y es exploratorio pues su valor radica en
que permite identificar conceptos o variables promisorias y establecer prioridades para
investigaciones futuras (Hernandez et al., 2014).

En este sentido las unidades de analisis correspondieron a las producciones de
estudiantes en formacion de profesores de matemética. Especificamente esta investigacion
fue realizada en dos universidades chilenas con un total de 12 estudiantes, seis de cada
una, que cursaban el ultimo afio de su carrera. Se aplicé un instrumento con diferentes
situaciones y problemas en los que esta involucrado el infinito. Posteriormente se realizaron
entrevistas para aclarar algunas de las producciones de los estudiantes y finalmente se

realizd un andlisis de tales producciones de acuerdo al marco referencial.

Cutting-edge research in mathematics and its applications Capitulo 3 “



71 RESULTADOS

Los principales resultados evidencian una alta frecuencia en las siguientes categorias:
(D2-03): Indicando una fuerte presencia de la intuicion geométrica como obstéculo
epistemoldgico. Esta situacion se presenté de gran manera al considerar lo infinito en lo
pequefio en un ambito geométrico, particularmente con el tema de la divisibilidad infinita en
un segmento de recta. (Err3): Esta categoria se dio mayoritariamente en la situacion de las
pelotas de tenis, problema abordado por Dubinsky (2008), en el que se considera lo infinito
en lo pequefio, pero en un ambito conjuntista. (Err1-O2): Es un error que tiene su origen
en el obstaculo de la sobre-generalizaciéon de las propiedades de los procesos finitos a los
infinitos. Esta situacién fue muy evidenciada con respecto a las sumas infinitas en donde
muchos estudiantes consideraron licitas las operaciones de intercalar paréntesis, asociar
u otras operaciones que son validas para las sumas finitas. Especial atencion merece la
categoria (D2-O4) referida principalmente al obstaculo que consiste en asociar el paso al
limite con una aproximacién. Ademas esta categoria a veces va asociada al error (Err1-O4),
pues tanto la dificultad como el error asociados al obstaculo (O4) conviven juntos en el
estudiante ya que muchas veces la dificultad es causa del error.

81 CONCLUSIONES

Los resultados obtenidos no arrojaron diferencias significativas respecto de una u
otra universidad, por lo que la procedencia de las muestras fue irrelevante. Las categorias
consideradas, que definieron el marco referencial utilizado, permitieron una completa mirada
a las nociones emergentes en las producciones de los estudiantes y al mismo tiempo una
articulacion con los objetivos planteados. El conocimiento que se tiene de la recta, densidad,
continuidad, formada por infinitos puntos o incluso asociandola a conceptos fisicos como
el tiempo o el espacio, impide aceptar la divisibilidad infinita que existe en la matematica.
Ademas este hecho impide acceder a una mirada actual del objeto infinito pues se acepta
como imposible concebir el proceso acabado.

En definitiva esta investigacion pretende ser un incentivo para considerar como
metodologia de analisis en los estudios en didactica los errores, dificultades y obstaculos
que emergen constantemente en las producciones de los estudiantes y a partir de los
resultados obtenidos levantar novedosas propuestas de ensenanza.
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