




 
Editora chefe  

Profª Drª Antonella Carvalho de Oliveira 

Editora executiva  

Natalia Oliveira 

Assistente editorial 

Flávia Roberta Barão 

Bibliotecária 

Janaina Ramos 

Projeto gráfico 

Camila Alves de Cremo 

Daphynny Pamplona 

Gabriel Motomu Teshima 

Luiza Alves Batista 

Natália Sandrini de Azevedo 

Imagens da capa 

iStock 

Edição de arte  

Luiza Alves Batista 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2021 by Atena Editora 

Copyright © Atena Editora 

Copyright do texto © 2021 Os autores 

Copyright da edição © 2021 Atena Editora 

Direitos para esta edição cedidos à Atena 

Editora pelos autores. 

Open access publication by Atena Editora 

 

 

Todo o conteúdo deste livro está licenciado sob uma Licença de Atribuição 

Creative Commons. Atribuição-Não-Comercial-NãoDerivativos 4.0 

Internacional (CC BY-NC-ND 4.0). 
 

 

 

O conteúdo dos artigos e seus dados em sua forma, correção e confiabilidade são de responsabilidade 

exclusiva dos autores, inclusive não representam necessariamente a posição oficial da Atena Editora. 

Permitido o download da obra e o compartilhamento desde que sejam atribuídos créditos aos autores, 

mas sem a possibilidade de alterá-la de nenhuma forma ou utilizá-la para fins comerciais.  

 

Todos os manuscritos foram previamente submetidos à avaliação cega pelos pares, membros do 

Conselho Editorial desta Editora, tendo sido aprovados para a publicação com base em critérios de 

neutralidade e imparcialidade acadêmica. 

 

A Atena Editora é comprometida em garantir a integridade editorial em todas as etapas do processo 

de publicação, evitando plágio, dados ou resultados fraudulentos e impedindo que interesses 

financeiros comprometam os padrões éticos da publicação. Situações suspeitas de má conduta 

científica serão investigadas sob o mais alto padrão de rigor acadêmico e ético. 

 

Conselho Editorial 

Ciências Exatas e da Terra e Engenharias 

Prof. Dr. Adélio Alcino Sampaio Castro Machado – Universidade do Porto 

ProFª Drª Ana Grasielle Dionísio Corrêa – Universidade Presbiteriana Mackenzie 

Prof. Dr. Carlos Eduardo Sanches de Andrade – Universidade Federal de Goiás 

Profª Drª Carmen Lúcia Voigt – Universidade Norte do Paraná 

Prof. Dr. Cleiseano Emanuel da Silva Paniagua – Instituto Federal de Educação, Ciência e Tecnologia de Goiás 

Prof. Dr. Douglas Gonçalves da Silva – Universidade Estadual do Sudoeste da Bahia 

Prof. Dr. Eloi Rufato Junior – Universidade Tecnológica Federal do Paraná 

https://www.edocbrasil.com.br/
http://lattes.cnpq.br/4403141053026782
http://buscatextual.cnpq.br/buscatextual/visualizacv.do?id=K4138613J6
http://buscatextual.cnpq.br/buscatextual/visualizacv.do?id=K4276371U0
http://buscatextual.cnpq.br/buscatextual/visualizacv.do?id=K4257027Z4&tokenCaptchar=03AOLTBLRQwYrpUQNUiVQs5GKnu0UEeohCfS4gh6VQg4m9OCJBJGP1ipscv6rWqdQAm2ekIryWPICw4nrsj8zRvhV4KOCu_O7fKg8x16A4Q0frQhC4eXdGXjdlfaKY5_iCNOSxZdXwJf6mvSt7LxNHGYgrH3nvQ2GW02NNUnMijTh0P3XD2EKSRa6CPw-zJpSyX79my81mz0XfDpmLx1gKrLlyJOkZoxVmwZiB8Ef2UhunxkIromTYDmWKj1WB7amYH6FeKqP2g_CrxeS9rrMUCSa_TBvxDeuCGoS639pvbI96P_J6DrHpqui_qr2lwFwRESn0FURO5I0vvaS_eoBsIw0NpHkYMlacZ3AG5LBQ6dZCocE8fSPnNTEYLZ920AIxxvFsOztg4UlnlCxNtyQAlLK8yuUExFbn4w
http://buscatextual.cnpq.br/buscatextual/visualizacv.do?id=K4220017Y9
http://buscatextual.cnpq.br/buscatextual/visualizacv.do?id=K4138744E2
http://buscatextual.cnpq.br/buscatextual/visualizacv.do?id=K4798868A0


 
Profª Drª Érica de Melo Azevedo – Instituto Federal do Rio de Janeiro 

Prof. Dr. Fabrício Menezes Ramos – Instituto Federal do Pará 

Profª Dra. Jéssica Verger Nardeli – Universidade Estadual Paulista Júlio de Mesquita Filho 

Prof. Dr. Juliano Carlo Rufino de Freitas – Universidade Federal de Campina Grande 

Profª Drª Luciana do Nascimento Mendes – Instituto Federal de Educação, Ciência e Tecnologia do Rio Grande do 

Norte 

Prof. Dr. Marcelo Marques – Universidade Estadual de Maringá 

Prof. Dr. Marco Aurélio Kistemann Junior – Universidade Federal de Juiz de Fora 

Profª Drª Neiva Maria de Almeida – Universidade Federal da Paraíba 

Profª Drª Natiéli Piovesan – Instituto Federal do Rio Grande do Norte 

Profª Drª Priscila Tessmer Scaglioni – Universidade Federal de Pelotas 

Prof. Dr. Sidney Gonçalo de Lima – Universidade Federal do Piauí 

Prof. Dr. Takeshy Tachizawa – Faculdade de Campo Limpo Paulista 

 

 

  

http://buscatextual.cnpq.br/buscatextual/visualizacv.do?id=K4252050Z6&tokenCaptchar=03AGdBq26OwUjfczJgpok-DhR78-_tg8mCtuc_kzOdu3fww-XkFeIGpZcxeQYR_lQjlru2zoBp9MaSwp6X-5o2KOEi_vtmcyIPkAOaR-MapG54dWG6zdfo1Am2FWOz1PLOuLmRiuW47XqJnozK7mGtmFri7W6RDjlyxm9gEHId_EG1bhArFgeqBA610tCpbHN9QsbtXAhrYqZkvRe4_gd77e_huLOm8x9zsu0tW2qJ6W6D8Y2GP66SDaz1Yh_QKnR8_TZlh9QtcC-OTeKPi3NB06bIFQNdSxHwLmb5B3ZYCiJ3k4p2cpPl6LkeIreU92cL5nLWqC2yOkPsupmW8RZR8Q0lkAleKMY9Hd3XlmAITir63s6d95SHqdoLA75owrR0nma3vrXxQgT9pkc1QvdCr5-B9vQupl7AAg
http://lattes.cnpq.br/0245575611603731
http://buscatextual.cnpq.br/buscatextual/visualizacv.do?id=K4463907J8
http://buscatextual.cnpq.br/buscatextual/visualizacv.do?id=K4759660E9
http://buscatextual.cnpq.br/buscatextual/visualizacv.do?id=K4760729J2
http://buscatextual.cnpq.br/buscatextual/visualizacv.do?id=K4760729J2
http://buscatextual.cnpq.br/buscatextual/visualizacv.do?id=K4751834Y8
http://buscatextual.cnpq.br/buscatextual/visualizacv.do?id=K4537856E4&tokenCaptchar=03AGdBq25h8s4ah6wRNPrjprU34aYFel02dUO8rCfIm5Dqn0zx7x-SOFz8S9Cgi7nVgAOr9BtH4aO4sfkQ-E5jfY7GGAva11Lj54I5Ks81P3cOKDsR2L2bC57MFAdyQ5zkxGhYmdwiH1Ou1aKVPQsQ-PHWu6MVpgVCz4wNpL0wxSE9sCtO3vobB1j0oPGwrvE0YgAfmI2B_4HS3daHhCIVe74EBkUincgIXr2ekTFY3_lGSr3lm2KDnZynPE4OjNXYPSdvAEMZn443NnoKDEpMTl5pYsZYSymhhw9DVjloXcM_aE0VtRXDPCUpoOIFJGXMdh10Ys_CK3XixwjCY1n7Ui_aNUS2NhnIIhrRjabALTJgmg92Tgek1-ZOcY3yQBLsFnK7Rni2elPkXUm_qcZsnSgtUk6FDRiR34B6DWhPSaV96tv8YL8hB3ZFss4gR3HdF6M-vS7-mzr5mrLAbFhYX3q-SMLqRVsBYw
http://buscatextual.cnpq.br/buscatextual/visualizacv.do?id=K4235887A8
http://buscatextual.cnpq.br/buscatextual/visualizacv.do?id=K4465502U4
http://buscatextual.cnpq.br/buscatextual/visualizacv.do?id=K4465502U4
http://buscatextual.cnpq.br/buscatextual/visualizacv.do?id=K4794831E6
http://buscatextual.cnpq.br/buscatextual/visualizacv.do?id=K4425040A8


 
Pesquisas de vanguarda em matemática e suas aplicações 2 

 

 

 

 

 

 

 
Diagramação:  

Correção:  

Indexação: 

Revisão: 

Organizadores: 

 

Camila Alves de Cremo 

Yaiddy Paola Martinez 

Amanda Kelly da Costa Veiga 

Os autores 

Américo Junior Nunes da Silva 

André Ricardo Lucas Vieira  

 

 

 

Dados Internacionais de Catalogação na Publicação (CIP) 

P474 Pesquisas de vanguarda em matemática e suas aplicações 

2 / Organizadores Américo Junior Nunes da Silva, 

André Ricardo Lucas Vieira. – Ponta Grossa - PR: Atena, 

2021. 
  

 Formato: PDF 

Requisitos de sistema: Adobe Acrobat Reader 

Modo de acesso: World Wide Web 

Inclui bibliografia 

ISBN 978-65-5983-773-1 

         DOI: https://doi.org/10.22533/at.ed.731220601 

  

1. Matemática. I. Silva, Américo Junior Nunes da 

(Organizador). II. Vieira, André Ricardo Lucas (Organizador). 

III. Título.  
CDD 510 

Elaborado por Bibliotecária Janaina Ramos – CRB-8/9166 

 

 

 

 

Atena Editora 

Ponta Grossa – Paraná – Brasil 

Telefone: +55 (42) 3323-5493 

www.atenaeditora.com.br 

contato@atenaeditora.com.br 

  

http://www.atenaeditora.com.br/


 
DECLARAÇÃO DOS AUTORES 

 

Os autores desta obra: 1. Atestam não possuir qualquer interesse comercial que constitua um conflito 

de interesses em relação ao artigo científico publicado; 2. Declaram que participaram ativamente da 

construção dos respectivos manuscritos, preferencialmente na: a) Concepção do estudo, e/ou 

aquisição de dados, e/ou análise e interpretação de dados; b) Elaboração do artigo ou revisão com 

vistas a tornar o material intelectualmente relevante; c) Aprovação final do manuscrito para 

submissão.; 3. Certificam que os artigos científicos publicados estão completamente isentos de dados 

e/ou resultados fraudulentos; 4. Confirmam a citação e a referência correta de todos os dados e de 

interpretações de dados de outras pesquisas; 5. Reconhecem terem informado todas as fontes de 

financiamento recebidas para a consecução da pesquisa; 6. Autorizam a edição da obra, que incluem 

os registros de ficha catalográfica, ISBN, DOI e demais indexadores, projeto visual e criação de capa, 

diagramação de miolo, assim como lançamento e divulgação da mesma conforme critérios da Atena 

Editora. 

 

 

 

 

 

 

 

  



 
DECLARAÇÃO DA EDITORA 

 

A Atena Editora declara, para os devidos fins de direito, que: 1. A presente publicação constitui apenas 

transferência temporária dos direitos autorais, direito sobre a publicação, inclusive não constitui 

responsabilidade solidária na criação dos manuscritos publicados, nos termos previstos na Lei sobre 

direitos autorais (Lei 9610/98), no art. 184 do Código Penal e no art. 927 do Código Civil; 2. Autoriza 

e incentiva os autores a assinarem contratos com repositórios institucionais, com fins exclusivos de 

divulgação da obra, desde que com o devido reconhecimento de autoria e edição e sem qualquer 

finalidade comercial; 3. Todos os e-book são open access, desta forma não os comercializa em seu 

site, sites parceiros, plataformas de e-commerce, ou qualquer outro meio virtual ou físico, portanto, 

está isenta de repasses de direitos autorais aos autores; 4. Todos os membros do conselho editorial 

são doutores e vinculados a instituições de ensino superior públicas, conforme recomendação da 

CAPES para obtenção do Qualis livro; 5. Não cede, comercializa ou autoriza a utilização dos nomes e 

e-mails dos autores, bem como nenhum outro dado dos mesmos, para qualquer finalidade que não o 

escopo da divulgação desta obra. 

 



APRESENTAÇÃO

A Pandemia do novo coronavírus pegou todos de surpresa. De repente, ainda no 
início de 2020, tivemos que mudar as nossas rotinas de vida e profissional e nos adaptar a 
um “novo normal”, onde o distanciamento social foi posto enquanto a principal medida para 
barrar o contágio da doença. As escolas e universidades, por exemplo, na mão do que era 
posto pelas autoridades de saúde, precisaram repensar as suas atividades. 

Da lida diária, no que tange as questões educacionais, e das dificuldades de 
inclusão de todos nesse “novo normal”, é que contexto pandêmico começa a escancarar 
um cenário de destrato que já existia antes mesmo da pandemia. Esse período pandêmico 
só desvelou, por exemplo, o quanto a Educação no Brasil acaba, muitas vezes, sendo uma 
reprodutora de Desigualdades. 

O contexto social, político e cultural, como evidenciaram Silva, Nery e Nogueira 
(2020), tem demandado questões muito particulares para a escola e, sobretudo, para 
a formação, trabalho e prática docente. Isso, de certa forma, tem levado os gestores 
educacionais a olharem para os cursos de licenciatura e para a Educação Básica com 
outros olhos. A sociedade mudou, nesse cenário de inclusão, tecnologia e de um “novo 
normal”; com isso, é importante olhar mais atentamente para os espaços formativos, em 
um movimento dialógico e pendular de (re)pensar as diversas formas de se fazer ciências 
no país. A pesquisa, nesse interim, tem se constituído como um importante lugar de ampliar 
o olhar acerca das inúmeras problemáticas, sobretudo no que tange ao conhecimento 
matemático (SILVA; OLIVEIRA, 2020). 

É nessa sociedade complexa e plural que a Matemática subsidia as bases do 
raciocínio e as ferramentas para se trabalhar em outras áreas; é percebida enquanto parte 
de um movimento de construção humana e histórica e constitui-se importante e auxiliar 
na compreensão das diversas situações que nos cerca e das inúmeras problemáticas que 
se desencadeiam diuturnamente. É importante refletir sobre tudo isso e entender como 
acontece o ensino desta ciência e o movimento humanístico possibilitado pelo seu trabalho. 

Ensinar Matemática vai muito além de aplicar fórmulas e regras. Existe uma dinâmica 
em sua construção que precisa ser percebida. Importante, nos processos de ensino e 
aprendizagem da Matemática, priorizar e não perder de vista o prazer da descoberta, algo 
peculiar e importante no processo de matematizar. Isso, a que nos referimos anteriormente, 
configura-se como um dos principais desafios do educador matemático, como assevera 
D’Ambrósio (1993), e sobre isso, de uma forma muito particular, abordaremos nesta obra. 

É neste sentido, que o volume 2 do livro “Pesquisas de Vanguarda em Matemática 
e suas Aplicações” nasceu: como forma de permitir que as diferentes experiências do 
professor pesquisador que ensina Matemática e do pesquisador em Matemática aplicada 
sejam apresentadas e constituam-se enquanto canal de formação para educadores da 



Educação Básica e outros sujeitos. Reunimos aqui trabalhos de pesquisa e relatos de 
experiências de diferentes práticas que surgiram no interior da universidade e escola, por 
estudantes e professores pesquisadores de diferentes instituições do país. 

Esperamos que esta obra, da forma como a organizamos, desperte nos leitores 
provocações, inquietações, reflexões e o (re)pensar da própria prática docente, para 
quem já é docente, e das trajetórias de suas formações iniciais para quem encontra-se 
matriculado em algum curso de licenciatura. Que, após esta leitura, possamos olhar para a 
sala de aula e para o ensino de Matemática com outros olhos, contribuindo de forma mais 
significativa com todo o processo educativo. Desejamos, portanto, uma ótima leitura.

Américo Junior Nunes da Silva
André Ricardo Lucas Vieira
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ANÁLISE PRELIMINAR DA DINÂMICA DO VÍRUS 
HBV POR MEIO DE DERIVADAS FRACIONÁRIAS 
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Fernando Luiz Pio dos Santos 
Instituto de Biociências, UNESP - Botucatu

Rubens Figueiredo Camargo 
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RESUMO: Esse artigo apresenta apresenta um 
modelo matemático para hepatite B. A formulação 
do modelo é feita por meio da derivada de Caputo. 
A soluçao analítica é encontrada, sob certas 
condições e entao tal solução é comparada com 
dados reais. A partir de simulações numéricas 
nota-se que os diferentes valores da ordem da 
derivada permitem comportamentos distintos da 
soluçao, sobretudo no tempo de convergência 
para o estado de equilíbrio. Os resultados 
apontaram que a curva que melhor se ajusta aos 
dados reais é advinda da ordem não inteira da 
derivada. 
PALAVRAS-CHAVE: Modelagem fracionária, 
Derivada de Caputo, Hepatite B.

1 |  INTRODUÇÃO 
A hepatite B é uma doença transmitida 

pelo vírus HBV, que infecta as células do 
fígado. A transmissão pode ocorrer por meio 
de relações sexuais e transmissão sanguínea. 
Entre os principais sintomas estão febre, fadiga, 

perda de apetite, náuseas, urina escura, dor nas 
articulações, icterícia, entre outros [7, 20]. 

A história das hepatites virais remonta 
vários milênios. Manuscritos da literatura 
chinesa, com mais de cinco mil anos, faziam 
referência a icterícia na população. Alguns 
escritos de Hipocrates (400 a.C.) mostraram 
indícios de que a icterícia seria de origem 
infecciosa e decorrente de problemas no fígado. 
O acúmulo de líquido no abdómen (ascite) seria 
proveniente de alguma doença crônica nesse 
mesmo órgão [7]. 

Ao longo da história vários outros 
fatos são relacionados a casos de hepatites, 
principalmente em locais com grande massa 
populacional. Durante a segunda guerra 
mundial, estudos revelaram casos de hepatite 
aguda, entre indivíduos que passaram por 
transfusão sanguínea. Documentos apontam 
que em 1942, uma epidemia de hepatite afetou 
28.585 militares americanos, ocasionando 62 
óbitos [3]. 

A infecção pelo vírus HBV é um fator que 
impacta diretamente a saúde pública no mundo 
todo. A perda de qualidade de vida dos pacientes, 
bem como os gastos em tratamentos requerem 
esforços para desenvolver medidas eficazes de 
prevenção e controle. Conforme o Sistema de 
Informação de Agravos de Notificação (Sinan), 
entre os anos de 1999 a 2020, foram notificados 
689.933 casos confirmados de hepatites virais no 
Brasil. Destes, 254.389 (36, 9%) correspondem 
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a casos de hepatite B, dos quais 139.323 (54, 8%) ocorreram entre homens. Segundo faixa 
etária, do total de casos acumulados, a maioria concentra-se entre indivíduos de 25 a 44 
anos (49,0% dos casos). Em 2020, o maior percentual de casos notificados ocorreu entre 
as pessoas de 60 anos ou mais (16,3%). A mesma estimativa aponta que a região Sudeste 
concentra o maior número de infectados pelo vírus da hepatite B, com 34.52% do total, 
seguida das regiões Sul (31,8%), Norte (14,7%), Nordeste (10,3%) e Centro-Oeste (9,0%) 
[1]. 

O número de óbitos é um fator alarmante. A OMS estima que em 2015 ocorreram 
mais de 1 milhão de mortes no mundo. No Brasil, de 2000 a 2019, foram identificados pelo 
Sistema de Informação de Mortalidade (SIM), 78.642 óbitos associados às hepatites virais 
dos tipos A, B, C e D. Desses, 21.3% foram associados à hepatite B [1]. 

A despeito das mortes que provoca e enquanto a cura da hepatite B ainda não é uma 
realidade, as pequisas clínicas atuais têm buscado novas ferramentas e mecanismos que 
ajudem a compreender a dinâmica da evolução viral ao longo do tempo. Nesse contexto, 
tem-se intensificado as pesquisas multidisciplinares na área de epidemiologia, com intuito 
de obter novas ferramentas que auxiliem na compreensão de fenômenos ligados a dinâmica 
da doença. Tais pesquisas são são constituídas por modelos matemáticos que visam 
estimar a atual população infectada pelo vírus, a progressão da doença nos pacientes e os 
custos associados a diferentes cenários dessa patologia. 

Do ponto de vista da construção desses modelos, destaca-se o cálculo de ordem 
não inteira, tradicionalmente chamado de Cálculo Fracionario (CF). O cálculo de ordem 
arbitrária, lida com derivadas e integrais de ordens não inteiras. Embora pareça ser uma 
teoria antiga, pois remonta ao século XVII , os avanços ainda são recentes. Nas últimas 
quatro décadas houve um aumento significativo em pesquisas relacionadas a aplicações 
do CF, em diversas áreas, desde a física até a medicina [10, 12, 18, 19, 20]. 

O cálculo de ordem não inteira têm ganhado relevância. Inúmeros es- tudos, nas 
mais diversas áreas do conhecimento, têm obtido importantes resultados e generalizacões 
na modelagem de fenômenos reais por meio do CF [8, 15, 17]. Alguns fenômenos físicos, 
que até então não eram bem explicados quando modelados por sistemas de ordem inteira, 
tem mostrado que a modelagem com derivadas fracionárias descreve melhor a solução [9]. 
Estudos de modelos em HIV, feitos por [21], mostraram que sistemas de ordens arbitrárias 
são mais apropriados para descrever a dinâmica real da doença, pois a solução do modelo 
de ordem fracionária se ajusta melhor aos dados reais de pacientes. 

Nesse contexto, o objetivo desse trabalho foi apresentar a modelagem da hepatite B 
de ordem não inteira e fazer uma comparação das soluções com dados reais, com o intuito 
de verificar se a curva que melhor se ajusta aos dados reais é advinda da ordem não inteira 
da derivada. 
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2 |  CÁLCULO FRACIONÁRIO 
Nessa seção apresentamos os conceitos fundamentais da teoria de cálculo 

fracionário. Inicialmente será feita a formalização da integral fracionária segundo Riemann-
Liouville (RL). Em seguida, a partir das ideias de integral fracionária de RL, serão 
apresentadas as definições de derivada fracionária segundo RL e derivada fracionária 
segundo Caputo. Ambas as definições necessitam da integral fracionária para a formulação 
da derivada. Por esse motivo é necessário definir a integral fracionária e, depois, a derivada 
fracionária. O operador integral de RL é definido como segue:

Definição 1.1 Seja ƒ : � → � uma função integrável e α ϵ ℂ, tal que Re(α) > 0. O 
operador integral de Riemann-Liouville de ordem α de ƒ (t), t ϵ �, denotado por Iαƒ (t), é 
definido como1

no qual o símbolo * denota a convolução de Laplace, φα(t) a função Gel’fand-Shilov, 
definida para α ϵ ̸ �−, como φα(t) =  função Gama definida como Γ(α) = 

.
Definimos I0ƒ (t) = ƒ (t).
A definição da derivada fracionária segundo Riemann-Liouville (RL) está baseada 

no fato da derivação ser a operação inversa da integração e na lei dos expoentes. Tal 
definição estabelece que a DF é a derivada de ordem inteira de uma determinada integral 
de ordem fracionária. 

Definição 1.2 Seja ƒ : � → � uma função integrável, α ϵ ℂ com Re(α) ≥ 0, α ϵ ̸ � e n − 
1 < Re(α) ≤ n, t > α. A derivada de Riemann-Liouville de ordem α da função ƒ (t) é dada por 

A partir da equação (2), podemos analisar dois casos particulares, com relação ao 
parâmetro associado a ordem da derivada:

1. Se α = n, n ϵ � (caso inteiro), recupera-se a derivada de ordem inteira2, ou seja

pois I0ƒ (t) = ƒ (t) e  é a e-nésima derivada usual de ƒ (t).
2. Se α = 0 recupera-se a própria função, ou seja, D0

RL ƒ (t) = ƒ (t).
A DF segundo Caputo é similar à DF segundo RL. Porém, ela é obtida invertendo a 

ordem de integração fracionária com a ordem de derivação. 
Essa inversão na ordem dos operadores de integração nas derivadas de Caputo 

1 A partir da Definição (1.1), tem-se Iαtβ = tβ+αΓ(β + 1)/Γ(β + α + 1). O caso polinomial é recuperado se α, β ϵ N.
2 Ambas as notações Dn e  , indicam a e-nésima derivada usal de uma função.
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e RL gera consequências significativas, tanto no resultado da derivada de algumas 
funções, quanto no contexto das aplicações em fenômenos físicos. O operador de Caputo 
é utilizado quando queremos analisar uma EDF cujas condições iniciais ou de contorno, 
são fisicamente interpretáveis, em termos das derivadas de ordens inteiras. Isso torna a 
derivada de Caputo mais conveniente para a modelagem de sistemas dinâmicos.

Definição 1.3 Sejam ƒ : � → � uma função diferencíavel, α ϵ ℂ com Re(α) > 0 e n 
um número natural, tal que, n -1 < Re(α) ≤ n. O operador derivada de ordem α no sentido 
de Caputo é efinido como

A partir da equação (3), decorre dois casos particulares com relação ao parâmetro 
associado a ordem da derivada:

1. Se α = n, n ϵ � (caso inteiro), recupera-se a derivada usual, isto é

em que  é a n-ésima derivada de ƒ (t).
2. Se α = 0, recupera-se a própria função, ou seja, D0ƒ (t) = ƒ (t).

3 |  MODELO MATEMÁTICO 
O processo de modelagem matemática consiste, essencialmente, em ex- pressar 

por meio de equações uma determinada situação de interesse. Cada vez mais é crescente 
o número de modelos utilizados na descrição de fenômenos biológicos. A partir do estudo 
das soluções de tais modelos, é possível fazer previsões acerca do futuro da população 
em estudo. 

Em doenças virais, como a AIDS e a hepatite, há inúmeros modelos que descrevem 
a interação entre as populações de células e vírus livres [8, 9, 11]. O primeiro modelo usado 
para descrever a dinâmica da hepatite B foi proposto por [14]. Tal modelo foi formulado por 
meio de equações diferenciais ordinárias e é derivado do diagrama da Figura 1 seguinte.

Figura 1: Dinâmica da infecção pelo vírus HBV. 
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Esse modelo considera três varíaveis de estado no tempo t: as células não 
infectadas, T (t), as células infectadas, I(t), e vírus livres V (t). As células não infectadas, ou 
seja, células suscetíveis à infeção são produzidas a uma taxa constante s e morrem a uma 
taxa d. Essas células tornam-se infectadas pela taxa β, que é proporcional à concentração 
de células não infectadas e à concentração de vírus. Células infectadas são produzidas a 
uma taxa β e são eliminadas pela taxa constante de morte δ′. Essa taxa de morte deve ser 
diferente da taxa de morte de células não infectadas, ou seja, d = δ′ devido a carga viral ou 
ao efeito imune. Depois da infecção, a taxa de produção de vírus é p por células infectada 
e os vírus são liberados a uma taxa c. 

Nos últimos anos, diversas drogas têm sido usadas no tratamento da hepatite 
B. A eficácia de cada uma delas apresenta resultados varíaveis. O principal objetivo no 
tratamento da infecção crônica pelo vírus HBV é o de suprimir a replicação viral antes que 
ocorram danos irreversíveis no fígado [7, 11].

Nesse contexto, torna-se necessário incorporar ao modelo proposto por [14], 
parâmetros que indiquem a presença de terapia contra a doença, uma vez que tal modelo 
considera que a taxa de morte de células infectadas, dado pelo parâmetro δ′, ocorre devido 
somente ao efeito da resposta imune. Esse modelo não considera fatores externos que 
levam a essa taxa de morte de células infectadas, como a ação de antivirais.

O tratamento com algum fármaco inibe o processo de transcrição reversa, necessário 
para a formação de novos vírus. Isso significa que, sob a ação de alguma droga, a produção 
de novos vírus, p, é decrescente. A eficácia da droga será dada pelo parâmetro ϵ, 0 ≤ ϵ ≤ 
1, no qual ϵ = 0 significa que a terapia não possui efeito em bloquear novas infecções e 
ϵ = 1 indica que a droga bloqueia totalmente a produção viral. Assim, a taxa de produção 
de novos vírus sob a acão de terapia é proporcional à produção de novos vírus, ou seja, 
(1 − ϵ)p. 

Alguns estudos apontam que, na presença de inibidores de transcrição reversa, a 
maioria das células não infectadas permanecen intactas. Isso ocorre devido à formação 
de cccDNA (do inglês, circular covalently closed DNA) que protege as células saudáveis 
de tornarem-se infectadas. Assim, para incorporar o efeito da droga em bloquear novas 
infecções, foi introdu- zido o parâmetro η. Sob a acão de terapia, a taxa de infecção de 
células é proporcional à taxa de contágio celular, ou seja, (1 − η)β.

De posse das considerações acima, a versão fracionária para o modelo de hepatite 
B pode ser escrita como

em que Dα representa a derivada de Caputo de ordem α, 0 < α ≤ 1. A análise de 
estabilidade desse modelo, pode ser vista em [3, 4]. 
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4 |  RESULTADOS E DISCUSSÕES 
No sistema (4) considere que o tratamento bloqueia novas infecções, ou seja, η = 1, 

e a eficácia em bloquear a produção viral é ϵ = 1. Dessa forma, a equação que envolve a 
carga viral pode ser resolvida isoladamente. O problema de valor inicial de ordem fracionária 

Aplicando a transformada de Laplace [2], obtém-se

Daí

em que c é uma constante positiva e representa a taxa de liberação de vírus, V0 é 
carga viral no tempo t = 0 e Eα(.) é a função de Mittag-Leffler de um parâmetro [2]. 

Para realizar as simulações foram utilizados os métodos numéricos NSFD [13] e 
Runge Kutta, para os modelos de ordem fracionária e de ordem inteira (SI), respectivamente. 
Para analisar a infuência do expoente fra- cionário no comportamento da solução foram 
utilizados diversos valores para α. Os dados são provenientes de um estudo realizado 
em dois hospi- tais de Hong Kong, com 15 pacientes portadores crônicos do vírus HBV. 
Na semana 0 (semana inicial do estudo) foi analisada a concentração viral de cada um, 
então cada indivíduo recebeu dosagens iguais de Lamivudine (150mg/d). Durante 100 dias 
os pesquisadores acompanharam e mediram a carga viral de cada paciente. No início do 
tratamento as cargas virais foram V1(0) = 1, 1 x 104 cópias/ml e V2(0) = 1, 2 x 103 cópias/ml 
[11, 3]. Os parâmetros num éricos utilizados foram h = 0, 001, t = 200 dias. 

A solução numérica para o modelo (5) é apresentada na figura, junta- mente com os 
dados, referentes a carga viral de dois pacientes, denotados por P1 e P2.

Figura 2: Paciente P1                                          Figura 3: Paciente P2
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Para o paciente P1, podemos observar que a partir da segunda semana de tratamento 
ocorre um decaímento exponencial na carga viral. Esse fato corresponde a resposta inicial 
ao tratamento, uma vez que é alta a concentração de vírus na circulação sanguínea, 
assim as células de defesa agem rapidamente para combater tais vírus. Com o passar das 
semanas, nota-se que a carga viral diminui de forma mais lenta até tornar-se estável. 

Para o paciente P2, podemos observar que na segunda semana de tratamento a 
carga viral é maior do que na semana 0. Isso se dá pela resistência do vírus contra a 
medicação. Nesses casos é indicado o tratamento com mais de uma droga, Lamivudine e 
Interferon, por exemplo. Podemos notar também que a carga viral demora um tempo maior 
para se estabilizar. Em ambos os casos, nota-se que a curva que melhor se ajusta aos 
dados reais é de ordem não inteira α = 0, 7. 

5 |  CONCLUSÃO 
Este trabalho apresenta a modelagem matemática, por meio de derivadas de ordem 

não inteira para a hepatite B. A partir de simulações numéricas nota-se que os diferentes 
valores da ordem da derivada permitem comportamentos distintos da solução, sobretudo 
no tempo de convergência para o estado de equilíbrio. Os resultados apontaram que a 
curva que melhor se ajusta aos dados reais é advinda da ordem não inteira da derivada. 
Esse resultado é relevante, pois indica que a modelagem de fenômenos biológicos 
pode ser feita, não somente por meio de equações diferenciais ordinarias, mas usando 
técnicas advindas do cálculo de ordem não inteira. Nesse contexto, a união da medicina 
e da modelagem matemática pode contribuir significativamente para o entendimento dos 
fatores que envolvem a progressão do vírus HBV e elucidar os mecanismos chaves destes 
processos, e assim ser o suporte ideal para que num futuro próximo, possam ser traçadas 
estratégias de erradicação da doença e quem sabe, descrever outra história. 

As continuações naturais deste trabalho são vastas, podem ser feitas tanto a partir 
da abordagem de novos modelos utilizando a mesma metodologia, quanto na incorporação 
de novos fatores no modelo apresentado. 
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