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APRESENTACAO

A Pandemia do novo coronavirus pegou todos de surpresa. De repente, ainda no
inicio de 2020, tivemos que mudar as nossas rotinas de vida e profissional e nos adaptar a
um “novo normal’, onde o distanciamento social foi posto enquanto a principal medida para
barrar o contagio da doenga. As escolas e universidades, por exemplo, na mao do que era
posto pelas autoridades de saude, precisaram repensar as suas atividades.

Da lida diaria, no que tange as questdes educacionais, e das dificuldades de
inclusdo de todos nesse “novo normal”, € que contexto pandémico comecga a escancarar
um cenario de destrato que ja existia antes mesmo da pandemia. Esse periodo pandémico
s6 desvelou, por exemplo, o quanto a Educagédo no Brasil acaba, muitas vezes, sendo uma
reprodutora de Desigualdades.

O contexto social, politico e cultural, como evidenciaram Silva, Nery e Nogueira
(2020), tem demandado questbes muito particulares para a escola e, sobretudo, para
a formagéo, trabalho e pratica docente. Isso, de certa forma, tem levado os gestores
educacionais a olharem para os cursos de licenciatura e para a Educagédo Béasica com
outros olhos. A sociedade mudou, nesse cenario de inclusédo, tecnologia e de um “novo
normal”; com isso, € importante olhar mais atentamente para os espacgos formativos, em
um movimento dialoégico e pendular de (re)pensar as diversas formas de se fazer ciéncias
no pais. A pesquisa, nesse interim, tem se constituido como um importante lugar de ampliar
o olhar acerca das inUmeras problematicas, sobretudo no que tange ao conhecimento
matematico (SILVA; OLIVEIRA, 2020).

E nessa sociedade complexa e plural que a Matematica subsidia as bases do
raciocinio e as ferramentas para se trabalhar em outras areas; é percebida enquanto parte
de um movimento de constru¢do humana e histérica e constitui-se importante e auxiliar
na compreensao das diversas situagdes que nos cerca e das inumeras probleméaticas que
se desencadeiam diuturnamente. E importante refletir sobre tudo isso e entender como
acontece o ensino desta ciéncia e 0 movimento humanistico possibilitado pelo seu trabalho.

Ensinar Matematica vai muito além de aplicar formulas e regras. Existe uma dindmica
em sua construcdo que precisa ser percebida. Importante, nos processos de ensino e
aprendizagem da Matematica, priorizar e ndo perder de vista o prazer da descoberta, algo
peculiar e importante no processo de matematizar. Isso, a que nos referimos anteriormente,
configura-se como um dos principais desafios do educador matematico, como assevera
D’Ambrésio (1993), e sobre isso, de uma forma muito particular, abordaremos nesta obra.

E neste sentido, que o volume 2 do livro “Pesquisas de Vanguarda em Matemdtica
e suas Aplicacées’ nasceu: como forma de permitir que as diferentes experiéncias do
professor pesquisador que ensina Matematica e do pesquisador em Matematica aplicada

sejam apresentadas e constituam-se enquanto canal de formacédo para educadores da



Educacgéo Bésica e outros sujeitos. Reunimos aqui trabalhos de pesquisa e relatos de
experiéncias de diferentes préticas que surgiram no interior da universidade e escola, por
estudantes e professores pesquisadores de diferentes instituicdes do pais.

Esperamos que esta obra, da forma como a organizamos, desperte nos leitores
provocacgoes, inquietacdes, reflexdes e o (re)pensar da propria pratica docente, para
quem ja é docente, e das trajetérias de suas formagdes iniciais para quem encontra-se
matriculado em algum curso de licenciatura. Que, ap0s esta leitura, possamos olhar para a
sala de aula e para o ensino de Matematica com outros olhos, contribuindo de forma mais

significativa com todo o processo educativo. Desejamos, portanto, uma étima leitura.

Américo Junior Nunes da Silva
André Ricardo Lucas Vieira
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CAPITULO 10

ANALISE PRELIMINAR DA DINAMICA DO VIRUS
HBV POR MEIO DE DERIVADAS FRACIONARIAS
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RESUMO: Esse artigo apresenta apresenta um
modelo matematico para hepatite B. Aformulagéo
do modelo é feita por meio da derivada de Caputo.
A solugao analitica é encontrada, sob certas
condi¢des e entao tal solugdo é comparada com
dados reais. A partir de simulagbes numéricas
nota-se que os diferentes valores da ordem da
derivada permitem comportamentos distintos da
solugao, sobretudo no tempo de convergéncia
para o estado de equilibrio. Os resultados
apontaram que a curva que melhor se ajusta aos
dados reais é advinda da ordem n&o inteira da
derivada.

PALAVRAS-CHAVE: Modelagem
Derivada de Caputo, Hepatite B.

fracionaria,

11 INTRODUCAO

A hepatite B é uma doenca transmitida
pelo virus HBV, que infecta as células do
figado. A transmissdo pode ocorrer por meio
de relagdes sexuais e transmissdo sanguinea.
Entre os principais sintomas estéo febre, fadiga,

Pesquisas de vanguarda em matematica e suas aplicacoes 2

perda de apetite, nauseas, urina escura, dor nas
articulacbes, ictericia, entre outros [7, 20].

A historia das hepatites virais remonta
varios milénios. Manuscritos da literatura
chinesa, com mais de cinco mil anos, faziam
referéncia a ictericia na populagdo. Alguns
escritos de Hipocrates (400 a.C.) mostraram
indicios de que a ictericia seria de origem
infecciosa e decorrente de problemas no figado.
O acumulo de liquido no abdémen (ascite) seria
proveniente de alguma doenca crénica nesse
mesmo 6rgao [7].

Ao longo da histéria varios outros
fatos sé@o relacionados a casos de hepatites,
principalmente em locais com grande massa
populacional. Durante a segunda guerra
mundial, estudos revelaram casos de hepatite
aguda, entre individuos que passaram por
transfusdo sanguinea. Documentos apontam
que em 1942, uma epidemia de hepatite afetou
28.585 militares americanos, ocasionando 62
obitos [3].

Ainfeccéo pelo virus HBV é um fator que
impacta diretamente a saude publica no mundo
todo. Aperda de qualidade de vida dos pacientes,
bem como os gastos em tratamentos requerem
esforgcos para desenvolver medidas eficazes de
prevencgdo e controle. Conforme o Sistema de
Informacéo de Agravos de Notificagcdo (Sinan),
entre os anos de 1999 a 2020, foram notificados
689.933 casos confirmados de hepatites virais no

Brasil. Destes, 254.389 (36, 9%) correspondem
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a casos de hepatite B, dos quais 139.323 (54, 8%) ocorreram entre homens. Segundo faixa
etaria, do total de casos acumulados, a maioria concentra-se entre individuos de 25 a 44
anos (49,0% dos casos). Em 2020, o maior percentual de casos notificados ocorreu entre
as pessoas de 60 anos ou mais (16,3%). A mesma estimativa aponta que a regido Sudeste
concentra o maior numero de infectados pelo virus da hepatite B, com 34.52% do total,
seguida das regides Sul (31,8%), Norte (14,7%), Nordeste (10,3%) e Centro-Oeste (9,0%)
[1].

O numero de 6bitos é um fator alarmante. A OMS estima que em 2015 ocorreram
mais de 1 milhdo de mortes no mundo. No Brasil, de 2000 a 2019, foram identificados pelo
Sistema de Informacéo de Mortalidade (SIM), 78.642 6bitos associados as hepatites virais
dos tipos A, B, C e D. Desses, 21.3% foram associados a hepatite B [1].

A despeito das mortes que provoca e enquanto a cura da hepatite B ainda ndo é uma
realidade, as pequisas clinicas atuais tém buscado novas ferramentas e mecanismos que
ajudem a compreender a dindmica da evolugéo viral ao longo do tempo. Nesse contexto,
tem-se intensificado as pesquisas multidisciplinares na area de epidemiologia, com intuito
de obter novas ferramentas que auxiliem na compreensao de fendmenos ligados a dindmica
da doenga. Tais pesquisas sdo sdo constituidas por modelos matematicos que visam
estimar a atual populagéo infectada pelo virus, a progressao da doenga nos pacientes e 0os
custos associados a diferentes cenarios dessa patologia.

Do ponto de vista da construcdo desses modelos, destaca-se o célculo de ordem
ndo inteira, tradicionalmente chamado de Calculo Fracionario (CF). O célculo de ordem
arbitraria, lida com derivadas e integrais de ordens nédo inteiras. Embora pareca ser uma
teoria antiga, pois remonta ao século XVIl , os avangos ainda sdo recentes. Nas ultimas
quatro décadas houve um aumento significativo em pesquisas relacionadas a aplicacbes
do CF, em diversas areas, desde a fisica até a medicina [10, 12, 18, 19, 20].

O célculo de ordem néo inteira tém ganhado relevancia. InUmeros es- tudos, nas
mais diversas areas do conhecimento, tém obtido importantes resultados e generalizactes
na modelagem de fenémenos reais por meio do CF [8, 15, 17]. Alguns fendmenos fisicos,
que até entdo ndo eram bem explicados quando modelados por sistemas de ordem inteira,
tem mostrado que a modelagem com derivadas fracionarias descreve melhor a solugéo [9].
Estudos de modelos em HIV, feitos por [21], mostraram que sistemas de ordens arbitrarias
s@o mais apropriados para descrever a dindmica real da doenga, pois a solugédo do modelo
de ordem fracionéria se ajusta melhor aos dados reais de pacientes.

Nesse contexto, o objetivo desse trabalho foi apresentar a modelagem da hepatite B
de ordem néo inteira e fazer uma comparacao das solu¢des com dados reais, com o intuito
de verificar se a curva que melhor se ajusta aos dados reais € advinda da ordem néo inteira

da derivada.
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21 CALCULO FRACIONARIO

Nessa secdo apresentamos o0s conceitos fundamentais da teoria de calculo
fracionario. Inicialmente sera feita a formalizagédo da integral fracionaria segundo Riemann-
Liouville (RL). Em seguida, a partir das ideias de integral fracionaria de RL, serdo
apresentadas as definicbes de derivada fracionaria segundo RL e derivada fracionaria
segundo Caputo. Ambas as definicbes necessitam da integral fracionaria para a formulagéo
da derivada. Por esse motivo é necessario definir a integral fracionaria e, depois, a derivada
fracionéaria. O operador integral de RL é definido como segue:

Definicao 1.1 Seja f : R — R uma fung&o integravel e a € C, tal que Re(a) > 0. O
operador integral de Riemann-Liouville de ordem a de f (1), t € R, denotado por I°f (1), é

definido como’

no qual o simbolo * denota a convolugédo de Laplace, ¢ (t) a funcdo Gel’fand-Shilov,
definida para a € Z-, como ¢ (t) = fungdo Gama definida como IN'(a) =

Definimos Pf (t) = f (%).

A definicdo da derivada fracionaria segundo Riemann-Liouville (RL) esta baseada
no fato da derivagcédo ser a operacdo inversa da integracéo e na lei dos expoentes. Tal
definicéo estabelece que a DF € a derivada de ordem inteira de uma determinada integral
de ordem fracionéria.

Definicao 1.2 Seja f : R — R uma funcéo integravel, ae C com Re(a) =0,a¢Nen -
1 <Re(a) <n, t>a. Aderivada de Riemann-Liouville de ordem a da fungéo f (t) é dada por

rrf(t) = D"[I""f(1)]. (2)
A partir da equacgéo (2), podemos analisar dois casos particulares, com relagdo ao

parametro associado a ordem da derivada:
1. Se a=n, ne N (caso inteiro), recupera-se a derivada de ordem inteira?, ou seja

pois Pf () = f () e €& a e-nésima derivada usual de f ().

2. Se a = 0 recupera-se a propria fungéo, ou seja, [°, f (f) = f (1).

A DF segundo Caputo é similar a DF segundo RL. Porém, ela é obtida invertendo a
ordem de integragéao fracionaria com a ordem de derivagao.

Essa inversdo na ordem dos operadores de integracdo nas derivadas de Caputo

1 A partir da Definigéo (1.1), tem-se [t = t**aT (B + 1)/[(B + a + 1). O caso polinomial é recuperado se a, B € N.
2 Ambas as notagbes D"e , indicam a e-nésima derivada usal de uma fungéo.
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e RL gera consequéncias significativas, tanto no resultado da derivada de algumas
funcdes, quanto no contexto das aplicagbes em fendmenos fisicos. O operador de Caputo
€ utilizado quando queremos analisar uma EDF cujas condi¢des iniciais ou de contorno,
séo fisicamente interpretaveis, em termos das derivadas de ordens inteiras. Isso torna a
derivada de Caputo mais conveniente para a modelagem de sistemas dindmicos.

Definicao 1.3 Sejam f : R — R uma fungéo diferenciavel, a € C com Re(a) >0 e n
um numero natural, tal que, n -1 < Re(a) < n. O operador derivada de ordem a no sentido
de Caputo é efinido como

DOf(t) = """ D f(1) = o ¥ D"f(1). (3)

A partir da equacgéo (3), decorre dois casos particulares com relagdo ao parametro
associado a ordem da derivada:
1. Se a = n, ne N (caso inteiro), recupera-se a derivada usual, isto é

emque  é an-ésima derivada de f ({).
2. Se a =0, recupera-se a propria funcao, ou seja, D°f () = f ().

31 MODELO MATEMATICO

O processo de modelagem matematica consiste, essencialmente, em ex- pressar
por meio de equacdes uma determinada situagédo de interesse. Cada vez mais é crescente
0 numero de modelos utilizados na descricao de fendmenos biolégicos. A partir do estudo
das solugdes de tais modelos, € possivel fazer previsées acerca do futuro da populagéo
em estudo.

Em doengas virais, como a AIDS e a hepatite, ha inUmeros modelos que descrevem
a interacéo entre as populacdes de células e virus livres [8, 9, 11]. O primeiro modelo usado
para descrever a dindmica da hepatite B foi proposto por [14]. Tal modelo foi formulado por
meio de equagdes diferenciais ordinarias e é derivado do diagrama da Figura 1 seguinte.

Figura 1: Dindmica da infecgéo pelo virus HBV.
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Esse modelo considera trés variaveis de estado no tempo t: as células nao
infectadas, T (t), as células infectadas, /(t), e virus livres V (1). As células nao infectadas, ou
seja, células suscetiveis a infecdo sdo produzidas a uma taxa constante s e morrem a uma
taxa d. Essas células tornam-se infectadas pela taxa 8, que é proporcional a concentracéo
de células néo infectadas e a concentragéo de virus. Células infectadas sao produzidas a
uma taxa B e sdo eliminadas pela taxa constante de morte &’. Essa taxa de morte deve ser
diferente da taxa de morte de células néo infectadas, ou seja, d = 6’ devido a carga viral ou
ao efeito imune. Depois da infecgdo, a taxa de producéo de virus € p por células infectada
€ 0s virus séo liberados a uma taxa c.

Nos ultimos anos, diversas drogas tém sido usadas no tratamento da hepatite
B. A eficacia de cada uma delas apresenta resultados variaveis. O principal objetivo no
tratamento da infeccdo crénica pelo virus HBV € o de suprimir a replicagcéo viral antes que
ocorram danos irreversiveis no figado [7, 11].

Nesse contexto, torna-se necessario incorporar ao modelo proposto por [14],
parametros que indiquem a presenca de terapia contra a doenga, uma vez que tal modelo
considera que a taxa de morte de células infectadas, dado pelo pardmetro &', ocorre devido
somente ao efeito da resposta imune. Esse modelo ndo considera fatores externos que
levam a essa taxa de morte de células infectadas, como a ac¢éo de antivirais.

O tratamento com algum farmaco inibe o processo de transcri¢édo reversa, necessario
para a formacgao de novos virus. Isso significa que, sob a acdo de alguma droga, a producéo
de novos virus, p, & decrescente. A eficacia da droga sera dada pelo parametroe, 0 <€ <
1, no qual € = 0 significa que a terapia ndo possui efeito em bloquear novas infec¢des e
€ = 1 indica que a droga bloqueia totalmente a producgéo viral. Assim, a taxa de producéao
de novos virus sob a acéo de terapia é proporcional a produgdo de novos virus, ou seja,
(1 -ep.

Alguns estudos apontam que, na presenca de inibidores de transcricéo reversa, a
maioria das células ndo infectadas permanecen intactas. Isso ocorre devido a formacao
de cccDNA (do inglés, circular covalently closed DNA) que protege as células saudaveis
de tornarem-se infectadas. Assim, para incorporar o efeito da droga em bloquear novas
infeccdes, foi introdu- zido o pardmetro n. Sob a acéo de terapia, a taxa de infec¢éo de
células é proporcional a taxa de contagio celular, ou seja, (1 - n)B.

De posse das consideracdes acima, a versao fracionaria para o modelo de hepatite
B pode ser escrita como

DUT() = s—dT(t) — (1—n)BV(£)T() + pl (1)
DoI(t) = (1=n)BV(H)T(t) —0'I(t) — pI(t) (4)
DV (t) = (1 —e)pl(t) —cV(¢t),

em que D° representa a derivada de Caputo de ordem a, 0 < a < 1. A analise de
estabilidade desse modelo, pode ser vista em [3, 4].
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41 RESULTADOS E DISCUSSOES

No sistema (4) considere que o tratamento bloqueia novas infec¢bes, ou seja, n =1,
e a eficacia em bloquear a producéo viral é € = 1. Dessa forma, a equagéo que envolve a
carga viral pode ser resolvida isoladamente. O problema de valor inicial de ordem fracionaria

DeT(t) = .s—d‘T(t)—(1—‘1).‘8V(t)T(t)+pI(t)
DeI(t) = — ) BV(OT(t) — 8'1(t) — pI(t) (4)
DV (t) = (1 — e)pI(t) — eV (1),

Aplicando a transformada de Laplace [2], obtém-se

Dai

em que ¢ € uma constante positiva e representa a taxa de liberagéo de virus, V, é
carga viral no tempo t=0 e E(.) é a fungéo de Mittag-Leffler de um parametro [2].

Para realizar as simulagdes foram utilizados os métodos numéricos NSFD [13] e
Runge Kutta, para os modelos de ordem fracionaria e de ordem inteira (Sl), respectivamente.
Para analisar a infuéncia do expoente fra- cionario no comportamento da solugédo foram
utilizados diversos valores para a. Os dados sdo provenientes de um estudo realizado
em dois hospi- tais de Hong Kong, com 15 pacientes portadores crénicos do virus HBV.
Na semana 0 (semana inicial do estudo) foi analisada a concentracdo viral de cada um,
entdo cada individuo recebeu dosagens iguais de Lamivudine (150mg/d). Durante 100 dias
os pesquisadores acompanharam e mediram a carga viral de cada paciente. No inicio do
tratamento as cargas virais foram V,(0) =1, 1 x 10* copias/ml e V,(0) =1, 2 x 10° copias/ml
[11, 8]. Os parametros num éricos utilizados foram h =0, 001, = 200 dias.

A solugdo numérica para o modelo (5) é apresentada na figura, junta- mente com os
dados, referentes a carga viral de dois pacientes, denotados por P, e P,.

Figura 2: Paciente P, Figura 3: Paciente P,
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Para o paciente P,, podemos observar que a partir da segunda semana de tratamento
ocorre um decaimento exponencial na carga viral. Esse fato corresponde a resposta inicial
ao tratamento, uma vez que € alta a concentragdo de virus na circulagdo sanguinea,
assim as células de defesa agem rapidamente para combater tais virus. Com o passar das
semanas, nota-se que a carga viral diminui de forma mais lenta até tornar-se estavel.

Para o paciente P,, podemos observar que na segunda semana de tratamento a
carga viral é maior do que na semana 0. Isso se da pela resisténcia do virus contra a
medicagdo. Nesses casos é indicado o tratamento com mais de uma droga, Lamivudine e
Interferon, por exemplo. Podemos notar também que a carga viral demora um tempo maior
para se estabilizar. Em ambos os casos, nota-se que a curva que melhor se ajusta aos
dados reais é de ordem ndo inteira a=0, 7.

5| CONCLUSAO

Este trabalho apresenta a modelagem matematica, por meio de derivadas de ordem
ndo inteira para a hepatite B. A partir de simulagées numéricas nota-se que os diferentes
valores da ordem da derivada permitem comportamentos distintos da solug¢éo, sobretudo
no tempo de convergéncia para o estado de equilibrio. Os resultados apontaram que a
curva que melhor se ajusta aos dados reais € advinda da ordem nao inteira da derivada.
Esse resultado € relevante, pois indica que a modelagem de fenémenos biolégicos
pode ser feita, ndo somente por meio de equagbes diferenciais ordinarias, mas usando
técnicas advindas do calculo de ordem n&o inteira. Nesse contexto, a unido da medicina
e da modelagem matematica pode contribuir significativamente para o entendimento dos
fatores que envolvem a progresséo do virus HBV e elucidar os mecanismos chaves destes
processos, e assim ser o suporte ideal para que num futuro proximo, possam ser tracadas
estratégias de erradicacdo da doencga e quem sabe, descrever outra historia.

As continuacg@es naturais deste trabalho séo vastas, podem ser feitas tanto a partir
da abordagem de novos modelos utilizando a mesma metodologia, quanto na incorporacao
de novos fatores no modelo apresentado.
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