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APRESENTAÇÃO

A obra “Engenharia, Ciência e Tecnologia” aborda uma série de livros de publicação 
da Atena Editora. O volume IV apresenta, em seus 29 capítulos, conhecimentos 
relacionados a Modelagem, Análise e Simulação relacionadas à engenharia de 
produção nas áreas de Programação Matemática, Decisão Multicriterial e Teoria da 
Decisão e Teoria dos Jogos.

A área temática de Modelagem, Análise e Simulação trata de temas relevantes para 
a mecanismos que auxiliam na tomada de decisão, desde a modelagem e simulação até 
a análise dos resultados envolvendo assuntos relacionados a engenharia. As análises 
e aplicações de novos estudos proporciona que estudantes utilizem conhecimentos 
tanto teóricos quanto tácitos na área acadêmica ou no desempenho da função em 
alguma empresa.

Para atender os requisitos do mercado as organizações precisam levar em 
consideração a área de sustentabilidade e desenvolvimento sustentável, sejam eles 
do mercado ou do próprio ambiente interno, tornando-a mais competitiva e seguindo 
a legislação vigente.

Aos autores dos capítulos, ficam registrados os agradecimentos do Organizador 
e da Atena Editora, pela dedicação e empenho sem limites que tornaram realidade 
esta obra, que retrata os recentes avanços científicos do tema. 

Por fim, espero que esta obra venha a corroborar no desenvolvimento de 
novos conhecimentos de Modelagem, Análise e Simulação e auxilie os estudantes e 
pesquisadores na imersão em novas reflexões acerca dos tópicos relevantes na área 
de engenharia de produção.

 Boa leitura!

Luís Fernando Paulista Cotian
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CAPÍTULO 26

UTILIZAÇÃO DA EVOLUÇÃO DIFERENCIAL EM PROBLEMAS 
INVERSOS PARA A IDENTIFICAÇÃO DE PARÂMETROS DE 

UMA VIGA EULER-BERNOULLI

Rennan Otavio Kanashiro
Universidade Tecnológica Federal do Paraná

Cornélio Procópio – Paraná

Edson Hideki Koroishi
Universidade Tecnológica Federal do Paraná

Cornélio Procópio – Paraná

Fabian Andres Lara-Molina
Universidade Tecnológica Federal do Paraná

Cornélio Procópio – Paraná

RESUMO: O presente trabalho tem como 
objetivo utilizar a Evolução Diferencial para a 
identificação de parâmetros de uma viga flexível. 
A viga foi modelada de acordo com a teoria 
de Euler-Bernoulli e a metodologia proposta 
foi analisada numérica e experimentalmente. 
A análise experimental foi realizada utilizando 
uma régua de aço inoxidável, a partir da qual 
obteve-se a Função Resposta em Frequência. 
Esta resposta foi utilizada para aplicar o método 
de identificação dos parâmetros. Os resultados 
demonstraram a validade da metodologia visto 
que os parâmetros da viga foram identificados.
PALAVRAS-CHAVE: Viga Euler-Bernoulli, 
Identificação de Parâmetros, Evolução 
Diferencial.

ABSTRACT: The present work aimed to 
use the Differential Evolution to parameters 
identification of a flexible beam. The beam was 

modelled according to the Euler-Bernoulli theory 
and the proposed methodology was performed 
numerical and experimentally. The experimental 
analysis was applied using a ruler of stainless 
steel, and thus the Frequency Response 
Function was obtained. This response was 
used to apply the parameters identification 
method. The results demonstrated the validity 
of the methodology since the parameters were 
identified. 
KEYWORDS: Euler-Bernoulli Beam, 
Parameters Identification, Differential Evolution.

1 |  INTRODUÇÃO

Na área de engenharia mecânica, quando 
se trata de projetar algum novo equipamento, é 
necessário que o projetista busque desenvolver 
equipamentos que, quando operando, possuam 
uma baixa propagação de vibrações e níveis de 
ruídos, já que os mesmos são indesejáveis e 
degradam a vida útil do equipamento gerando 
custos e até mesmo maiores problemas que 
poderiam ser evitados caso tivesse sido feito 
um melhor estudo e planejamento na fase de 
projeto, pois, hoje em dia, um produto deve 
apresentar algumas características essenciais 
como durabilidade, segurança e, também, 
baixo custo na produção. Em vista disso, é 



Engenharias, Ciência e Tecnologia 4 Capítulo 26 250

extremamente importante obter um modelo matemático que descreva o comportamento 
de um sistema, onde seja possível considerar características típicas e propriedades de 
materiais presente nesse sistema em análise. 

Para obter um modelo que descreva o comportamento de um sistema, é 
necessário considerar vários subsistemas, e assim, é possível fazer o uso do problema 
inversos utilizando algoritmos de otimização a fim de identificar os parâmetros desse 
modelo. Para se aplicar o algoritmo de otimização é preciso levar em consideração 
a natureza da função objetivo, as restrições e o número de variáveis dependentes e 
independentes (LOBATO, 2008).

A solução do problema inverso é obtida por meio do uso de métodos heurísticos 
de otimização, aqui, pode-se citar vários métodos, tais como Algoritmo Genético, 
Colônia de Formigas, Evolução Diferencial entre outros. Os métodos de otimização 
heurística são baseados na evolução biológica e vem sendo bastante utilizados devido 
ao grande avanço dos computadores nas últimas décadas. Quando esses métodos 
são aplicados em algum tipo de sistema dinâmico é para obter as combinações entre 
as variáveis de projeto e, então, obter um ponto ótimo de trabalho (KESHTKAR et al., 
2011).

O presente trabalho utilizou a técnica de Evolução Diferencial (DE) para identificar 
os parâmetros de uma viga modelada de acordo com a teoria de Euler-Bernoulli, em 
um primeiro momento foi realizado uma análise numérica e em seguida a validação 
experimental foi aplicada.

2 |  VIGA EULER BERNOULLI

Inicialmente, definiu-se uma viga de aço inoxidável engastada com extremidade 
livre como objeto de estudo, no caso, foi utilizado a Teoria de Viga de Euler Bernoulli 
para modelá-la (AZEVEDO, 2003; FISH e BELYTSCHKO, 2007). 

A Figura 1 apresenta o esquema da viga utilizada.

Figura 1: Esquema da viga utilizada. 
Fonte: Autoria própria

Na análise numérica, considerou-se uma viga de aço inox com comprimento L= 
300 mm dividida em 11 nós e 10 elementos, onde cada nó possui 2 gdls, deslocamento 
y e rotação θ, com área de seção transversal S= 39 mm², momento de inercia I=7,3125 
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mm4, módulo de elasticidade E= 187,5 GPa, massa específi ca ρ= 8000 kg/m³ e uma 
força F= 1 N aplicada sobre o nó 2.

Com a viga modelada pelo método dos elementos fi nitos, foi possível obter alguns 
resultados numéricos, inclusive a Função Resposta em Frequência (FRF). Utilizando 
essa FRF obtida numericamente, pôde-se aplicar o método de otimização para obter 
os parâmetros e testar a precisão desse método empregado.

3 |  SIMULAÇÃO COMPUTACIONAL

O objetivo da simulação numérica é testar a precisão do método e identifi car o 
módulo de elasticidade (E), a massa específi ca (ρ) e os parâmetros de amortecimento 
proporcional, α e β. Para o uso da Evolução Diferencial foi utilizado a toolbox 
SimpleToolbox4.0, desenvolvido por Viana (2008).

A ideia é minimizar a diferença entre a FRF numérica e a identifi cada, isso é feito 
por meio da função objetivo, apresentada pela Eq. (1).

(1)

Na qual,  é a função objetivo,  é a  obtida numericamente, e 
 é a FRF identifi cada. Nesse caso, foi utilizada a FRF do último nó, o 

nó 11.
A Tabela 1 apresenta o valor de cada parâmetro e o espaço de projeto.

Parâmetros Valor nominal Limite Inferior Limite Superior

E (Pa) 187,5x109 1x108 1x1010

ρ (kg/m³) 8000 1x102 1x105

α 1x10-2 0 1

β 1x10-5 0 1

 Tabela 1– Valores dos parâmetros e o espaço de projeto.
Fonte: Autoria própria

 
Os tamanhos populacionais utilizados foram de 100, 150 e 200, para análise da 

sensibilidade do otimizador, para cada população a otimização foi analisada 10 vezes.
Pela Figura 4, é possível notar que conforme o tamanho populacional aumentou, 

a FRF identifi cada se aproximou mais da numérica, isso pode ser visto na Figura 4-c, 
onde ambas FRF estão perfeitamente sobrepostas.

Para uma melhor visualização dos resultados encontrados, foi utilizado o comando 
boxplot do software Matlab®, nesse comando, os resultados são apresentados por 
meio de caixas, na qual o topo e o fundo da caixa em azul representam os resultados 
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entre 25% a 75%, a linha vermelha é a mediana dos resultados encontrado e o símbolo 
“+” em vermelho significa algum resultado que está muito fora da variação. A Figura 5 
apresenta o boxplot dos parâmetros identificados pelo método DE.

Observando a Figura 5, nota-se que para todos os parâmetros houve uma grande 
variação dos resultados obtidos, devido a isso, é importante selecionar qual iteração 
apresentou o melhor resultado.

 

    (a) População 100.                                              (b) População 150.

 

(c) População 150.

Figura 2 – FRF identificadas pelo método DE para as populações 100, 150 e 200.
Fonte: Autoria própria
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Figura 3 – Boxplot dos parâmetros identificado pelo método DE
Fonte: Autoria própria.

Os valores dos parâmetros identificados para o melhor caso para cada tamanho 
de população são apresentados na tabela 2

Parâmetros 100 150 200
E (Pa) 1,875x1011 1,874x1011 1,875x1011

ρ (kg/m³) 8,000x103 7,995x103 8,001x103

α 1,000x10-2 1,009x10-2 9,885x10-3

β 1,000x10-5 9,995x10-6 9,992x10-6

 Tabela 2– Valores dos parâmetros identificados 
Fonte: Autoria própria

Na Tabela 3 é possível comparar os valores nominais com os obtidos 
numericamente. Os valores com sinais negativo, “-“, significam valores abaixo do valor 
nominal. 

Parâmetros 100 150 200
E 0,0000% -0,0569% 0,0087%
Ρ 0,0000% -0,0567% 0,0086%
Α 0,0013% 0,8771% -1,1480%
Β 0,0001% -0,0487% -0,0779%

 

Tabela 3– Erro relativo dos parámetros identificados.
Fonte: Autoria própria

Assim, nota-se que os valores identificados numericamente estão bem próximos 
dos valores nominais, confirmando a validade da merodologia.

4 |  RESULTADO EXPERIMENTAL

Para a análise experimental, foi utilizada uma régua de aço inox, dividida em 10 
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elementos e 11 nós, apresentada na Figura 6-a. Essa régua foi fixada verticalmente 
em uma bancada, simulando uma viga na posição vertical, assim, foi possível 
desconsiderar o efeito da gravidade sobre o sistema. Isso pode ser visto na Figura 7-a.

(a) Vista superior com a divisão dos nós

(b) Vista lateral com o sistema de eixos

Figura 6 – Régua dividida em 10 elementos e 11 nós.
Fonte: Autoria própria

O acelerômetro foi posicionado na extremidade da régua, no nó 11, Figura 7-b, 
e com o martelo instrumentado, Figura 7-c, foi dada uma entrada impulsiva sobre o 
nó 2 e com o sistema de aquisição de dados, Figura 7-c, foi possível obter a FRF do 
sistema.

             (a) Régua                            (b) Acelerômetro           (c) Martelo instrumentado e o

sistema de aquisição de dados

Figura 7 – Equipamentos utilizados
Fonte: Autoria própria

A FRF experimental obtida é apresenta pela Figura 8. A identificação foi realizada 
considerando apenas os primeiros modos da viga. Para esta identificação experimental 
foi considerada uma população de 500 e o otimizador foi executado 10 vezes. O 
intervalo do espaço de projeto adotado foi o mesmo apresentado na Tabela 1.
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Figura 8 – FRF experimental.
Fonte: Autoria própria

A Figura 10 apresenta as FRFs experimental e identificada para um  intervalo de 
0 a 100 Hz.

Figura 9 – FRF experimental e FRF identificada.
Fonte: Autoria própria

O primeiro pico da FRF identificada está coincidindo perfeitamente com a 
FRF experimental, embora, nota-se uma certa discrepância na amplitude da FRF 
identificada, o segundo pico da FRF identificada está com uma amplitude menor do 
que a experimental, ainda que as frequências naturais de ambas estejam próximas, 
da FRF identificada, a segunda frequência natural é de 48,91 Hz, e para a FRF 
experimental, a segunda frequência natural é de 50 Hz. A seguir, estão listados alguns 
dos possíveis motivos para tal fato ter ocorrido:

• Fixação da bancada;

• Engaste da régua;

• Massa do sensor;

• No momento da entrada impulsiva, a régua pode ter fletido.

Um ou o conjunto desses possíveis motivos podem explicar essa discrepância do 
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segundo pico da FRF identificada e experimental.
A Figura 10 apresenta o boxplot dos parámetros identificados a partir da FRF 

experimental, sendo possível observar a baixa dispersão dos parámetros encontrados.

‘

Figura 10 – Boxplot dos parâmetros identificado experimentalmente
Fonte: Autoria própria.

A Tabela 4 apresenta os valores dos parâmetros identificados pelo método 
adotado.

Parâmetro Valor Identificado
E (Pa) 3952865553,1130

ρ (kg/m³) 470,41438
α 0,2314
β 1,1323x10-5

 Tabela 4– Valores dos parâmetros identificados experimentalmente

Fonte: Autoria própria

5 |  CONCLUSÕES

A presente contribuição objetivou a aplicação de técnicas de identificação de 
parâmetros de uma viga modelada utilizando a teoria de Euler-Bernoulli. Para a 
identificação utilizou-se a Evolução Diferencial como técnica de otimização para 
minimizar as FRFs numéricas e experiementais.

Os resultados encontrados foram satisfatórios, tanto numérico como 
experimentalmente, visto que o método da Evolução Diferencial apresentou bons 
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resultados até mesmo para populações menores comprovando a validade da 
metodologia utilizada.
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