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APRESENTAÇÃO

A Pandemia do novo coronavírus pegou todos de surpresa. De repente, ainda no 
início de 2020, tivemos que mudar as nossas rotinas de vida e profissional e nos adaptar a 
um “novo normal”, onde o distanciamento social foi posto enquanto a principal medida para 
barrar o contágio da doença. As escolas e universidades, por exemplo, na mão do que era 
posto pelas autoridades de saúde, precisaram repensar as suas atividades. 

Da lida diária, no que tange as questões educacionais, e das dificuldades de 
inclusão de todos nesse “novo normal”, é que contexto pandêmico começa a escancarar 
um cenário de destrato que já existia antes mesmo da pandemia. Esse período pandêmico 
só desvelou, por exemplo, o quanto a Educação no Brasil acaba, muitas vezes, sendo uma 
reprodutora de Desigualdades. 

O contexto social, político e cultural, como evidenciaram Silva, Nery e Nogueira 
(2020), tem demandado questões muito particulares para a escola e, sobretudo, para 
a formação, trabalho e prática docente. Isso, de certa forma, tem levado os gestores 
educacionais a olharem para os cursos de licenciatura e para a Educação Básica com 
outros olhos. A sociedade mudou, nesse cenário de inclusão, tecnologia e de um “novo 
normal”; com isso, é importante olhar mais atentamente para os espaços formativos, em 
um movimento dialógico e pendular de (re)pensar as diversas formas de se fazer ciências 
no país. A pesquisa, nesse interim, tem se constituído como um importante lugar de ampliar 
o olhar acerca das inúmeras problemáticas, sobretudo no que tange ao conhecimento 
matemático (SILVA; OLIVEIRA, 2020). 

É nessa sociedade complexa e plural que a Matemática subsidia as bases do 
raciocínio e as ferramentas para se trabalhar em outras áreas; é percebida enquanto parte 
de um movimento de construção humana e histórica e constitui-se importante e auxiliar 
na compreensão das diversas situações que nos cerca e das inúmeras problemáticas que 
se desencadeiam diuturnamente. É importante refletir sobre tudo isso e entender como 
acontece o ensino desta ciência e o movimento humanístico possibilitado pelo seu trabalho. 

Ensinar Matemática vai muito além de aplicar fórmulas e regras. Existe uma dinâmica 
em sua construção que precisa ser percebida. Importante, nos processos de ensino e 
aprendizagem da Matemática, priorizar e não perder de vista o prazer da descoberta, algo 
peculiar e importante no processo de matematizar. Isso, a que nos referimos anteriormente, 
configura-se como um dos principais desafios do educador matemático, como assevera 
D’Ambrósio (1993), e sobre isso, de uma forma muito particular, abordaremos nesta obra. 

É neste sentido, que o volume 2 do livro “Pesquisas de Vanguarda em Matemática 
e suas Aplicações” nasceu: como forma de permitir que as diferentes experiências do 
professor pesquisador que ensina Matemática e do pesquisador em Matemática aplicada 
sejam apresentadas e constituam-se enquanto canal de formação para educadores da 



Educação Básica e outros sujeitos. Reunimos aqui trabalhos de pesquisa e relatos de 
experiências de diferentes práticas que surgiram no interior da universidade e escola, por 
estudantes e professores pesquisadores de diferentes instituições do país. 

Esperamos que esta obra, da forma como a organizamos, desperte nos leitores 
provocações, inquietações, reflexões e o (re)pensar da própria prática docente, para 
quem já é docente, e das trajetórias de suas formações iniciais para quem encontra-se 
matriculado em algum curso de licenciatura. Que, após esta leitura, possamos olhar para a 
sala de aula e para o ensino de Matemática com outros olhos, contribuindo de forma mais 
significativa com todo o processo educativo. Desejamos, portanto, uma ótima leitura.

Américo Junior Nunes da Silva
André Ricardo Lucas Vieira
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RESUMEN: La presente investigación tiene 
por objetivo analizar el proceso de génesis 
instrumental de la noción de fractal en profesores 
de matemática de nivel secundario. Se utilizaron 
aspectos del Enfoque Instrumental y del estudio 
de caso como base teórica y metodológica 
respectivamente. Profesores de Perú, Brasil, 
México, Cuba y Colombia desarrollaron una 
secuencia de actividades donde movilizaron 
algunas características de la noción de fractal, 
como la repetición de procesos infinitos o la 
reproducción del mismo patrón a diferentes 
escalas, al realizar iteraciones tanto de estructura 
numérica como geométrica. Los profesores 
interactuaron con diferentes tecnologías 
(material concreto y GeoGebra), lo que les 

permitió construir distintos modelos de fractales 
como el conjunto de Cantor, el triángulo de 
Sierpinski, el Copo de hielo de Koch, entre otros. 
Las producciones presentadas por los profesores 
tanto en material concreto como en GeoGebra, 
evidencian que se generó la génesis instrumental 
de la noción de fractal en los profesores.
PALABRAS CLAVE: Fractales; GeoGebra; 
Génesis Instrumental; Formación de profesores.

INSTRUMENTAL GENESIS OF THE 
NOTION OF FRACTAL IN HIGH SCHOOL 

MATHEMATICS TEACHERS
ABSTRACT: The present research aims to 
analyze the process of instrumental genesis of 
the notion of fractal in high school mathematics 
teachers. Aspects of the Instrumental Approach 
and the case study were used as theoretical 
and methodological basis respectively. Teachers 
from Peru, Brazil, Mexico, Cuba and Colombia 
developed a sequence of activities where they 
mobilized some characteristics of the fractal 
notion, such as the repetition of infinite processes 
or the reproduction of the same pattern at different 
scales, when performing iterations of numerical 
and geometric structure. The participants 
interacted with different technologies (concrete 
material and GeoGebra), which allowed them to 
build different fractal models such as the Cantor 
set, the Sierpinski triangle, the Koch Iceflake, 
among others. The productions presented by 
the participants, both in concrete material and 
GeoGebra, show that the instrumental genesis 
of the notion of fractal was generated in the 
teachers.
KEYWORDS: Fractals; GeoGebra; Instrumental 
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Genesis; Teacher education.

1 | 	INTRODUCCIÓN
La noción de fractal es importante porque tiene una diversa y destacable aplicabilidad 

en problemas relacionados con la medicina, la meteorología, la economía e incluso en la 
misma naturaleza.

El concepto de Fractal presenta cierto grado de complejidad, sin embargo, se puede 
introducir esta noción de una manera sencilla en el aula de matemática en el nivel de 
secundaria. Por ello, nuestra investigación se orienta a que los profesores de este nivel se 
apoderen de algunas características de esta noción y puedan utilizarla en sus enseñanzas.

Los investigadores Oviedo, Kanashiro y Colombini (2004) señalan que el termino 
Fractal “está relacionado con la palabra Fractus que significa roto o no entero. Este término 
es atribuible a Benoit Mandelbrot quien lo empleó para definir ciertos conjuntos de números 
que describen objetos con dimensión fraccionaria” (p. 11).

Así mismo, los investigadores mencionan que los fractales son formaciones 
gráficas que muestran procesos iterativos que tienen una característica en común: repiten 
procesos infinitos. Por tanto, se puede concebir una construcción fractal como una figura 
autosemejante, es decir, todas sus partes tienen repetición a diferentes escalas.  Por otro 
lado, Oviedo, Kanashiro y Colombini indican que los fractales son construcciones que se 
generan a través de iteraciones sucesivas, lo que implica la ejecución de un algoritmo 
que se repite indefinidamente. Son objetos que se identifican gráficamente y brindan un 
acercamiento analítico que posibilita explicar sus comportamientos y tienen dimensión 
fraccionaria.

La noción de fractal forma parte del currículo de matemática de diferentes países de 
Latinoamérica, en particular, del currículo de matemática de Perú. En el libro de texto del 
área de matemática del VII ciclo de Educación Básica Regular del Ministerio de Educación 
del Perú-MINEDU, texto para estudiantes de 13 a 14 años de edad, se muestran actividades 
relacionadas con la noción de Fractal, que buscan que los estudiantes generen una noción 
de este concepto, dado que en el libro de texto no se brinda una definición formal de este 
concepto. La figura 1 muestra la primera actividad sobre fractales.
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Figura 1. Actividad extraída del Libro matemática 3 del MINEDU.

Fuente: Perú (2016, p.140)

La actividad mostrada en la figura 1 presenta el fractal de Koch, el objetivo de esta 
actividad es que los estudiantes describan cómo se forma cada fractal, que identifiquen 
sus características, así como que reproduzcan cada uno de los modelos dados. La figura 2 
muestra una siguiente actividad sobre fractales.

Figura 2. Actividad extraída del Libro matemática 3 del MINEDU.

Fuente: Perú (2016, p.140)

Por lo anterior, surge la presente investigación que tiene por objetivo analizar el 
proceso de génesis instrumental de la noción de fractal en profesores de matemática de 
nivel secundario. Para ello, se ha diseñado una secuencia de actividades que permita por 
un lado, la instrumentalización de las características de la noción de fractal en el aula de 
una manera comprensible, así como la reflexión sobre cómo esta noción compleja se puede 
trabajar en el aula con estudiantes de educación secundaria, y por otro lado, el abordaje de 
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otros contenidos referentes a las características de los fractales como son la semejanza de 
figuras, progresión, área, perímetro, operaciones con fracciones, etc.

2 | 	ASPECTOS DEL ENFOQUE INSTRUMENTAL 
Se utilizan aspectos del Enfoque Instrumental propuesto por Rabardel (1995), para 

la elaboración de las actividades pues nos brinda las directrices necesarias para el estudio 
en escenarios de enseñanza y aprendizaje con tecnologías. Las nociones claves de este 
Enfoque son las siguientes: 

Esquema: Organización invariante de la conducta del sujeto para una clase 
determinada de situaciones.

Artefacto: Es un objeto material o abstracto, destinado a dar sustento a la actividad 
del sujeto en la ejecución de un cierto tipo de tarea.

Instrumento: Es lo que un sujeto construye a partir del artefacto. Es entonces una 
entidad mixta que contiene a la vez un artefacto, material o no, y esquemas de utilización 
construidos por el sujeto durante su interacción. La figura 3 muestra la composición de un 
instrumento.

Figura 3. Componentes del instrumento

Fuente: Los autores

De acuerdo con Rabardel (1995), el Enfoque Instrumental estudia la diferencia que 
existe entre el artefacto, instrumento y los procesos que desenvuelven la transformación 
progresiva del artefacto en instrumento, transformación que denominó como proceso 
Génesis Instrumental. 

En cuanto a la génesis instrumental, el investigador sostiene que esta consta de dos 
dimensiones: La instrumentalización y la instrumentación.

La instrumentalización: Está dirigida hacia la parte artefactual del instrumento, 
consta de enriquecimiento de las propiedades del artefacto por parte del sujeto. Es decir, 
es el resultado de la atribución de una función al artefacto por parte del sujeto.

La instrumentación: Está dirigida hacia el sujeto. Se refiere a la construcción 
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de esquemas de uso por parte del sujeto, relativos a la ejecución de ciertas tareas. En 
este proceso se lleva a cabo la asimilación de nuevos artefactos a los esquemas y la 
acomodación de los esquemas para dar nuevos significados a los artefactos.

Rabardel utiliza la noción de esquema redefinida por Vergnaud que menciona 
que un esquema es una organización invariante de la conducta del sujeto para una clase 
determinada de situación.

3 | 	METODOLOGÍA  
Nuestra metodología es de corte cualitativo, en ese sentido, Denzin y Lincoln (1994) 

sostienen que la metodología cualitativa es multimetódica, naturalista e interpretativa. Es 
decir, que las investigadoras e investigadores cualitativos indagan en situaciones naturales, 
intentado dar sentido o interpretar los fenómenos en los términos del significado que las 
personas les otorgan. Asimismo, los investigadores cualitativos tienen más interés por el 
proceso que por los resultados o productos.

En cuanto a los procedimientos metodológicos, la parte experimental se realizó 
en dos sesiones con docentes e investigadores que se enfocan en la enseñanza de la 
matemática en Educación Secundaria. En la primera sesión se realizaron actividades 
introductorias y en la segunda sesión, actividades que envuelven el uso de GeoGebra. A 
seguir se describen estos dos tipos de actividades.

Actividades introductorias, en las cuales se presentaron actividades dirigidas a 
la instrumentalización de las características de los fractales: autosimilitud, repetición de 
procesos infinitos, la reproducción del mismo patrón a diferentes escalas. Para la realización 
de estas actividades se utilizó lápiz y regla, así como la técnica del Kirigami (doblado y corte 
de papel). Se construyeron diferentes modelos de fractales como el triángulo de Sierpinski, 
el conjunto de cantor, entre otros.

Actividades con Geogebra, se propusieron actividades que permitieron inducir de 
forma intuitiva la noción de la recursividad y de infinito. 

Las actividades se desarrollaron en dos sesiones de 90 minutos cada una. En la 
primera sesión se desarrollaron actividades de introducción a la noción de fractales y las 
primeras construcciones de fractales con la técnica de Kirigami. En la segunda sesión, se 
continuó con la actividad de construcción de fractales con el uso de GeoGebra.  

Las actividades
A continuación, se presentan actividades de cada uno de los tipos mencionados 

anteriormente. La figura 4 muestra la actividad introductoria sobre la noción de fractal.
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Figura 4. Actividad introductoria presentada a los profesores.

Fuente: Datos de la investigación

Esta actividad se basó en la relación que presenta la noción de Fractal con la palabra 
Fractus que significa roto o no entero. Se esperaba que los profesores reconocieran cada 
segmento (pintados o en blanco) de cada fase en que se dividió el segmento inicial, como 
partes de una unidad. La figura 5 muestra la división de estos segmentos.

Figura 5. Reconociendo la medida de cada segmento dividido

Fuente: Datos de la investigación

Al inicio de la actividad, se repartió a los profesores distintos materiales como 
reglas, escuadras, lápices, compás, calculadora y una hoja que tenía un segmento de 
recta dibujado en la parte superior. Los profesores realizaron la división del segmento y 
mostraron distintas estrategias, la mayoría utilizó la calculadora para obtener la medida de 
los segmentos y luego la regla para trazarlos, sin embargo, hubo una profesora que hizo 
las divisiones utilizando el teorema de Thales, ya que el segmento no era de medida exacta 
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para cada partición que se solicitaba del segmento. Este último procedimiento se muestra 
en la figura 6.

Figura 6. Primera actividad realizada por los profesores.

Fuente: Datos de la investigación

Para finalizar esta actividad, se pidió a los profesores que apuntaran sus 
observaciones y traten de deducir algunos patrones que se generan al realizar estas 
particiones del segmento. La figura 7 muestra estos posibles patrones.

Figura 7. Patrones generados.

Fuente: Datos de la investigación

Otra de las actividades del tipo introductorio involucra la técnica del Kirigami (doblado 



 
Pesquisas de vanguarda em matemática e suas aplicações 2 Capítulo 20 225

y corte de papel). En este tipo de actividad, se realizaron las construcciones de los fractales 
conocidos como escalera de cantor, pirámide de Sierpinski, el libro fractal, entre otros.

Al inicio de la actividad, se repartió a los profesores materiales adicionales como 
hojas de colores y una tijera. Los profesores realizaron procesos iterativos y siguieron 
cierto patrón definido por el investigador para la partición de un segmento dado, luego 
procedieron a efectuar los cortes respectivos con la tijera y construir algunos fractales 
conocidos, tal y como se muestra en la figura 8.

Figura 8. Pirámide de Sierpinski elaborado por los profesores.

Fuente: Datos de la investigación

Al realizar esta actividad se evidenció que los profesores se sintieron motivados 
en la construcción de cada fractal. El libro fractal fue la construcción más elaborada y con 
mayor número de pasos, pero para ellos fue un reto, que al final lograron realizar.

Entre las actividades propuestas a realizarse con GeoGebra, figura la presentación 
del triángulo de Sierpinski. Los investigadores diseñaron un applet en GeoGebra que, al 
movilizar un deslizador, se construye paso a paso este fractal. Los profesores tenían que 
movilizar un deslizador y según la fase que se encuentre debían responder a las preguntas 
mostradas en la figura 9.
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Figura 9. Actividad de triángulo de Sierpinski con Geogebra.

Fuente: Datos de la investigación

Al finalizar la secuencia de actividades, los profesores mostraron mayor interés en 
la construcción de los fractales mediante la técnica del Kirigami. En un primer momento, 
hicieron las construcciones con una plantilla, después de reconocer la secuencia de 
construcción pudieron realizar un libro fractal de la pirámide de Sierpinski.

4 | 	CONSIDERACIONES FINALES 
Consideramos que al concluir la experiencia los profesores instrumentalizaron las 

características de los fractales por medio de tecnologías de lápiz y papel y digitales como 
el caso de GeoGebra, y movilizaron esquemas preexistentes como semejanza de figuras, 
progresiones, segmentos, área, perímetro, así como la formación de nuevos esquemas 
relacionados con procesos infinitos, particiones iterativas, entre otras que permitieron 
instrumentar la noción de fractal. A su vez los profesores reflexionaron sobre cómo esta 
noción compleja se puede trabajar en el aula con estudiantes de educación secundaria.
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