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APRESENTAÇÃO

A obra “Engenharia, Ciência e Tecnologia” aborda uma série de livros de publicação 
da Atena Editora. O volume IV apresenta, em seus 29 capítulos, conhecimentos 
relacionados a Modelagem, Análise e Simulação relacionadas à engenharia de 
produção nas áreas de Programação Matemática, Decisão Multicriterial e Teoria da 
Decisão e Teoria dos Jogos.

A área temática de Modelagem, Análise e Simulação trata de temas relevantes para 
a mecanismos que auxiliam na tomada de decisão, desde a modelagem e simulação até 
a análise dos resultados envolvendo assuntos relacionados a engenharia. As análises 
e aplicações de novos estudos proporciona que estudantes utilizem conhecimentos 
tanto teóricos quanto tácitos na área acadêmica ou no desempenho da função em 
alguma empresa.

Para atender os requisitos do mercado as organizações precisam levar em 
consideração a área de sustentabilidade e desenvolvimento sustentável, sejam eles 
do mercado ou do próprio ambiente interno, tornando-a mais competitiva e seguindo 
a legislação vigente.

Aos autores dos capítulos, ficam registrados os agradecimentos do Organizador 
e da Atena Editora, pela dedicação e empenho sem limites que tornaram realidade 
esta obra, que retrata os recentes avanços científicos do tema. 

Por fim, espero que esta obra venha a corroborar no desenvolvimento de 
novos conhecimentos de Modelagem, Análise e Simulação e auxilie os estudantes e 
pesquisadores na imersão em novas reflexões acerca dos tópicos relevantes na área 
de engenharia de produção.

 Boa leitura!

Luís Fernando Paulista Cotian
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CONTROLE ROBUSTO APLICADO EM UMA VIGA DE MATERIAL 
COMPÓSITO VISANDO ATENUAÇÃO DE VIBRAÇÕES

CAPÍTULO 9

Camila Albertin Xavier da Silva
Universidade Tecnológica Federal do Paraná

Cornélio Procópio - Paraná

Daniel Almeida Colombo
Universidade Tecnológica Federal do Paraná

Cornélio Procópio – Paraná

Edson Hideki Koroishi
Universidade Tecnológica Federal do Paraná

Cornélio Procópio – Paraná

Albert Willian Faria
Universidade Federal do Triângulo Mineiro

Uberaba – Minas Gerais

RESUMO: As pesquisas em engenharia no 
desenvolvimento de novas técnicas de controle 
ativo de vibrações têm tido um aumento 
expressivo nos últimos anos e o uso dessas 
técnicas de controle com aplicação de atuadores 
eletromagnéticos vem apresentando resultados 
satisfatórios em termos de atenuação de vibração. 
O presente trabalho propõe o controle ativo de 
vibrações em uma viga de material compósito, 
utilizando atuadores eletromagnéticos, com 
intuito de obter uma redução na resposta do 
deslocamento do sistema. A teoria de controle 
utilizada foi o controle robusto, especificamente 

o regulador linear quadrático resolvido por 
desigualdades matriciais lineares, que propõe 
a possibilidade da otimização de grandezas 
físicas através da adoção de um índice de 
desempenho. O atuador eletromagnético foi 
então linearizado utilizando uma metodologia 
similar a utilizadas em mancais magnéticos. A 
vantagem deste tipo de atuador é a aplicação 
da força de controle sem contato mecânico. Nas 
simulações numéricas obteve-se a resposta 
do deslocamento do sistema no domínio 
do tempo, na qual a vibração do sistema foi 
atenuada e também os resultados da função de 
resposta de frequência mostraram que os dois 
primeiros modos de vibrar foram atenuados, 
demonstrando assim, a eficiência da técnica 
proposta no controle ativo de vibrações em uma 
viga de material compósito. 
PALAVRAS-CHAVE: Controle Ativo de 
Vibrações, Controle Robusto, Regulador Linear 
Quadrático, Material Compósito, Atuador 
Eletromagnético.

ABSTRACT: Engineering researches in the 
development of new techniques of active vibration 
control have had an expressive increase in recent 
years and the use of these control techniques 
with the application of electromagnetic actuators 
has presented satisfactory results in terms 
of vibration attenuation. The present work 
proposes the active vibration control in a beam 
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of composite material, using electromagnetic actuators, in order to obtain a reduction in 
the response of the displacement of the system. The control theory used was the robust 
control, specifically the linear quadratic regulator solved by linear matrix inequalities, 
that proposes the possibility of optimizing physical quantities by means the adoption 
of a performance index. The electromagnetic actuator was then linearized using a 
methodology similar to that used in magnetic bearings. The advantage of this type 
of actuator is that applies control force without mechanical contact. From numerical 
simulations, the system displacement response was obtained in the time domain, in 
which the vibration of the system was attenuated and also the results of the frequency 
response function showed that the  two fisrt vibration modes were attenuated, thus 
demonstrating the efficiency of the proposed technique in the active control of vibrations 
in a beam of composite material. 
KEYWORDS: Active Vibration Control, Robust Control, Linear Quadratic Regulator, 
Composite Material, Electromagnetic Actuator

1 |  INTRODUÇÃO

O controle tem se tornado de grande importância nos processos industriais e 
de produção, onde estas áreas vêm buscando meios de otimizar o desempenho de 
sistemas mecânicos. Dentre as técnicas presentes no controle moderno, tem-se o 
controle ativo de vibrações (AVC – do inglês Active Vibration Control), que nas últimas 
décadas tem apresentado grandes avanços e novas metodologias de controle. As 
pesquisas em engenharia visando o desenvolvimento destas novas metodologias, como 
novas técnicas de controle ativo de vibração, são impulsionadas pela necessidade de 
se dispor de estruturas leves associadas a um alto desempenho de operação, gerando 
menores custos operacionais e aumentando a competitividade (BUENO, 2007).

Entre as técnicas conhecidas de controle ativo de vibrações, o Controle 
Ótimo apresenta vantagens por permitir a inserção de incertezas via desigualdades 
matriciais lineares, resultando no projeto de controladores robustos. Este controle vem 
apresentando aplicações bem-sucedidas em diversas áreas. E uma das áreas de 
grande interesse atualmente, é o estudo de materiais compósitos, materiais os quais 
possuem um arranjo inovador, caracterizados por sua leveza, resistência mecânica, e a 
possibilidade de otimização de condições de funcionamento específico. Tais materiais 
podem ser formados por lâminas fibrosas em diferentes orientações, o que permite a 
adequação para aplicações particulares (REDDY, 1997).  

No contexto destes sistemas mecânicos com ótimo desempenho, este trabalho 
propõe o uso do controle ativo modal de vibrações em uma viga de material compósito, 
utilizando atuadores eletromagnéticos cujos controladores foram projetados por meio 
da aplicação do Regulador Linear Quadrático (LQR – do inglês Linear Quadratic 
Regulator), com o objetivo de analisar o comportamento da resposta dinâmica, visando 
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à atenuação de vibrações e considerando incertezas no modelo.

2 |  MODELO DO SISTEMA

Para o estudo do comportamento dinâmico de um sistema, é preciso a obtenção 
do modelo matemático, modelos nos quais são construções simplifi cadas e abstratas 
que descrevem o comportamento de sistemas de interesse (OGATA, 2003).

2.1. Campo de Deslocamento Mecânico

O comportamento mecânico de uma estrutura pode ser representado através 
da teoria de deformação de cisalhamento de primeira ordem (FSDT – do inglês First-
order Shear Deformation Theory), representada pela equação (1):

  (1)
onde  são os deslocamentos direcionais em x, y e z, 

respectivamente, sendo o plano (x - y) o plano médio do material.  e  são 
as rotação em torno dos eixo x e y, respectivamente, os segmentos ortogonais em 
relação à superfície de referência.

As variáveis mecânicas presentes na equação (1) são descritas, no Método 
dos Elementos Finitos, por meio de funções de forma e variáveis nodais. O elemento 
considerado na presente formulação é o Serendipity, um elemento plano com 3 nós 
por aresta, num total de oito nós (REDDY, 1997).

A partir da FSDT, o deslocamento mecânico em função das coordenadas nodais 
é dado pela equação (2):

 (2)

onde  
é a matriz das variáveis de espessura na direção z das variáveis nodais 

 ,  é o vetor que contém todas as variáveis nodais e  
 é a matriz das funções mecânicas da viga.

A deformação mecânica é expressa, utilizando as funções de forma e variáveis 
nodais, como demonstrado na equação (3):

   
(3) 
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onde  é a matriz que contém 
operadores diferenciais presentes na relação deformação-deslocamento, detalhado 
em (FARIA, 2006).

2.2. FORMAÇÃO DA MATRIZ ELEMENTAR

De acordo com Chee (2000), as matrizes de acoplamento elementar são descritas 
pelas equações (4) e (5):

  (4)

 (5)  

onde ρ é a densidade do material, [Me] é a matriz elementar de massa e  é 
a matriz elementar de rigidez elástica. [c] e [Bu] são as matrizes, respectivamente, da 
rigidez elétrica de entrada e Ve é o volume elementar. ȷ é o jacobiano da transformação 
(REEDY, 1997).

Com base nas equações (4) e (5), a matriz do modelo global representada 
na equação (6) é construída através do procedimento padrão, em que g indica as 
grandezas globais.

 (6)

onde {Fg} é a força de excitação.

2.3. Redução de Modelos

A realização balanceada, consiste na descrição do modelo do sistema na 
forma de espaço de estados, combinando-o com as matrizes de controlabilidade e 
de observabilidade para cada graminiano de controlabilidade e observabilidade do 
sistema. O modelo reduzido é obtido negligenciando os estados associados a pequenos 
valores singulares (MEIROVITCH, 1990). A realização balanceada mínima do sistema 
é assintoticamente estável se os graminianos de controlabilidade e de observabilidade 
são iguais e diagonais (ZHOU; DOYLE, 1998).

Considere um sistema linear estável invariante no tempo representado na 
equação (7) e equação (8):

 (7)

 (8)
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onde x(t) corresponde ao vetor de estado, [A] a matriz dinâmica nxn, [B] a matriz 
de entrada nxm, [C] a matriz de saída sxn, {u(t)} a força de entrada e {y(t)} o vetor de 
saída, em que  é a ordem do sistema, m o número de entrada e s o número de saídas.

O sistema é chamado balanceado, se as soluções respeitarem as equações de 
Lyapunov representadas pelas equações (9) e (10) e se P = Q = .

 (9)

 (10)

Nas equações (9) e (10), [P] e [Q] são respectivamente os graminianos de 
controlabilidade e observabilidade, e  são os valores singulares do 
sistema .

Na realização balanceada, a fi delidade do modelo reduzido com o modelo 
completo (A,B,C), depende da relação , onde r é a ordem do modelo reduzido. 
A redução do sistema de espaço de estados é dada pelas equações (11) e (12):

   (11)

 (12)

onde  é o vetor de estado reduzido,   o vetor reduzido de entrada, 
 a matriz reduzida dinâmica  a matriz reduzida de entrada  e  a 

matriz reduzida de saída sxr.
A redução do modelo através da realização balanceada é chamada de truncamento 

balanceado (ASSUNÇÃO; HEMERLY, 1992). A redução de modelos foi utilizada no 
presente trabalho a fi m de garantir a controlabilidade e observabilidade do sistema.

3 |  REGULADOR LINEAR QUADRÁTICO

Para sistemas em malha fechada, o Regulador Linear Quadrático fornece uma 
metodologia para controlar o ganho de realimentação, garantindo uma boa margem 
de estabilidade.

O controle ótimo, no presente contexto, contribui para a minimização do índice 
de desempenho levando a otimização das grandezas físicas pré-defi nidas (OGATA, 
2003). O controle da realimentação é dado pela equação (13):

 (13)

onde [K] o ganho  é determinado com minimização do desempenho dado pela 
equação (14).
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  (14)

sendo  uma matriz hermitiana defi nida positiva (ou semi-defi nida positiva) 
ou real simétrica das cargas de cada estado e  é uma matriz hermitiana defi nida 
positiva ou real simétrica do consumo de energia dos sinais de controle (SIMÕES, 
2006).

3.1. Desigualdades Matriciais Lineares (LMIS).  

A desigualdade matricial linear é um método importante que abrange diversos 
problemas matemáticos, seu uso é vantajoso em sistemas de controle para a 
determinação do ganho do controlador, devido a possibilidade de assumir parâmetros 
modais envolvendo incertezas. Atualmente, é tema de estudo em todo mundo, em 
diversas pesquisas que visam diferentes aplicações, como o controle ótimo e o controle 
robusto (VAN ANTWERP; BRAATZ, 2000; SILVA et al., 2004).

Para um sistema de controle que faz uso do teorema de Lyapunov, primeiramente 
são verifi cadas as condições de estabilidade para posteriormente projetar o controlador 
com as devidas restrições criadas anteriormente. Lyapunov mostrou que o sistema 
representado pela equação (15) é estável se e somente existir uma matriz positiva 

, que atenda a condição dada pela equação (16), conhecida como desigualdade 
de Lyapunov.

  (15)

  (16)

3.2. Regulador Linear Quadrático Via LMIs

Muitos autores têm considerado aplicações de LQR, no entanto, o uso de LMIs 
para este controlador é pouco discutido (JOHNSON; ERKUS, 2002). O regulador linear 
quadrático via LMIs é ilustrado em (ERKUS; LEE, 2004). Estes autores mostraram que 
o problema LQR via LMI, a partir da minimização do índice de desempenho, é descrito 
pela equação (17):

  (17)

onde N corresponde a inserção de ruído,  e  as soluções das LMIs 
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denotadas na matriz,  e tr()  ao traço da matriz. A equação (17) é sujeita a condições 
impostas pelas equações (18) e (19):

  (18)

   (19)

sendo Bw a matriz de perturbação.
Para se obter o ganho do controlador utiliza-se a equação (20).

  (20)   
                                                                                                                                             

3.3. Projeto Do Controlador Robusto Usando LMIs

O projeto do controlador robusto presente neste trabalho foi previamente 
apresentado por (ASSUNÇÃO; TEIXEIRA, 2001). As condições para a estabilidade no 
sistema com incertezas politópicas é apresentada na equação (21).

  (21)

onde i = 1,2,..., m e m é o número de incertezas.

4 |  ATUADOR ELETROMAGNÉTICO

A metodologia para obtenção do modelo de um atuador eletromagnético foi 
apresentada por Morais (2010). A fi gura 1 ilustra o modelo.

Figura 1. Eletroímã do atuador eletromagnético (MORAIS, 2010).

O esquema apresentado na fi gura 1 consiste em uma bobina enrolada em um 
núcleo de material ferromagnético. A força de atração entre os dois elementos do 
núcleo ferromagnético é representada pela equação (22):
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 (22)

sendo  a variável que se acrescenta ao entreferro para representar a vibração 
da viga na posição do AEM. Vale ressaltar que o AEM aplica apenas força de atração 
e, desta forma, o sinal “ ± ” deve ser assim entendido: o valor “+” para δ > 0; e “-“ para 
δ < 0.

4.1. Linearização do Atuador Eletromagnético

Analisando a equação (22), sabe-se que o atuador introduz forças eletromagnéticas 
que são aproximadamente proporcionais ao inverso do quadrado da distância do 
entreferro entre os dois elementos do circuito magnético “e”, e também ao quadrado 
da corrente elétrica da bobina I, caracterizando uma não linearidade.

Considerando dois atuadores em sentidos opostos, forma na qual será utilizada 
no presente trabalho, a função não linearizada da força eletromagnética do FAEM é 
representada pela equação (23).

  (23)

Para a obtenção dos controladores deve-se linearizar a atuação das forças 
eletromagnéticas na posição de equilíbrio do sistema (x0,i0) (LARSONNER, 2009). Para 
que seja possível a linearização dos sistema, é utilizada uma corrente de polarização 
ib.  

A força eletromagnética na forma linearizada é dada pela equação (24), na qual 
apresenta uma aproximação linear da relação verdadeira, precisando apenas da 
proximidade do ponto de operação.

  (24)

sendo ki o ganho do atuador, i a corrente elétrica, kx  a rigidez e x o deslocamento.

5 |  SIMULAÇÃO NUMÉRICA

O controle ativo modal é usado para o controle da estrutura compósita. Na fi gura 
2 é ilustrada a forma esquemática da qual o controle ativo modal é utilizado, onde  
corresponde ao deslocamento, X ao estado modal, Fexc a força externa e i a corrente 
elétrica.
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Figura 2. Controle ativo modal baseado na realimentação do controle no estado modal 
(adaptado de CONCEIÇÃO et al., 2009).

No esquema apresentado na fi gura 2, a estrutura compósita, representada pela 
equação (6), foi então descrita na forma de espaço de estados, demonstrada nas 
equações (7) e (8), para as simulações numéricas, onde o estimador de Kalman 
determina os estados modais exigidos pelo controlador.

A viga de material compósito estudada no presente trabalho é ilustrada na Figura 
3. A viga tem 306 mm de comprimento, 25,5 [mm] de largura e 1 [mm] de espessura, 
e é formada por 5 camadas de grafi te/epóxi de espessura de 0,2 [mm]. As camadas 
possuem as orientações de [45º /0º /45º /0º /45º], em que as de orientação de 0º são 
paralelas ao eixo x.

 

Figura 3. Viga de material compósito em engaste-livre (KOROISHI et al., 2015).

As constantes de rigidez elástica da viga em material compósito, feita 
de grafi te/epóxi (AS4/3501) dada em [GPa], são, respectivamente: C11= 

3.45. 
A densidade de massa da viga de material compósito é 1578 [kg/m³] (FARIA, 2006).

Os parâmetros do atuador são apresentados na tabela 1.

 
N (espiras) a 

(mm)
b 

(mm)
c 

(mm)
d 

(mm)
f 

(mm)

700 250 9,5 38 28,5 9,5 22,5 0,1

Tabela 1. Parâmetros do núcleo e da bobina (KOROISHI, 2013).
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A corrente elétrica é determinada pela planta de controle e, desta forma, ela é 
determinada de acordo com a solicitação do sistema.

A bobina é composta de 250 espiras, em que no enrolamento foi utilizado fio de 
cobre do padrão AWG24. As características do fio, segundo o padrão, são apresentadas 
na tabela 2.

Diâmetro (mm) Área (mm2) Resistência a 20ºC 
(Ohm/m)

Corrente Máxi-
ma (A)

0,511 0,205 0,0842 3,5

Tabela 2. Fio de cobre AWG24 (KOROISHI, 2013).

 Neste trabalho é utilizado dois atuadores eletromagnéticos (AEM1 e AEM2), 
ambos atuando na direção z. O esquema é representado na figura 4.

 

Figura 4. Posicionamento dos atuadores eletromagnéticos na viga de material compósito em 
engaste-livre.

Os atuadores eletromagnéticos foram posicionados na extremidade livre da viga, 
onde se encontram os maiores deslocamentos. Cada atuador age separadamente, 
aplicando apenas força de atração. 

Na simulação numérica, a força de excitação de carga 1 [N] é aplicada no ponto 
(II) ilustrado na figura 3 e as respostas em domínio do tempo são capturadas no ponto 
(I). As incertezas são aplicadas considerando variações de ±10% na matriz [A] no 
modelo da estrutura compósita, sendo analisado 100 amostras dentro de intervalo de 
variações.

6 |  RESULTADOS E DISCUSSÕES

Para análise da eficiência desta metodologia considerando a técnica de controle 
robusto, em termos de atenuação de vibração, foram confrontados graficamente a 
redução da resposta do deslocamento do sistema, a função resposta em frequência e 
as correntes utilizadas pelos atuadores eletromagnéticos.
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A figura 5 apresenta a resposta do deslocamento em domínio do tempo, em 
três situações, sem controle, com o controle robusto e com controle no estado 
determinístico.

Figura 5. Resposta do deslocamento em domínio do tempo utilizando a teoria de controle 
robusto.

Analisando as respostas da figura 5, em termos de robustez, o controle robusto 
atenuou a resposta do sistema com a presença das incertezas, fato verificado pelo 
envelope presente na resposta, sendo o deslocamento do sistema atenuado num 
tempo de 1 [s], mostrando que a metodologia envolvendo a teoria de controle robusto 
foi eficiente para a atenuação da resposta do deslocamento do sistema.

Ainda para análise do comportamento do sistema, é obtida a função resposta em 
frequência (FRF) dos 3 casos, sem controle, com controle no estado determinístico e 
com controle robusto. A função resposta em frequência é mostrada na figura 6. 

 

Figura 6. Função Resposta em Frequência.

Nota-se pela figura 6, a diminuição expressiva dos picos de frequência tanto para 
o controle robusto quanto para determinístico. Em termos de robustez, o envelope azul 
mostrado ela figura 6, apresentou a atenuação dos dois primeiros modos, sendo o 
primeiro atenuado cerca de 16,8 [dB] e o segundo modo atenuado cerca de 11,7 [dB]. 
Os modos mais elevados não apresentaram excedentes com o uso do controle. Vale 
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destacar, pela análise de controlabilidade, o sistema era controlável considerando 
apenas os dois primeiros modos do sistema.

Com a linearização do atuador eletromagnético, foram analisadas a corrente 
utilizada nos atuadores eletromagnéticos, para o estado determinístico e para o 
controle robusto, sua resposta é mostrada pela figura 7.

 

Figura 7. Corrente elétrica com a aplicação do controle robusto.

7 |  CONCLUSÕES

O presente trabalho teve como objetivo a atenuação de vibrações em uma viga 
de material compósito utilizando atuadores eletromagnéticos por meio da aplicação 
do controle robusto. Primeiramente obteve-se resultados por meio da aplicação do 
controle ótimo, sem a inserção de incertezas, no qual mostrou resultados satisfatórios, 
e a eficiência do sistema de controle. 

Posteriormente foram inseridas as devidas incertezas para a obtenção das 
respostas do controle robusto, que em termos de robustez, atenuou a resposta do 
sistema com a presença das incertezas, num tempo de 1 [s], mostrando que metodologia 
envolvendo a teoria de controle robusto foi eficiente para a atenuação da resposta do 
deslocamento do sistema e ainda os dois primeiros modos foram atenuados cerca de 
16,8 [dB] para o primeiro modo, e 11,7 [dB] para o segundo modo. 

De modo geral, pode-se concluir que a metodologia proposta e as ferramentas 
utilizadas, apresentaram resultados satisfatórios, tornando possível sua utilização 
para melhorar o desempenho de controle ativo de vibrações em vigas de materiais 
compósitos.
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