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APRESENTAÇÃO

A Pandemia do novo coronavírus pegou todos de surpresa. De repente, ainda no 
início de 2020, tivemos que mudar as nossas rotinas de vida e profissional e nos adaptar a 
um “novo normal”, onde o distanciamento social foi posto enquanto a principal medida para 
barrar o contágio da doença. As escolas e universidades, por exemplo, na mão do que era 
posto pelas autoridades de saúde, precisaram repensar as suas atividades. 

Da lida diária, no que tange as questões educacionais, e das dificuldades de 
inclusão de todos nesse “novo normal”, é que contexto pandêmico começa a escancarar 
um cenário de destrato que já existia antes mesmo da pandemia. Esse período pandêmico 
só desvelou, por exemplo, o quanto a Educação no Brasil acaba, muitas vezes, sendo uma 
reprodutora de Desigualdades. 

O contexto social, político e cultural, como evidenciaram Silva, Nery e Nogueira 
(2020), tem demandado questões muito particulares para a escola e, sobretudo, para 
a formação, trabalho e prática docente. Isso, de certa forma, tem levado os gestores 
educacionais a olharem para os cursos de licenciatura e para a Educação Básica com 
outros olhos. A sociedade mudou, nesse cenário de inclusão, tecnologia e de um “novo 
normal”; com isso, é importante olhar mais atentamente para os espaços formativos, em 
um movimento dialógico e pendular de (re)pensar as diversas formas de se fazer ciências 
no país. A pesquisa, nesse interim, tem se constituído como um importante lugar de ampliar 
o olhar acerca das inúmeras problemáticas, sobretudo no que tange ao conhecimento 
matemático (SILVA; OLIVEIRA, 2020). 

É nessa sociedade complexa e plural que a Matemática subsidia as bases do 
raciocínio e as ferramentas para se trabalhar em outras áreas; é percebida enquanto parte 
de um movimento de construção humana e histórica e constitui-se importante e auxiliar 
na compreensão das diversas situações que nos cerca e das inúmeras problemáticas que 
se desencadeiam diuturnamente. É importante refletir sobre tudo isso e entender como 
acontece o ensino desta ciência e o movimento humanístico possibilitado pelo seu trabalho. 

Ensinar Matemática vai muito além de aplicar fórmulas e regras. Existe uma dinâmica 
em sua construção que precisa ser percebida. Importante, nos processos de ensino e 
aprendizagem da Matemática, priorizar e não perder de vista o prazer da descoberta, algo 
peculiar e importante no processo de matematizar. Isso, a que nos referimos anteriormente, 
configura-se como um dos principais desafios do educador matemático, como assevera 
D’Ambrósio (1993), e sobre isso, de uma forma muito particular, abordaremos nesta obra. 

É neste sentido, que o volume 2 do livro “Pesquisas de Vanguarda em Matemática 
e suas Aplicações” nasceu: como forma de permitir que as diferentes experiências do 
professor pesquisador que ensina Matemática e do pesquisador em Matemática aplicada 
sejam apresentadas e constituam-se enquanto canal de formação para educadores da 



Educação Básica e outros sujeitos. Reunimos aqui trabalhos de pesquisa e relatos de 
experiências de diferentes práticas que surgiram no interior da universidade e escola, por 
estudantes e professores pesquisadores de diferentes instituições do país. 

Esperamos que esta obra, da forma como a organizamos, desperte nos leitores 
provocações, inquietações, reflexões e o (re)pensar da própria prática docente, para 
quem já é docente, e das trajetórias de suas formações iniciais para quem encontra-se 
matriculado em algum curso de licenciatura. Que, após esta leitura, possamos olhar para a 
sala de aula e para o ensino de Matemática com outros olhos, contribuindo de forma mais 
significativa com todo o processo educativo. Desejamos, portanto, uma ótima leitura.

Américo Junior Nunes da Silva
André Ricardo Lucas Vieira
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RESUMO: Vamos desenvolver algumas 
estimativas para o valor da norma do sup ||u(., 
t)||L∞(�n) de soluções fracas limitadas para 
equações de difusões da forma

onde α>1, λ ≥ α -1 são constantes, b(x, t) 
limitado, e o valor inicial u(., 0) ϵ Lp0 (�n) ∩ L∞ (�n) 
u(., 0) ϵ Lp0 (�n) ∩ L∞ (�n) para algum 0 < p0 < 
∞. Argumentos de comparação e estimativas de 
energia são usados para mostrar que

para todo t > 0, onde k=max {p0, 1 - α + B}, B= 
||b||L∞(�nx�+)

 e K > 0 é uma constante que depende 
apenas de n, p0, α, B.
PALAVRAS-CHAVE: Equações de difusão, 
soluções fracas, estimativas de energia, teorema 
da comparação.

SUPNORM ESTIMATES FOR BOUNDED 
SOLUTIONS OF GENERAL NONLINEAR 

ABSTRACT: We derive some basic estimates for 
supnorm values  ||u(., t)||L∞(�n) of bounded weak 
solutions to general diffusion equations of the 
form

with given α>1, λ ≥ α -1 constant, b(x, t) bounded, 
and initial data u(., 0) ϵ Lp0 (�n) ∩ L∞ (�n) for some 
0 < p0 < ∞. Comparison arguments and energy 
estimates give

for all t > 0, where k=max {p0, 1 - α + B}, B= 
||b||L∞(�nx�+)

 and K > 0 constant is dependent of 
n, p0 , α, B.
KEYWORDS: Diffusion Equation, weak solutions, 
energy estimates, Comparison Theorem.
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1 |  INTRODUÇÃO
Neste trabalho nós desenvolvemos algumas estimativas para o valor da supernorma 

||u(., t)||L∞(�n) de soluções limitadas de problemas de valor inicial de parabólico da forma

para 0 < p0 < ∞ e onde α > 1, λ ≥ α − 1 são constantes dadas, b ϵ L∞(�n × [0, ∞)).1 
Tais problemas incluem casos particulares de inumeros modelos importantes em Física 
e Biologia, ver [4, 9, 10]. Como a equação (1) deixa de ser parabólica quando u = 0, não 
podemos garantir a existência de solução clássica, somente a existência de soluções no 
sentido fraco. Aqui, dado 0 < T* ≤ ∞, uma função mensuravel u = u(x, t) é dita solução fraca 
do problema (1) no intervalo de tempO [0, T*) se u ϵ L ∞(ST ) para cada conjunto ST  Ξ �nx [0, 
T], 0 < T < T*, e u(., t) ϵ ([0, T*), (�n)) com

para toda função teste φ ϵ C1(�n × [0, T*)) com suporte compacto em �n × [0, T*).
A existencia de soluções fracas podem ser obtidas por vários métodos ver [3, 8]. 

Segue do Teorema (4.1) e (4.3) que elas satisfazem o principio do máximo.

Em particular, soluções do problema (1) são globalmente definidas (i.e., T* = ∞), 
com || u(·, t) || L∞(�n) monotonicamente decrescente em [ 0, ∞). Quanto a unicidade, segue 
dos resultados em [3, 9] que mesmo as soluções não negativas do problema 1 podem 
não ser unicamente definidas. Em todo o caso, todas as soluções do problema (1), devem 
satisfazer a estimativa fundamental

para todo t > 0, onde κ = max {p0, 1 − α + B }, B = ||b|L∞(�n×�+) e K > 0 denotando 
alguma constante que depende somente de n, p0, α, B.

2 |  ANÁLISE DO CASO λ = ɑ − 1
O argumento principal deste trabalho é baseado no fato fundamental de que |u(x, 

t)| pode ser limitada por soluções clássicas limitadas e positivas do problema (1) que são 
muito mais faceis de serem estudadas. Nós chamamos de soluções clássicas do pro-blema 
1 Os casos em que α = 1, λ ≥ 0 foram discutidos em [6].
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(1)uma solução suave, limitada (C2 em x, C1 em t) e que satisfaz a equação no sentido 
classico para t > 0 e a condição inicial em  (�n) com t ↘ 0. Para provar isto, vamos 
primeiramente considerar o caso de soluções não negativas e limitadas u(·, t) ϵ ([0, ∞[, 
L∞(�n)) ∩  ([0, ∞[,  (�n)) do problema (1). Soluções clássicas naturais associadas a 
u(·, t) podem ser introduzidas da seguinte forma: Escolhendo uma função positiva v ϵ Lp0 
(�n) ∩ L∞(�n) ∩ C0(�n), tv ≥ c|x|−σ, c > 0, σ > 0 e |x| >> 1 , tomando ϵ > 0 e seja uϵ(·, t) a unica 
solução clássica positiva do problema

onde α > 1 é uma constante dada e B ϵ � é escolhida de forma que b(x, t) ≤ B para 
todo x ϵ �n e t > 0. As principais estimativas de uϵ (·, t) são dadas pelos Teoremas 4.1 e 
4.2 dados a seguir.

Teorema 4.1. (Principio do Máximo) Para cada ϵ > 0, existe uma unica solução 
clássica positiva uϵ(·, t) de (4), definida para todo t > 0. Além disso, para todo q ≥ max {p0, 
1 − α + B}, onde B = ||b|| L∞(�n×�+) tem-se

Prova: A existência local, unicidade e positividade vem da teoria padrão de equações 
parabólicas, com existência global mostrada em [8]. Agora, dado q ≥ max {p0, 1 − α + B} 
finito, seja ζ 

R ϵ C2(�) satisfazendo ζ 
R (x) = e−ε -e−ε se |x| ≤ R, ζ 

R (x) = 0 se |x| 
> R.

Multiplicando (4) por q uϵ (x, t)q−1ζR(x), integrando em �n × [ t0, t], fazendo t0 → 0 e R 
→ ∞, obtemos

, onde M(T ) satisfaz ||uϵ(·, t)||L∞(�n) ≤ M(T ) � t0 < t < T .
Assim, pelo Lema de Growall 

. Fazendo ε → 0 e q → ∞, obtemos ||uϵ(·, t)|| L∞(�n) ≤ ||uϵ
0|| L∞(�n).

Teorema 4.2. Para cada ϵ > 0, temos

para todo t > 0, onde K > 0 é uma constante que depende somente de n, p0, α, B , 
κ = max {p0, 1 − α + B}, uϵ(·, 0) = u0 + ϵw ϵ Lp0 (�n) ∩ L∞(�n) , e uϵ(·, t) denota uma solução 
clássica positiva do problema (4).

Prova: Vamos supor primeiramente que p0 ≥ 1 − α + γ. Seja q ≥ p0 finito, tomando 
µ=  e multiplicando(4) por (t−t0)µquϵ(x, t)q−1 ζR(x), onde ζR(x) = ζ(x/R) é a função de 
corte introduzida na prova do Teorema (4.1), integrando em �n × [t0, t], fazendo � → ∞ e 
introduzindo w(x, t) = uε(x, t)  obtemos
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onde β = ϵ (1, 2). Agora nós recaimos na inequação

onde β0 ϵv(0, β), θ ϵ (0,1) é dado por θ =  para v ϵ Lβ0 (�n) ∩ H1(�n), 1 < β < 
2. Usando a inequação de Höulder e o principio do máximo, obtemos

Tomando E(t)=(t − t0)µ||w(·, t)|| , e substituindo 
em (7), obtemos

Então

onde A(q) = 
Agora, usando uma iteração do tipo Moser (ver [1]), obtemos

onde K(p0, ɑ, n) = 
A ligação entre uϵ(·, t) e u(·, t) é dada pelo seguinte resultado
Teorema 4.3. Seja λ = α − 1 e u(·, t) uma solução não negativa e limitada do 

problema(1) com valor inicial u0 ϵ Lp0 (�n) ∩ L∞(�n), u0 ≥ 0, e seja uϵ(·, t) solução classica 
positiva de (4), onde B ϵ � é tal que b(x, t) ≤ B para todo x ϵ �n, t > 0. Então temos 
(redefinindo u(·, t) em um conjunto de medida zero no tempo se necessário), para todo t > 
0 u(x, t) ≤ uϵ(x, t) a.e. x ϵ �n.

Prova: Este Teorema pode ser provado exatamente como a Proposição 2.2 em [4]
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(ver [4], pages 590−592), onde as funções testes ψ(x, t), ψϵ(x, t) usadas em [4] :) são aqui 
definidas por:

Uma consequência imediata deste Teorema é que para cada t > 0,

para todo ϵ > 0, onde κ = max{p0, 1−α+B}. Visto que ||u(·, t)||L∞(�n) ≤ ||uϵ(·, t)||L∞(�n), 
fazendo ϵ → 0 em (10) obtemos o seguinte resultado.

Teorema 4.4. Seja λ = α − 1 e u(·, t) solução limitada do problema (1), então

e

onde k = max {p0, 1 -α+B}, B=sup  {b(x,t): x ϵ �n, t > 0}.
Para finalizar, seja uϵ(., t) solução do problema

onde Γ = || b ||L∞(� × �+) e v uma função continua positiva arbitraria v ϵ Lp0 (�n) ∩ L∞(�n) 
∩ C0(�n). Usando o mesmo argumento do Teorema 4.3 temos que u(x, t) ≤ uϵ(x, t) e−u(x, t) 
≤ uϵ(x, t), x ϵ �n (a.e. t > 0). Assim , |u(x, t)| ≤ uϵ(x, t)

Como os Teoremas 4.1 e 4.2 são válidos para uϵ(·, t), com B substituido por Γ, 
obtemos

e

para todo t > 0,onde κ = max{p0, 1 − α + Γ}. Fazendo ϵ → 0, obtemos o principal 
resultado desta seção.

Teorema 4.5. Seja λ = α−1 e u(·, t) solução arbitraria limitada do problema (1). 
Então, redefinindo u(·, t) em um conjunto de medida zero se necessário, temos que
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e

onde k = max {p0, 1 - α + Γ}}, Γ = || b || L∞(�nx�+).

3 |  ANÁLISE DO CASO λ > ɑ − 1
Nesta seção continuamos a analise do problema de valor inicial (1) considerando 

o caso em que λ > α − 1. Usando argumentos similares aos usados na seção anterior,é 
possivel provar que os Teoremas 4.1, 4.2 e 4.3 são válidos para este caso. Desta forma o 
seguinte resultado é obtido.

Teorema 5.1. Seja λ > α−1 e u(·, t) solução arbitraria limitada do problema (1). 
Então, redefinindo u(·, t) em um conjunto de medida zero se necessário, obtemos

e

onde κ = max{p0, 1 − α + Γ} , Γ = B · ||u0|| , B = ||b||L∞(�n×�+) e K > 0 é uma 
constante que depende somente de n, p0, α, Γ.
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