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RESUMO: Neste capítulo descreve-se a 
formulação co-rotacional de um elemento de 
viga unificado que engloba as teorias de Euler-
Bernoulli e de Timoshenko e que não apresenta 
bloqueio por cisalhamento. A cinemática co-
rotacional se baseia na separação do movimento 
de um sólido em uma parte deformacional, 
e a outra, em movimento de corpo rígido. O 
movimento deformacional do elemento de viga é 
descrito por três modos naturais de deformação 
relacionados aos esforços axial, de flexão pura e 
de flexão simples, respectivamente. Os esforços 
internos gerados pelos modos de deformações 
naturais são auto-equilibrados, o que permite 
obter uma matriz de rigidez tangente consistente. 
Descreve-se de maneira detalhada a obtenção 
das matrizes de rigidez material e geométrica. 
Aplica-se o elemento de viga unificado na 

análise não linear de arcos, demonstrando que 
esse elemento é capaz de lidar com grandes 
translações e rotações de corpo rígido. 
PALAVRAS-CHAVE: Formulação co-rotacional; 
Elemento de viga Bernoulli-Timoshenko; Modos 
de deformação naturais; Métodos dos Elementos 
Finitos; Não-linearidade geométrica.

NONLINEAR ANALYSIS OF ARCHES 
USING CO-ROTATIONAL FORMULATION

ABSTRACT: This chapter describes the co-
rotational formulation of a unified beam element 
that combine Euler-Bernoulli and Timoshenko 
theories, which don’t have problems with shear 
locking. The co-rotational kinematics is based 
on separation of the montion in deformational 
and rigid body components. The deformation 
movement of the element is described by three 
natural modes of deformation related to the 
axial efforts, pure bending and simple bending. 
The internal forces generated by the natural 
deformation modes are self-balanced, which 
allows to obtain a consistent tangent stiffness 
matrix. Development of the material and geometric 
stiffness matrix is described in details. The unified 
beam element is applied in the nonlinear analysis 
of arches, demonstrating that it has the ability to 
handle large translations and rigid body rotations.
KEYWORDS: Co-rotational formulation; 
Bernoulli-Timoshenko element beam; Natural 
modes of deformation; Finite Element Methods; 
Geometric nonlinearity.
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1 | 	INTRODUÇÃO
A ideia principal da formulação co-rotacional é a decomposição do movimento de 

um sólido na soma de um movimento de corpo rígido e de um movimento deformacional. 
Esta formulação é um caso particular da descrição Lagrangiana para levar em conta a 
não linearidade geométrica na análise estrutural fazendo o uso do método dos elementos 
finitos. Assume-se nesta formulação que as translações e rotações de corpo rígido poderão 
ter qualquer magnitude porém as deformações deverão ser pequenas. Por esta razão é 
possível utilizar elementos finitos lineares em problemas que envolvam a não linearidade 
geométrica, sendo esta a principal motivação para o uso da formulação co-rotacional. 
Nos anos 70 e 80 esta formulação foi utilizada na análise não linear de diversos sistemas 
estruturais utilizados na engenharia aeronáutica e aeroespacial, na engenharia naval e 
mecânica, entretanto tendo pouca aplicação na engenharia civil nessa época. Em meados 
dos anos 90 esta formulação foi utilizada na análise não linear física, bem como, na 
análise dinâmica não linear de diversos sistemas estruturais. Skallerud et al. [1] utilizaram 
a formulação co-rotacional para analisar o comportamento de dutos submarinos expostos 
a grandes mudanças de geometria bem como a falhas locais. Yaw et al. [2] aplicaram a 
formulação co-rotacional nos métodos sem malhas para analisar sólidos 2D sujeitos as 
não linearidades geométrica e física. Felippa e Haugen [3] descrevem uma formulação co-
rotacional unificada para elementos finitos de vigas, placas e cascas. Por fim, podem ser 
citados outros autores [4,5,6,7] que utilizaram a formulação co-rotacional para análises não 
lineares de diversos sistemas estruturais. Neste trabalho apresenta-se a formulação co-
rotacional de um elemento de viga 2D com as seguintes particularidades: a) Define-se um 
vetor de deslocamentos de corpo rígido através de um sistema de referência fixo no centroide 
do elemento; b) Este elemento pode sofrer rotações de corpo rígido de qualquer magnitude 
devido ao uso da função trigonométrica módulo; c) Adotam-se três modos de deformações 
naturais [8,9] para representar a parte deformacional do movimento do elemento; d) 
Estes modos de deformações naturais representam esforços internos auto-equilibrados; 
e) Obtém-se o vetor de forças nodais a partir dos esforços internos auto-equilibrados; f) 
Utiliza-se o princípio dos trabalhos virtuais complementar [10,11] para obter a matriz de 
rigidez elástica que integra as teorias de vigas de Euler-Bernoulli e de Timoshenko; g) Este 
elemento será aqui denominado de elemento de viga 2D unificado; h) Este elemento não 
apresenta bloqueio por cisalhamento; i) Descreve-se detalhadamente o desenvolvimento 
algébrico para o cálculo das matrizes de rigidez co-rotacional e geométrica, assim como 
a expressão completa da matriz de rigidez tangente. Finalmente, se aplica este elemento 
para a análise não linear de arcos planos.
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2 | 	DESCRIÇÃO CO-ROTACIONAL
Seja um sistema de coordenadas globais cuja base é ortonormal conforme mostra-

se na Figura 1. 

Figura 1: Movimento do elemento de viga 2D.

Para expressar as variáveis cinemáticas na configuração indeformada são utilizadas 
as coordenadas materiais (X, Y). Para expressar as variáveis cinemáticas na configuração 
deformada são utilizadas as coordenadas espaciais (x, y). Na configuração indeformada 
as coordenadas nodais do elemento são dadas por (X1, X1) e (X2, X2), respectivamente. A 
longitude e inclinação inicial são dadas por:

em que X21 = X2 -X1 e Y21 = Y2 -Y1. Para obter a expressão (1b) foi utilizada a relação 
tan . Esta expressão é singular se Y21=0. Se X21=l0, assume-se φ0=0. Se X21=-l0 
assume-se φ0=π. De maneira similar, na configuração deformada as coordenadas nodais 
do elemento são dadas por (x1, y1) e (x2, y2), respectivamente. A longitude e inclinação 
atuais são dadas por:
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em que x21 = x2 -x1 e y21 = y2 -y1.. Para obter a expressão (2b) foi utilizada a relação 
tan . Esta expressão é singular se y21=0. Se x21=l, assume-se φ0=0. Se x21=-l, assume-
se φ=π. Como mostra-se na Figura 1, o movimento do elemento de viga 2D é dado pelo 
vetor de deslocamentos nodais, expresso em coordenadas globais, como:

As coordenadas nodais na configuração deformada podem ser escritas em 
função dos deslocamentos nodais como x1=X1+u1 e x2=X2+u2, respectivamente. A partir 
destas expressões obtém-se que x21=X21+u21 e y21=Y21+y21, em que u21=u2-u1 e v21=v2-v1, 
respectivamente, o que permite reescrever que l= . Para 
definir o movimento de corpo rígido é fixado no centroide do elemento de viga 2D um 
sistema de coordenadas locais (xe, ye) que o acompanha durante todo o movimento, 
conforme mostra-se na Figura 1. Nota-se que o movimento de corpo rígido é definido por 
duas translações e uma rotação do sistema de referência local entre as configurações 
deformada e indeformada, e que se escreve como:

A rotação de corpo rígido entre as configurações deformada e indeformada é dada 
por φ-φ0. Por outro lado, o movimento deformacional em coordenadas locais, conforme 
mostra-se na Figura 1, é definido como:

em que θ ̅
1=θ1-(φ-φ0) e θ ̅

2=θ2-(φ-φ0) são rotações deformacionais dos nós 1 e 2, 
respectivamente, e u=l-l0 é o estiramento ou encurtamento do elemento. Posteriormente, 
serão adotadas as rotações deformacionais geradas pelos esforços de flexão pura e 
simples, respectivamente.

2.1	 Modos de deformações naturais
Foram necessários três graus de liberdade para definir o movimento de corpo rígido 

do elemento de viga 2D de acordo com o vetor de deslocamentos nodais dado pela equação 



 
Coleção desafios das engenharias: Engenharia civil 4 Capítulo 5 66

(4). Portanto, os três graus de liberdade restante definem o movimento deformacional do 
elemento de acordo com o vetor de deslocamentos nodais dado pela equação (5). Neste 
trabalho, adota-se o conceito dos modos de deformações naturais definidos nas referências 
[8,9] como mostra-se na Figura 2. O primeiro modo é obtido pela aplicação de um esforço 
axial nos nós do elemento conforme mostra-se na Figura 2a. O segundo modo é obtido ao 
considerar o elemento sujeito a um estado de flexão pura o que implica na ausência de 
esforço cortante. Este modo define uma linha elástica simétrica em relação ao eixo local ye 
conforme mostra-se na Figura 2b. No terceiro modo o elemento está sujeito a um estado de 
flexão simples que resulta em um esforço cortante constante. Este modo define uma linha 
elástica antissimétrica em relação ao eixo local  conforme mostra-se na Figura 2c.

Figura 2: Modos de deformações naturais. a) estiramento. b) elástica simétrica. 
c) elástica antissimétrica

Portanto, pode-se reescrever o vetor de deslocamentos deformacionais dado em 
(5), em função dos modos de deformações naturais, da seguinte maneira:

em que:

Para obter as expressões (7b) e (7c) utilizam-se as rotações deformacionais θ ̅
1 e 

θ ̅
2 dadas em (5). Logo, conforme as Figuras 2b e 2c, somam-se a rotações simétricas e 

antissimétricas de cada nó do elemento. Por último, igualam-se essas somas às rotações 
θ ̅

1 e θ ̅
2, respectivamente. Este procedimento resulta no seguinte sistema de equações:
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cuja solução obtém os valores de θs e θɑ dados pelas equações (7b) e (7c), 
respectivamente. Para que não haja restrições quanto as magnitudes dos ângulos, a 
expressão da rotação antissimétrica deve ser calculada usando a função trigonométrica 
módulo [11], tal que:

A função módulo coloca um valor arbitrário no intervalo [0,2π[, e o último termo 
restabelece a simetria em relação ao valor zero. A omissão deste passo pode levar a 
problemas de divergência quando o elemento de viga 2D sofre rotações,+̲π, +̲2π, +̲3π .... 

Na Figura 3 mostra-se a aplicação da função módulo dada em (9) para ângulos que 
variam de zero até θ=20π, que corresponde a 10 voltas em círculo de raio unitário. Nota-se 
que os valores estão dentro do intervalo -π <θ*<π devido à simetria em relação ao valor 
zero.

Figura 3: Função módulo para ângulos arbitrários.

2.2	 Vetor de forças internas
É importante ressaltar que os modos de deformações naturais geram esforços auto-

equilibrados como se mostra na Figura 4. O vetor de esforços auto-equilibrados é expresso 
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como:

Figura 4 – Esforços auto-equilibrados. a) Esforço axial. b) Flexão pura. c) Flexão simples.

Figura 5 – Vetor de forças nodais. a) Em coordenadas globais. b) Em coordenadas locais. c) Auto-
equilibradas.

A combinação dos esforços auto-equilibrados, mostrados na Figura 4, gera o vetor 
de forças nodais em coordenadas locais como mostram as Figura 5b e 5c. O vetor de forças 
nodais também pode ser expresso em coordenadas globais como mostra a Figura 5a. A 
relação entre o vetor de esforços auto-equilibrados e o vetor de forças nodais expresso em 
coordenadas locais é dada por:

em que S é a matriz de transformação dada pela seguinte expressão:

Analogamente, a relação entre o vetor de forças nodais em coordenadas locais, 
ver Figura 4b, e o vetor de forças nodais em coordenadas globais, ver Figura 4a, é escrita 
como:
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em que R é a matriz de rotação do sistema de coordenadas locais para o sistema de 
coordenadas globais. Define-se esta matriz através da seguinte expressão:

Finalmente, substituindo a equação (11) na equação (13), obtém-se a relação entre 
o vetor de forças auto-equilibradas e o vetor de forças nodais em coordenadas globais, tal 
que:

Por outro lado, os deslocamentos nodais podem ser escritos em relação ao sistema 
de coordenadas locais como:

3 | 	MATRIZ DE RIGIDEZ TANGENTE
A relação entre os incrementos de deslocamentos e de forças em coordenadas 

locais se expressa como:

em que Ke é a matriz de rigidez tangente. Utilizando as equações (13), (16) e (17), 
determina-se a matriz de rigidez tangente em coordenadas globais da seguinte maneira

Ao aplicar um incremento infinitesimal de deslocamentos a partir da configuração de 
equilíbrio atual conforme mostra-se na Figura 6, os incrementos de rotação de corpo rígido 
e de longitude do elemento se escrevem como:

em que ( ) são as componentes dos deslocamentos nodais em 
relação ao sistema de coordenadas locais. 
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Figura 6 – Movimento incremental do elemento viga 2D.

Considerando que o trabalho interno independe do sistema de coordenadas, e 
levando em conta a equação (11), a variação do trabalho interno pode ser escrito como:

em que du =(du, dθs, dθɑ) é a variação dos modos de deformações naturais. A 
última igualdade na equação acima se cumpre para qualquer valor arbitrário de ƒd, como 
consequência se obtém que:

A variação do vetor de forças internas dado pela equação (15) se escreve como:

com,

A relação entre as variações dos esforços internos e dos modos de deformações 
naturais se expressa como:

em que Kd é a matriz de rigidez elástica, cuja dimensão é 3 x 3. Levando em conta 
as equações (13), (21) e (24), a equação (22) pode ser reescrita como:

Finalmente, levando em conta a equação (17), a matriz de rigidez tangente em 
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relação ao sistema de coordenadas locais pode ser escrita como:

O primeiro termo leva em conta os coeficientes de rigidez devido aos modos de 
deformações naturais, enquanto que Kr é a matriz de rigidez co-rotacional, que representa 
o efeito da variação da rotação de corpo rígido do sistema de referência local y do efeito do 
esforço cortante devido à variação da longitude do elemento de viga 2D. De acordo com a 
equação (25), a matriz de rigidez co-rotacional é definida como Kr =dS+RTdRS. De acordo 
com a equação (23) verifica-se que a variação da matriz de transformação S depende da 
variável dl e que a variação da matriz de rotação R depende de dφ. Levando em conta a 
equação (19), depois de um desenvolvimento algébrico, chega-se a:

Esta matriz forma parte da matriz de rigidez geométrica completa do elemento de 
viga 2D como se demonstrará na seção 3.3.

3.1	 Matriz de rigidez elástica
O primeiro modo de deformação é o alongamento/encurtamento do elemento de 

viga 2D e seu coeficiente de rigidez, de acordo com a teoria da resistência dos materiais, 
se obtém através da relação incremental dN= du. Para o elemento sujeito a flexão pura 
obtém-se o coeficiente de rigidez através do Princípio dos Trabalhos Virtuais Complementar 
(PTVC), o que resulta na seguinte relação incremental dMs= dθs. O terceiro modo de 
deformação natural representa o elemento sujeito a flexão simples o que resulta em um 
esforço cortante constante. Desta maneira, ao aplicar o PTVC, obtém-se que:

em que A0 é a área da seção transversal corrigida pelo fator de forma que leva em 
conta o efeito da distribuição das tensões de cisalhamento na seção transversal. Introduz-
se o efeito da deformação por cortante através dos seguintes parâmetros:

Usando a expressão do esforço cortante Q=  e a equação (28), obtém-se a 
seguinte relação incremental:
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Finalmente, a matriz elástica é definida como:

Cabe destacar que os coeficientes de rigidez a flexão desta matriz levam em conta 
tanto a hipótese de Euler-Bernoulli quanto a hipótese de Timoshenko, por esta razão a 
denominação de elemento de viga unificado.

3.2	 Matriz de rigidez geométrica
Ademais da matriz de rigidez elástica é necessário levar em consideração a matriz 

de rigidez geométrica devido ao efeito do esforço axial quando o elemento de viga 2D sofre 
um incremento de rotação de corpo rígido. Neste trabalho, para obter os coeficientes da 
matriz de rigidez geométrica considera-se a equação diferencial da viga-coluna sem cargas 
transversais e não levando em conta o efeito do esforço cortante. Considera-se o elemento 
de viga simplesmente apoiado para que se cumpra as condições de contorno do segundo 
e terceiro modos de deformações naturais como se mostra nas Figuras 2b e 2c. Desta 
maneira, a equação diferencial que governa o problema se escreve como:

Após aplicar duas vezes a integração por partes, obtém-se a seguinte forma integral 
desta equação diferencial:

A relação incremental desta forma integral, após o desenvolvimento algébrico, se 
expressa como:

Para calcular o coeficiente de rigidez geométrico devido ao segundo modo de 
deformação natural assume-se a seguinte igualdade:
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Interpola-se o campo de deslocamento incremental dv, o campo de deslocamento 
virtual δv e suas derivadas de primeira ordem utilizando a função de forma para a elástica 
simétrica definida na Figura 7. 

Figura 7: Função de forma.

Em seguida aplica-se a regra da cadeia obtendo que dv'= ξdθs e δv'= ξδθs. 
Posteriormente, integrando a equação (35) no espaço da coordenada ξ chega-se a:

Para calcular o coeficiente de rigidez geométrico devido ao terceiro modo de 
deformação natural, impõe-se a seguinte igualdade:

Seguindo os passos anteriores para o caso da elástica antissimétrica, ao aplicar 
a regra da cadeia obtém-se que dv'=- (1-3ξ2) dθɑ e δv'=- (1-3ξ2)δθɑ. Desta maneira, 
integrando a equação (37) no espaço da coordenada ξ chega-se a seguinte expressão:

Portanto, define-se a matriz de rigidez geométrica como:
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3.3	 Matriz de rigidez tangente completa
Para obter a matriz de rigidez tangente completa do elemento de viga 2D estendem-

se as dimensões das matrizes Kd e Kg para suas formas completas, isto é, para matrizes 
de ordem 6x6 utilizando-se a matriz de transformação S. Consequentemente, a forma 
completa da matriz de rigidez tangente se escreve como:

com,

em que Ke é a matriz de rigidez tangente do elemento de viga 2D em coordenadas 
locais, K  é a matriz de rigidez material e K  é a matriz de rigidez geométrica. Cabe destacar 
que Turner et al. [12] foram os primeiros autores a obter a matriz de rigidez material para 
um elemento de viga de Timoshenko sem bloqueio por cortante e que em Przemieniecki 
[13] descreve-se a matriz de rigidez material em função do coeficiente ψɑ, definido em 
(29), através da solução de uma equação diferencial ordinária levando em consideração as 
hipóteses de Timoshenko. Por outro lado, assumindo Q=0 na matriz de rigidez geométrica 
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em (41b) chega-se a matriz de rigidez geométrica padrão do elemento de viga de Euler-
Bernoulli que se escreve como:

Esta matriz aparece pela primeira vez no artigo publicado por Martin [14] nos anos 60.

4 | 	EXEMPLOS NUMÉRICOS
Para realizar a análise não linear geométrica dos exemplos apresentados nesta 

seção, foi utilizado um programa escrito em linguagem Fortran90 denominado co_
rotating_2Dbeam.f90 escrito pelo primeiro autor deste artigo. 

Tabela 1: Algorítmo da descrição co-rotacional.
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A Tabela 1 resume os principais passos a serem implementados em um programa 
computacional para o cálculo do vetor de forças internas e da matriz de rigidez tangente do 
elemento de viga 2D, ambos expressos em coordenadas globais.

Em todos os exemplos apresentados nesta seção foi adotada uma tolerância para 
convergência de 10-5. O objetivo nesta seção é mostrar o desempenho do elemento de 
viga unificado desenvolvido neste trabalho para reproduzir o comportamento fortemente 
não linear de alguns sistemas estruturais. É importante destacar, como será visto nos 
exemplos a seguir, que o elemento de viga unificado aqui descrito não apresenta bloqueio 
por cortante, além da habilidade do mesmo em lidar com grandes rotações de corpo rígido.

4.1	 Arco circular de grande altura rotulado e engastado
Como mostra a Figura 8a, este exemplo consiste em um arco de grande altura de 

diretriz circular com uma extremidade engastada e a outra apoiada com um vínculo de 
segundo gênero. Este arco está sujeito a uma carga concentrada  no vértice. Na Figura 8a 
detalham-se as propriedades geométricas e mecânicas do arco que foi discretizado com 20 
elementos de viga 2D unificado.

Figura 8: Arco circular de grande altura. a) Propriedades geométricas e mecânicas. b) Trajetórias de 
equilíbrio.

Na Figura 8b mostram-se as trajetórias de equilíbrio que descrevem a evolução 
dos deslocamentos horizontal u e vertical v do vértice do arco. Foram comparados os 
resultados da trajetória de equilíbrio P x v com os resultados obtidos por Wagner [15], onde 
pode-se observar uma boa concordância entre ambos resultados. Para obter as trajetórias 
de equilíbrio foi utilizado o método de longitude de arco com restrições das iterações em 
trajetória ortogonal nas fases corretoras. A longitude de arco adotada foi de 12 para 100 
passos de carga e 436 iterações totais. O número médio de iterações por passo de carga 
foi de 4,36. Pode-se observar que as trajetórias de equilíbrio mostradas na Figura 8b 
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apresentam pontos limites e turnning points.

4.2	 Arco semicircular biarticulado
Neste exemplo considera-se um arco semicircular biapoiado sujeito a uma carga P 

excêntrica em relação ao seu vértice como mostra a Figura 9a. Nesta figura encontram-se 
detalhadas as propriedades geométricas e mecânicas do arco que foi discretizado com 50 
elementos de viga unificado (EVU). Na Figura 9b mostra-se a curva da carga P versus o 
deslocamento v do vértice. Observa-se nesta figura que há 9 pontos limites. 

Figura 9: Arco semicircular biarticulado. a) Propriedades geométricas e mecânicas. b) Trajetórias de 
equilíbrio.

Os valores da carga P nos nove pontos limites foram comparados com os valores 
apresentados por Yang e Kuo [16]. Estes autores utilizaram a formulação Lagrageana 
Atualizada, um elemento de viga que inclui termos não lineares da deformação axial de 
Green-Lagrange e uma malha com 26 elementos de viga 2D. Os valores destas cargas 
estão detalhados na Tabela 2. Nota-se que a maior diferença foi de 3,82% observada no 
ponto limite 9 (LP9). Para obter a trajetória de equilíbrio foi utilizado o método de controle 
variável dos deslocamentos. O valor inicial da longitude de arco foi de 2,2. Foram utilizados 
859 passos de carga com 91 cortes automáticos devido a divergência no processo iterativo 
da fase corretora de alguns passos de carga. O número médio de iterações foi de 4,23. 
Pode-se notar que a trajetória de equilíbrio mostrada na Figura 9b é fortemente não linear 
com a presença de vários limit points, turning points e loopings.



 
Coleção desafios das engenharias: Engenharia civil 4 Capítulo 5 78

Tabela 2: Valores da carga P nos pontos limites – (lb)

4.3	 Arco circular biarticulado abatido sob carga excêntrica
Neste exemplo considera-se um arco abatido de diretriz circular com ambas 

extremidades apoiadas e sujeito a uma carga concentrada P com uma excentricidade de 
0,2m em relação ao seu vértice. Desta maneira, considerou-se a carga P e um momento 
fletor M=0,2P aplicados no vértice do arco. Na Figura 10a detalham-se as propriedades 
geométricas e mecânicas do arco que foi discretizado com 20 elementos de viga unificado.

Figura 10: Arco circular biarticulado abatido. a) Propriedades geométricas e mecânicas. b) 
Deslocamento vertical do vértice. c) Deslocamento horizontal do vértice.

Na Figura 10b mostra-se a curva carga P versus deslocamento vertical v do vértice. 
Na Figura 10c mostra-se a curva carga P versus o deslocamento horizontal u do vértice. 
Foram comparados os resultados de ambas trajetórias de equilíbrio com os resultados 
obtidos por Chan e Chui [17] onde pode-se observar uma boa concordância, com exceção 
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de pequenas discrepâncias no tamanho dos laços na direção do eixo x apresentados na 
Figura 10c. Essas discrepâncias, provavelmente, devem-se ao processo de obtenção 
desses pontos. Esses pontos foram obtidos após a digitalização dos gráficos apresentados 
em [17], e também, há de se ressaltar o ajuste das escalas dos eixos coordenados. Para 
obter as trajetórias de equilíbrio foi utilizado o método de controle variável dos deslocamentos 
apresentados na referência [18]. O valor da longitude de arco foi de 0,0085 para 315 passos 
de carga. O número médio de iterações foi de 3,6. Nota-se que as trajetórias de equilíbrio 
do arco mostradas nas Figuras 10b e 10c são fortemente não lineares com a presença de 
alguns limit points, turning points e loopings.

4.4	 Arco circular biarticulado abatido sob carga distribuida
Neste exemplo considera-se um arco abatido de diretriz circular biapoiado e 

submetido a uma carga q uniformemente distribuída ao longo da metade de seu vão, 
conforme mostra-se na Figura 11a. 

Figura 11: Arco circular biarticulado abatido. a) Propriedades geométricas e mecânicas. b) Trajetórias 
de equilíbrio.

Nesta Figura 11a detalham-se ainda as propriedades geométricas e mecânicas do 
arco que foi discretizado com 20 elementos de viga unificado (EVU). Na Figura 11b mostra-
se a curva da carga normalizada qr3/EI versus o deslocamento vertical normalizado v/r 
do vértice. Pode-se observar que há quatro pontos limites. Os valores normalizados das 
cargas nos pontos limites foram comparados com os valores obtidos por Xu e Mirmiran [19]. 
Estes autores utilizaram a formulação co-rotacional e um elemento de viga que inclui os 
termos não lineares da deformação axial de Green-Lagrange. Além disso, utilizaram uma 
malha com 20 elementos. Os valores destas cargas estão detalhadas na Tabela 3, onde 
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observou-se que a maior diferença foi de 3,1% no ponto limite 2 (PL2).

Tabela 2: Valores da carga  nos pontos limites

Para obter a trajetória de equilíbrio foi utilizado o método de controle variável dos 
deslocamentos. O valor inicial da longitude de arco foi de 0,1. Foram utilizados 177 passos 
de carga com 12 cortes automáticos devido a divergência do processo iterativo na fase 
corretora de alguns passos de carga. O número médio de iterações foi de 4,18. Pode-se 
notar que a trajetória de equilíbrio do arco mostrado na Figura 11b apresenta fortes não 
linearidades com a presença de alguns limit points, turning points e um looping.

5 | 	CONCLUSÕES
Neste trabalho mostrou-se, através dos exemplos numéricos, a habilidade do 

elemento de viga unificado em lidar com grandes translações e rotações de corpo rígido. 
Desta maneira, não se produz um aumento artificial da rigidez no comportamento não linear 
de diferentes tipologias estruturais. Foi descrita de maneira detalhada a relação entre a 
formulação co-rotacional e os modos de deformações naturais. A grande vantagem do uso 
dos modos deformacionais naturais é que os mesmos definem a priori esforços internos 
auto-equilibrados, o que permite obter o vetor de forças nodais e a matriz de rigidez 
tangente de maneira consistente, descritos em coordenadas globais, através de operações 
algébricas bastante simples. Ademais, neste trabalho descreveu-se de maneira explícita o 
movimento de corpo rígido do elemento de viga unificado e a dedução da matriz de rigidez 
co-rotacional. Cabe destacar que a principal vantagem da formulação co-rotacional é o 
desacoplamento entre os efeitos locais e globais, e isto permite utilizar uma biblioteca de 
elementos finitos oriundos da análise linear. A utilização de elementos finitos lineares na 
análise não linear geométrica através da formulação co-rotacional se deve ao fato desta 
formulação descrever os efeitos globais como movimento de corpo rígido. Por último, é 
importante ressaltar que distintas fontes de não linearidades físicas podem ser tratadas 
como efeitos locais na formulação co-rotacional.
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