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RESUMO: Neste  capitulo  descreve-se
analiticamente de maneira detalhada a detecgcéo
e a classificacdo de pontos criticos na trajetéria
primaria de equilibrio de sistemas estruturais.
Utiliza-se a Formulagdo Lagrangiana Total para
descrever a cinematica de um elemento de
barra biarticulado 2D. Através desta formulagao
obtém-se o vetor de forcas internas e a matriz
de rigidez tangente que levam em conta os
efeitos da nao linearidade geométrica. Assume-
se um modelo constitutivo linear elastico para o
estado uniaxial de tensdo-deformacéao, usando a
deformacéo de Green-Lagrange e a tensdo axial
do segundo tensor de Piola-Kirchhoff que séo
energeticamente conjugados. Como estudo de
caso apresenta-se uma trelica plana hiperestatica
composta com 3 elementos Dbiarticulados
2D e com dois graus de liberdade. Por fim,
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determinam-se as condicbes geométricas e
fisicas para a coalescéncia entre os pontos
limites e de bifurcagdo. A principal contribuicao
deste trabalho é demonstrar a necessidade de
compreender melhor os fenémenos nao lineares
para projetar sistemas estruturais mais seguros.
PALAVRAS - CHAVE: Descricdo Lagrangiana
Total; Analise n&o-linear geométrica; Pontos
criticos.

AN ANALYTICAL FORMULATION TO
DETECT LIMIT AND BIFURCATION
POINTS

ABSTRACT: This chapter analytically describes
in detail the detection and classification of critical
points in the primary equilibrium trajectory
of structural systems. The Total Lagrangian
Formulation is used to describe the kinematics
of a 2D bi-articulated bar element. Through this
formulation, the internal force vector and the
tangent stiffness matrix are obtained that take
into account the effects of geometric nonlinearity.
A linear elastic constitutive model for the uniaxial
stress-strain state is assumed, using the Green-
Lagrange strain and the axial stress of the second
Piola-Kirchhoff tensor which are energetically
conjugated. As a case study, it is presented a
statically indeterminate plane truss composed of
3 biarticulated 2D elements and with two degrees
of freedom. Finally, the geometric and physical
conditions for coalescence between the limits
and bifurcation points are determined. The main
contribution of this work is to demonstrate the
need to better understand nonlinear phenomena
to design safer structural systems.

KEYWORDS: Total Lagrangian Formulation;
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Geometric nonlinearity; Critical points.

11 INTRODUGAO

Tornou-se quase imperativo, para o avango da ciéncia, compreender e simular os
fenébmenos n&o-lineares em diversas areas do conhecimento, tais como, biomecénica,
mecénica dos fluidos, geotecnia, mecénica dos sélidos, engenharia de tecidos humanos,
etc. Por exemplo, nas industrias aeronautica, aeroespacial e petrolifera a analise néo linear
€ imprescindivel no projeto de diferentes tipologias estruturais aplicadas nesses setores.
Nas ultimas décadas muitos autores tém publicados livros texto abordando diferentes
topicos da analise ndo linear na area dos métodos numéricos aplicados a engenharia,
por exemplo, recomenda-se a leitura das seguintes referéncias: Crisfield (1991), Crisfield
(1997), Bathe (1996), Belytschko et al (2000), Doyle (2001), Wriggers (2002), Borst et al
(2012), Bonet & Wood (2008), Wriggers (2008), Krenk (2009). Decorre dai a necessidade
de difundir os conceitos basicos e fundamentais da andlise n&o-linear através do método
dos elementos finitos e, imbuido deste espirito, o trabalho, aqui apresentado, sem maiores
pretensdes tedricas, tem como objetivo apresentar uma anélise tedrica e numérica da
instabilidade estrutural que consiste na deteccéo e classificacdo de pontos singulares na
trajetoria de equilibrio primaria. Propde-se utilizar elementos de barra biarticulados por sua
simplicidade tedrica, o que permite descrever, facilmente, a cinematica do movimento do
elemento e obter o vetor de forgas internas e a matriz de rigidez tangente analiticamente,
que sdo elementos imprescindiveis para uma analise ndo-linear em mecanica dos
sélidos. Para simular deformacgdes elasticas finitas, assume-se um modelo constitutivo
hiperplastico para o estado uniaxial de tensédo-deformacgéo, utilizando a tensdo axial do
segundo tensor de Piola-Kirchhoff e a deformacgéo de Green-Lagrange, que formam um par
energeticamente conjugado. Nos itens 2, 3 e 4 descrevem-se a cinemética do elemento
biarticulado 2D adotando a Formulagado Lagrangiana Total (FLT), a obtencéao do vetor de
forgas internas e a deducéo da matriz de rigidez tangente, respectivamente. No item 5 faz-
se uma abordagem analitica detalhada da deteccgéo e classificagdo dos pontos singulares
presentes na trajetoria primaria de equilibrio de uma trelica plana hiperestatica discretizada
por trés barras biarticuladas 2D. Por dltimo, apresentam-se as conclusdes finais e as
referéncias bibliogréaficas utilizadas neste trabalho.

21 DESCRIGCAO CINEMATICA

Seja um sistema de coordenadas globais cuja base é ortonormal conforme mostra-
se na Figura 1. Para expressar as varidveis cinematicas na configuracdo indeformada
utilizam-se as coordenadas materiais (X, }), enquanto que, na configuragcdo deformada as
coordenadas espaciais (r,y).
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Figura 1: Movimento do elemento biarticulado 2D.

Na configuracéo indeformada as coordenadas nodais do elemento biarticulado 2D
sédo dadas por , respectivamente. Sua posi¢cdo e comprimento
iniciais sdo dados pela Equagéo 1.

Em que ou X, é o vetor posigdo na configuracdo indeformada e /, é o
comprimento do elemento biarticulado 2D na configuracdo indeformada. Enquanto
que na configuragdo deformada as coordenadas nodais do elemento biarticulado 2D sé&o
dadas por , respectivamente. Conforme mostra-se na Figura 1
a coordenada atual do né A é dada por , enquanto que a coordenada atual do
nd B se expressa como . Sendo que € o0 deslocamento doné A
e € o deslocamento do n6 B. Portanto, a posicao atual do elemento é dada

por meio da Equagéo 2.

em que ou x é o vetor posicdo na configuragdo deformada.

As coordenadas do vetor posi¢éo atual sdo dadas por e
respectivamente. € o vetor de deslocamentos nodais relativos conforme
mostra-se na Figura 2. Por outro lado, 0 comprimento atual se expressa por meio da
Equacéo 3.
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Figura 2: Vetor de deslocamentos nodais relativos.

Neste trabalho adota-se a formulagcdo Lagrangiana Total para descrever o
movimento do elemento biarticulado 2D, portanto serdo usadas as coordenadas materiais
(X,)), e a configuragéo indeformada para definir a medida de deformacgéo do elemento.
Dentre algumas familias de deformacgéo descritas em coordenadas materiais existentes na
literatura técnica, adota-se neste trabalho, a medida de deformacédo de Green-Lagrange
que compara os quadrados dos comprimentos atual / e inicial /, do elemento e dada por
meio da Equacéo 4.

Note-se que esta medida de deformacgéo possui termos quadraticos em relagéo aos
deslocamentos nodais relativos.

Para obter o vetor de forcas internas utiliza-se o Principio do Trabalhos Virtuais
(PTV), portanto é necessario aplicar uma variagdo virtual no campo de deslocamentos na
configuragcéo de equilibrio atual, conforme mostra-se na Figura 3, o que implica em uma
variacéo virtual da deformacédo de Green-Lagrange que se escreve conforme a Equacéo 5.

em que € a variacgao virtual do vetor de deslocamentos relativos.
Note-se que a variagéo virtual da deformacéo de Green-Lagrange consiste na projecéo da
variagéo virtual do vetor dos deslocamentos relativos sobre a posi¢do atual do elemento

definida pelo vetor x e escalado por /2.
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Figura 3: Variag&o virtual dos deslocamentos nodais.

31 VETOR DE FORCAS NODAIS

Como mostra-se na Figura 4, seja o vetor de forgas do né
o vetor de forgas do n6 B, respectivamente.

Figura 4: Vetor de forgas nodais e a variacéo virtual dos deslocamentos nodais.

Para obter estes vetores de forgas nodais aplica-se o PTV na configuracéo
indeformada pois se est4 utilizando a medida de deformagé@o de Green-Lagrange, desta

maneira expressa-se este principio como:

em que /V € o esforgo axial que atua no elemento e é dado por . Lembrando
que a tensao axial € energeticamente conjugada com a medida de deformacédo de
Green-Lagrange e é uma das tensfes normais do segundo tensor de tensbes de Piola-
Kirchoff. Substituindo a Equagéo 5c na Equacéo 6, tem-se que:
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Conforme mostra-se na Figura 4, por convengéo, o sinal do vetor de forgas internas
/., € negativo porque esta no sentido contréario do vetor posi¢do x, enquanto que o sinal
do vetor de forgas internas /, é positivo porque possui 0 mesmo sentido do vetor x. Neste
trabalho assume-se que , onde /£ é o modulo de elasticidade longitudinal do
material, assim o esforco axial pode ser definido como e a Equacéo 7d pode ser
reescrita conforme a Equacéo 8.

41 MATRIZ DE RIGIDEZ TANGENTE

Ao aplicar um incremento infinitesimal nos vetores de deslocamentos nodais «, e
u,na configuragéo deformada, obtém-se um incremento infinitesimal dos vetores de forgas
internas /| e f,, respectivamente, através da matriz de rigidez tangente. Portanto, define-se
a relagdo entre os incrementos infinitesimais dos vetores de forgas internas e dos vetores
de deslocamentos nodais conforme a Equagéo 9.

sendo que K, é a matriz de rigidez tangente de ordem 4 x 4. Portanto, levando em
conta a Equacéo 2d e diferenciando-se a Equagéo 7d em relacéo ao vetor de deslocamentos
relativos, obtém-se que:
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sendo / a matriz identidade de ordem 2 X 2. Por outro lado, diferenciando-se o
esforgo axial em relagéo ao vetor dos deslocamentos relativos, e levando em conta as
Equacbes 2d, 4 e 5, chega-se a Equagéo 11.

Por dltimo, substituindo a Equagédo 11 na Equagdo 10b e levando em conta a
Equacéo 10c, obtém-se que:

com:

em que K, é a matriz de rigidez material, de ordem 4 X 4, que depende do vetor
posicdo atual do elemento x cujas componentes séo: éa
matriz de rigidez geométrica que depende do esfor¢o axial V e & de ordem 4 X 4 e 0 simbolo
€ o produto tensorial ou aberto. Portanto, a matriz de rigidez tangente se expressa como

51 FORMULAGAO ANALITICA

Seja uma trelica plana com um grau de indeterminagéo estatica conforme mostra-
se na Figura 5a. Nesta figura mostram-se as propriedades geométricas e as condi¢des de
contorno, onde // é a altura e .S € o vao. Considera-se que a rigidez axial de todas as barras

da trelica é igual a /4, onde / & o modulo de elasticidade longitudinal e A, é area da secéo

0’

transversal de cada barra indeformada.
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Figura 5: Trelica plana hiperestatica. a) Configuracéo indeformada. b) Configuracdo deformada.

Discretiza-se a trelica com 3 elementos de barras biarticulado 2D conforme
se mostra na Figura 5a. O comprimento do terceiro elemento &€ BS, onde B & um
parametro adimensional. O né 2 esté livre para deslocar-se nas dire¢cdes dos eixos x e
7y, respectivamente. Os demais nés estao restringidos por apoios de segundo género. Na
Tabela 1 detalham-se as conectividades adotadas para cada elemento da treli¢ca.

Elemento | N6 inicial N6 final
1 1 2
2 2 3
3 2 4

Tabela 1: Conectividades dos elementos.

Neste item faz-se a anélise da estabilidade do equilibrio da trelica plana hiperestatica
na configuracdo deformada como mostra-se na Figura 5b ao aplicar-se uma carga A na
direcdo do eixo y. Estuda-se duas trajetérias de equilibrio possiveis para este caso. A
primeira condicado refere-se a trajetoria primaria de equilibrio onde o n6 2 ira deslocar-se
somente na dire¢édo do eixo y devido a simetria geométrica e das propriedades mecéanicas
da trelica, além de ndo haver carga aplicada na diregdo do eixo x no n6 2. Considera-se
tanto o fator de carga aplicado quanto o deslocamento vertical no sentido negativo do
eixo y. Neste caminho de equilibrio a trelica ir4 apresentar um fendmeno de instabilidade
conhecido na literatura técnica de snap-through que é a perda da capacidade portante da
trelica quando a matriz de rigidez tangente da estrutura torna-se singular para um valor
maximo de carga denominado de ponto limite.

Na segunda condicdo de equilibrio ocorre a flambagem da trelica no plano (x,))
ainda que a carga esteja aplicada na dire¢éo do eixo x, o né 2 ira deslocar-se na direcéo
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do eixo , podendo ser no sentido positivo ou negativo deste eixo. Neste caso denomina-se
caminho de equilibrio secundario. Posteriormente, demonstra-se que estas trajetorias de
equilibrio interceptam-se em determina- dos pontos denominados de pontos de bifurcagéo.
Ao impor o campo de deslocamento (u, ) no n6 2 da treli¢ca, conforme mostra-se na Figura
5b, as barras irdo deslocar-se, alterar seus comprimentos e direcdes, sofrer deformacdes
e estarem submetidas a esforgos axiais. Na Tabela 2 mostra-se a descri¢cdo cinematica,
apresentada no item 2, de cada barra de maneira detalhada.

Tabela 2: Descricao cinematica dos elementos.

Para obter as trajetérias de equilibrio primaria e secundaria é necessario montar o
vetor de forgas internas da trelica. Como somente o n6 2 pode se deslocar, entdo basta
montar o vetor de for¢as internas correspondente a este né. Portanto levando em conta a
Equagdo 8 monta-se o vetor de forgas internas do ndé 2 com a contribuigdo dos esforgcos
internos de cada barra da trelica conectada a este n6 como:

Note-se que o sinal negativo nos dois Gltimos termos da Equacgéo 14a € devido ao
nd 2 ser o no inicial das barras 2 e 3, respectivamente. Por outro lado, na Equacéo 14c foi
utilizado os valores das deformacdes de cada barra dados na Tabela 2. Para que o né 2
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esteja em equilibrio € necessario que o vetor de forgas internas seja igual ao vetor de forgas
externas aplicadas neste n0, portanto obtém-se um sistema de duas equagdes néo lineares
gue se expressam como:

5.1 Trajetéria primaria de equilibrio
Para obter a trajetéria primaria de equilibrio imp&e-se que o deslocamento horizontal

do nd 2 seja igual a zero, u = 0, no sistema de equagbes acima. Portanto, a primeira
equacgao se anula e a segunda equacédo pode ser reescrita como a Equacéo 16.

Trata-se de um polindbmio de grau trés em funcéo dos deslocamentos verticais do
né 2 da trelica. Para obter o grafico desta curva adotou-se os seguintes valores para as
propriedades geométricas e mecanicas da trelica: /2 = . Atribui-se a
B os valores 1,0; 1,5; e 2,0. Desta maneira, obtém-se o grafico de trés trajetorias primarias
de equilibrio como mostra-se na Figura 6. Nota-se que essas curvas possuem dois pontos
extremos conhecidos como pontos limites. Nos préximos itens discute-se em detalhes a
deteccdo e obtencéo desses pontos.

Figura 6: Trajetorias primarias de equilibrio.
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5.2 Trajetéria secundaria de equilibrio

Inicialmente a trelica permanece na trajetéria de equilibrio priméaria, mas para
determinadas condicbes geométricas e mecénicas, podera flambar o que implica no
deslocamento horizontal do né 2. Para determinar essas condigbes impde-se no sistema
de Equacgdes 15 que « # 0. Como consequéncia, a primeira equagao daquele sistema deve

cumprir que:

Colocando em evidéncia o deslocamento na equacédo 17 obtém-se que:

que é vélida para a seguinte restrigéo:

Mostra-se na Figura 7 a relagéo entre os deslocamentos vertical e horizontal do né
2 quando ocorre a flambagem da trelica dada pela Equacgéao 18.
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Figura 7: Projecéo das trajetérias de equilibrio secundarias no plano .

Em todas as simulagdes a seguir assumem-se os seguintes dados para a trelica
mostrada na Figura 5: 2,0). Observa-
se nesta figura que valores crescentes de 3 implica em valores crescentes de « e v pois
aumenta-se o comprimento da barra vertical 3 da trelica e diminui-se sua rigidez axial, o
que confere uma maior flexibilidade ao deslocamento do né 2. Nota-se na Figura 7 que
inicialmente o deslocamento « € nulo, depois ocorre a bifurcagéo para a trajetéria secundaria
quando o valor de « é crescente até um certo valor maximo para em seguida decrescer até
zero quando a treli¢a retorna a trajetéria primaria. Observa-se nesta figura que do ponto
de vista matematico o deslocamento « pode ser no sentido positivo ou negativo do eixo
x. A segunda restricdo que surge para que ocorra a flambagem é que o discriminante da
Equacéo 19d seja maior que zero. Note-se que essa restricao € essencialmente geométrica
e, portanto, a ocorréncia ou ndo da flambagem depende somente das caracteristicas
geométricas da trelica. Na Figura 8 mostra-se a partir de que valores de //, para cada valor
de B, ocorre a bifurcagdo. Por fim, ao substituir a Equacéo 18 na Equacéao 15b obtém-se
a trajet6ria secundaria de equilibrio em funcéo do deslocamento vertical que se escreve

como:
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Figura 8: Valores de a partir dos quais podem ocorrer bifurcacéo.

As trajetérias de equilibrio dadas pelas Equagdes 16 e 20 estdo em fungédo do
deslocamento vertical do n6é 2 da trelica mostrada na Figura 5a. Nas Figuras 9a, 9b e 9c
mostram-se as trajetérias de equilibrio primaria e secundaria dadas pelas Equacdes 16 e 20,
respectivamente, obtidas para os diferentes valores de [ adotados neste trabalho. Nota-se
nessas figuras os pontos de bifurcagao onde ocorre a intersecc¢ao entre as trajetorias primaria
e secundaria de equilibrio. Também pode ser observado os pontos limites que representam
os extremos das trajetorias de equilibrio primaria. Na Figura 9d mostram-se as trajetorias de
equilibrio em fung¢éo dos deslocamentos horizontal e vertical do n6 2 e, novamente, observa-
se a interseccao entre as trajetdrias primaria e secundaria de equilibrio mostrada no plano
(A, ¢, u). Observa-se na Figura 9d que a trajetoria de equilibrio dada pela Equagéo 20 é a
projecao da trajetoria de equilibrio secundaria no plano (A, «). Por outro lado, a projecéo das
trajetérias de equilibrio secundarias mostradas nesta figura no plano (¢, «) € mostrada na
Figura 7.
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Figura 9: Trajetérias de equilibrio. a) Trajetorias de equilibrio para 8 = 1.0. b) Trajetérias de equilibrio
para B =1.5. ¢) Trajetorias de equilibrio para 8 = 2.0. d) Trajeto6rias de equilibrio no plano (v, «, A).

5.3 Pontos criticos

Detectam-se os pontos limites ao aplicar a condicao na trajetéria
priméaria de equilibrio descrita na Equacdo 16. Abaixo descreve-se este procedimento
algébrico como:

Por outro lado, detectam-se os pontos de bifurcagdo impondo a condigédo de « =0
na Equacgdo 18, o que leva as seguintes expressoes:

Colegao desafios das engenharias: Engenharia de produgéo 2 Capitulo 27 m



Para calcular os fatores de carga limite A' e de bifurcacdo A", substitui-se os valores
dados nas Equagbes 21 e 22, respectivamente, na Equacao 16. Na Tabela 3 mostram-se os

valores dos pontos criticos obtidos para

Tabela 3: Pontos criticos.

5.4 Fatores de cargas criticos

Como mostra-se nas Figuras 9a, 9b e 9c, as trajetérias de equilibrio primérias
possuem quatros pontos criticos, dois pontos limites, /., e L, e dois pontos de bifurcacéo,
B,e B, Nessas figuras também observou-se que os primeiros pontos de bifurcagéo 5,
ocorreram antes dos primeiros pontos limites ., para os casos de
O propésito deste item é discutir a sequéncia de ocorréncia desses pontos criticos. Para
isso estudam-se as variacdes dos fatores de cargas para os primeiros pontos criticos em
funcdo das variagdes das propriedades geométricas da trelica. Aqui em particular propde-
se estudar a variagédo do fator de carga critico em fungéo da variagéo da altura da treliga,
isto &, em fungéo da variavel //. Ao substituir o deslocamento vertical ¢/ dado pela Equagéo
21a na Equagdo 16 obtém-se o fator de carga para o primeiro ponto limite A /. Este fator
de carga estard em funcdo das propriedades geométricas e mecénicas da trelica, isto €,

. Por outro lado, ao substituir o deslocamento vertical ¢’ dado pela
Equacéo 22a na Equacgédo 16 obtém-se o fator de carga para o primeiro ponto b de bifurcagao
A. Da mesma maneira, este fator de carga estara em funcéo das propriedades geométricas
€ mecanicas da trelica, isto é, . Portanto para obter as curvas do fator
de carga critico em fungdo da altura da trelica assumem-se os seguintes valores para as
demais variaveis: , € os valores 1, 1,5 e 2 para o pardmetro 8. Nas
Figuras 10a, 10b e 10c mostram-se as curvas dos fatores de cargas criticos tanto para o
ponto limite quanto para o ponto de bifurcacéo paraointervalo 0 <// <5 e para
os diferentes valores de S.
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Figura 10: Fatores de carga criticos. a) Carga critica para 8= 1.0. b) Carga critica para 8= 1.5. c)
Carga critica para 8 = 2.0.

Conforme mostra-se na Figura 10a para valores de // < 1,3458 o ponto limite ocorre
primeiro. Quando // alcanca o valor 1,3458 ocorre a coalescéncia entre o ponto limite e o
ponto de bifurcacdo. Para // > 1,3458 o ponto de bifurcagdo ocorre primeiro. Ainda nesta
figura observa-se que a carga de flambagem é muito menor que a carga limite e por fim
mostra-se a capacidade portante maxima A da treliga levando em conta a possibilidade
de perda de rigidez da estrutura ou a flambagem. As mesmas observagbes podem ser
feitas para as Figuras 10b e 10c, com valores diferentes de //, em relagéo a sequéncia de
ocorréncia dos pontos criticos bem como da capacidade portante maxima da trelica em
relagdo a perda de rigidez e a flambagem.

61 CONCLUSOES

De maneira sucinta pode-se dizer que neste trabalho foi descrito de forma objetiva,
concisa e detalhada a abordagem analitica para a detecgéo, classificagdo e sequéncia
de ocorréncia de pontos criticos na trajetoria primaria de equilibrio de um sistema fisico

simples. Determinou-se as condicdes geométricas e fisicas para as quais ocorrem a
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coalescéncia entre os pontos limites e os pontos de bifurcagdo. A condi¢do de coalescéncia
de pontos criticos deve ser um requisito em estudos de otimizacao relativos a estabilidade
estrutural. Portanto, € necessario levar em consideragéo a néo linearidade geométrica na
anélise da estabilidade de equilibrio de sistemas estruturais. E importante destacar que o
principal objetivo deste trabalho foi demonstrar a necessidade de compreender melhor os

fendmenos néo lineares para projetar sistemas estruturais mais seguros.
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