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CAPÍTULO 11
 ESTUDO SOBRE AUTOMATIZAÇÃO DE 

EQUIVALÊNCIA DE FUNÇÕES

Lucas Fernando Frighetto
Departamento de Ciência da Computação – 

Universidade Estadual do Centro-Oeste 
Guarapuava– PR– Brasil

http://lattes.cnpq.br/1095181674675390 

Fábio Hernandes
Departamento de Ciência da Computação – 

Universidade Estadual do Centro-Oeste 
Guarapuava– PR– Brasil

http://lattes.cnpq.br/2110808766116337

RESUMO: Este projeto tem por objetivo propor 
um método exato que, prova uma equivalência 
entre funções. As transformações em estudo são 
comprovadas por meio da indução matemática. 
Foi proposto um algoritmo que comprova a 
equivalência entre um conjunto de funções 
utilizando manipulação de strings. Para encontrar 
a igualdade entre funções são realizadas 
operações matemáticas sobre o números 
naturais, tais como: distributiva, associativa, 
comutativa e mínimo múltiplo comum. Como 
resultado, foram comprovadas as equivalências 
entre um conjunto de funções constante do 
banco de dados.
PALAVRAS-CHAVE: Indução matemática, 
funções, equivalência

A STUDY ABOUT EQUIVALENCE 
AUTOMATIZATION OF FUNCTIONS 

ABSTRACT: This project aims to propose an 

exact method that, referring to a database, returns 
an equivalent function. The study transformations 
are provided through mathematical induction. 
It was proposed an algorithm that using strings 
manipulation, proves an equivalence between 
a set of functions. To find the equality between 
functions are used mathematical operations 
on the natural numbers, such as: distributive, 
associative, commutative and minimum common 
multiple. As a result, they were proved the 
equivalences between a set of functions in the 
database.
KEYWORDS: Mathematical induction, functions, 
equivalence.

1 |  INTRODUÇÃO 
Um dos principais problemas da Ciência 

da Computação é a otimização automática 
de códigos, os compiladores atuais possuem 
diversas técnicas para otimizá-los, porém, são 
limitadas [Aho et al. 2008]. A principal dificuldade 
nesta otimização está em descobrir como 
transformá-los preservando seu significado e 
reduzindo o tempo computacional. Algumas 
transformações são triviais, como código morto 
e recalculo de funções, porém outras são mais 
difíceis, como, por exemplo, transformar um 
bubblesort em quicksort. Com isso, foi realizado 
neste trabalho uma pesquisa com a meta de obter 
conclusões sobre automatização de otimização 
de funções.

Existem várias formas pelas quais um 
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compilador pode efetuar melhorias num programa preservando a sua função, os exemplos 
mais comuns de melhorias que preservam o significado do código podem ser encontradas 
em [Aho et al. 2008]. 

Entre outros trabalhos encontrados na literatura relacionados à otimização de código, 
destacam-se a otimização de laços [Allen 1969], que foi um dos estudos pioneiros sobre 
otimização de código, este é sobre otimização em estruturas de repetição. Outros trabalhos 
citados aqui são a otimização de código em Power Architectures [IBM 2016] e a aproximação 
estática para o problema de compactação de código horizontal para a classe paralela, 
sincronizada em arquiteturas não homogêneas [De Gloria 1991]. Além destes, ressalta-se 
também o trabalho sobre ferramentas para otimização de código e sistema de avaliação de 
processamento de imagem para o sistema PAPRICA-3 [Bertozzi  1999].

Seguindo a temática de otimização de códigos, este projeto tem por objetivo o 
desenvolvimento de uma técnica capaz de comprovar a equivalência entre funções envolvendo 
números naturais, técnica esta que poderá ser aplicada à otimização de código, pois se 
provada a equivalência entre duas funções, o compilador poderá trocar uma função recorrente 
de alto custo por outra função fechada de custo computacional menor. O desenvolvimento 
dessa técnica consiste em implementar operações matemáticas (distributiva, associativa, 
comutativa, mínimo múltiplo comum), por meio de manipulação de strings, a fim de provar a 
equivalência entre funções por meio da indução matemática.

Este trabalho está organizado da seguinte forma: na Seção 2 estão os materiais 
e métodos, a Seção 3 aborda o algoritmo proposto, na Seção 4 estão os resultados 
computacionais, enquanto que na Seção 5 são destacadas as conclusões e trabalhos futuros.

2 |  MATERIAIS E MÉTODOS 
Nesta seção são abordados alguns conceitos e definições utilizados no trabalho. 

Inicialmente é introduzido o problema da preservação do significado do código e as técnicas 
de transformação, em seguida é abordado o método da indução matemática, sendo esta a 
base para confirmação das equivalências.

2.1 Indução matemática
Dentre todos os números já considerados, os naturais (N) foram os pioneiros, 

inicialmente com o intuito de contar. Apesar desses números serem os mais simples, não 
quer dizer que sejam totalmente entendidos, havendo ainda muitos mistérios que os cercam 
[Iezzi e Murakami 2004, Hazzan 2004, Menezes 2005].

Provar operações matemáticas entre números naturais não é tão simples, sendo o 
princípio de indução matemática o mais utilizado [Iezzi 2005]. Porém, além da prova entre 
operações matemáticas, a indução matemática [Antonio 2017] é uma importante ferramenta 
utilizada para verificar conjecturas sobre padrões de termos em sequências. 
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Neste estudo, a indução matemática é utilizada para verificar a equivalência entre 
funções a fim de compará-las em seus respectivos custos computacionais e aplicar estes 
resultados à otimização de código.

A fim de visualizar a ideia da indução matemática, imagine uma coleção de dominós 
colocados numa sequência (formação) de tal forma que a queda do primeiro dominó força 
a queda do segundo, que força a queda do terceiro, e assim sucessivamente, até todos os 
dominós caírem. Em outras palavras, se a equivalência entre funções for encontrada para um 
número qualquer e para o próximo número, então consequentemente será válida para todos 
os números subsequentes.

A igualdade entre as funções pode ser encontrada aplicando transformações de 
propriedades algébricas. O problema é descobrir a sequência de transformações que levam 
as funções à um resultado em comum.

2.1.1 Gauss e a Indução Matemática

Conta-se a seguinte história [Hefez 2009] sobre o matemático alemão Carl Friedrich 
Gauss (1777-1855), quando ainda garoto. Na escola, o professor, para aquietar a turma de 
Gauss, mandou os alunos calcularem a soma de todos os números naturais de 1 a 100. Qual 
não foi a surpresa quando, pouco tempo depois, o menino deu a resposta: 5050. Indagado 
como tinha descoberto tão rapidamente o resultado, Gauss, então com nove anos de idade, 
descreveu o método a seguir.

Sn = 1 + 2 + · · · + n, o objetivo é encontrar uma fórmula fechada para Sn. Somando a 
igualdade de Sn, membro a membro, com ela mesma, porém com as parcelas do segundo 
membro em ordem invertida, temos que:

2.1.2 Princípio de Indução Matemática

Dado um subconjunto S do conjunto dos números naturais N, tal que  e sempre que 
um número n Є S, o número n+1 também pertence a S, tem-se que S = N.

Esta simples propriedade fornece uma poderosa técnica de demonstração matemática, 
a demonstração por indução, que consiste em [Antonio 2017]:

“Suponha que seja dada uma sentença matemática P(n) que dependa de uma 
variável natural n, a qual se torna verdadeira ou falsa quando substituímos 
n por um número natural dado qualquer. Tais sentenças são ditas sentenças 
abertas definidas sobre o conjunto dos naturais”.
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Logo, a demonstração por indução matemática segue o teorema a seguir:
Teorema. Seja P(n) uma sentença aberta sobre N. Suponha que:
(i) P(1) é verdadeira; e
(ii) qualquer que seja n Є S, sempre que P(n) é verdadeira, segue que P(n + 1) é 

verdadeira.
Então, P(n) é verdadeira para todo n Є �.

3 |  ALGORITMO PROPOSTO
O algoritmo proposto procura a igualdade entre uma P(n), neste trabalho associado 

à funções recorrentes e uma função f(n), neste trabalho associado à funções fechadas. O 
método tem como entrada uma função f(n) e o termo necessário da P(n) que é P(n+1) - 
P(n). Existe um número muito grande de possibilidades de transformações e portanto não 
há um método exato e ótimo para encontrar a igualdade entre funções. Para resolver este 
problema, foram desenvolvidos dois caminhos (possibilidades de encontrar a equivalência), 
ambos compostos de transformações válidas, porém com resultados finais diferentes, ou 
seja, se entre as funções da base de dados não for encontrada a equivalência utilizando o 
caminho 1, esta será encontrada por meio do caminho 2 (2ª possibilidade).

Inicialmente é gerada uma função f(n+1), a partir da função f(n), ao substituir variável n 
por n+1, então, aplica-se a operação distributiva para a função e, após, é realizada a soma da 
função f(n) inicial com o termo da P(n). Para isso, primeiramente é executada uma operação 
de mínimo múltiplo comum, então aplica-se a distributiva e, para finalizar, somam-se os 
termos, se o resultado for igual ao obtido por meio da substituição de n por n+1 seguido da 
distributiva, então conclui-se que a equivalência é verdadeira. Esta parte da implementação 
está ilustrada no fluxograma a seguir.
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Algoritmo 1. Passos de parte da implementação.

O que difere o Caminho 2 (segunda possibilidade) do primeiro na implementação é 
que para algumas funções é necessário utilizar uma sequência de transformações não triviais 
como, por exemplo, quando se busca verificar se o divisor de uma função está contido no 
divisor da outra, o que minimiza o cálculo do mínimo múltiplo comum, porém utilizam-se os 
mesmos métodos do Caminho 1. Outra diferença é a necessidade de multiplicar a f(n+1) por 
a/a tal que f(n+1) = a/b.

Exemplo. Caminho 2.
Dada a seguinte soma: 

Utilizando o Caminho 1 (Figura 2) tem-se o seguinte resultado:

Já considerando o Caminho 2, o resultado será:

isso ocorre porque o denominador da primeira fração está contido no denominador da 
segunda.

Os métodos implementados podem ser encontrados no Apêndice.

4 |  RESULTADOS COMPUTACIONAIS
A linguagem de programação utilizada foi JAVA, pois possui uma biblioteca de strings 

que oferece muitos recursos para facilitar a implementação de operações de propriedades 
algébricas.

As principais operações matemáticas implementadas foram: distributiva, associativa, 
comutativa, mínimo múltiplo comum, soma e reconhecedores de expressões.

Para a validação do resultados, foi proposta uma base de dados constituída de cinco 
funções, que estão descritas e provadas matematicamente por meio da indução matemática. 
Estas funções foram escolhidas pois já são utilizadas para exemplos em outros trabalhos da 
literatura sobre indução matemática [Antonio 2017], [Hefez 2009].

4.2 Base de dados e resultados obtidos
1. Soma dos n ímpares - P (n) 1 + 3 + ... + (2n - 1) = n2

Prova por indução matemática
I.  Observe que P(1) é verdadeira, já que a fórmula é trivialmente válida para 

n = 1. 
II. Suponha que, para algum n natural, P(n) seja verdadeira; ou seja, que:
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1 + 3 + ... + (2n - 1) = n2 
Provando que P(n+1) é verdadeira. Somando 2n+1, que é o próximo número ímpar, 

após 2n-1, a ambos os lados da igualdade de P(n), obtêm-se que a igualdade também 
verdadeira, pois:

1 + 3 + ... + (2n - 1) + (2n + 1) = n2 + (2n + 1) = (n + 1) = n2 + 2n + 1.
O Quadro 1 contém a saída da implementação para a função anterior.

f(n) = ((1n)(1n))/(1)
f(n+1) = (((1)(1n+1))((1)(1n+1)))/(1)
pn = (((2)(1n+1)-1)/(1)
Após o mínimo múltiplo comum:
pn = (((1)(2)(1n+1)-1)/(1)
f(n) = ((1)(1n)(1n))/(1)
f(n) + p(n+1) = f(n+1):
((1)(1n)(1n))/(1)+(((1)(2)(1n+1)-1)/(1) = (((1)(1n+1))((1)(1n+1)))/(1)
distributiva: (((1)(1n+1))((1)(1n+1)))/(1)
((1n+1)(1n+1))/(1)
(1nn+2n+1)/(1)
f(n+1) = (1nn+2n+1)/(1)

distributiva: ((1)(1n)(1n))/(1)
((1n)(1n))/(1)
(1nn)/(1)
distributiva: (((1)(2)(1n+1)-1)/(1)
(((2)(1n+1)-1)/(1)
((2n+2-1)/(1)
f(n) = (1nn)/(1)
pn = ((2n+2-1)/(1)
f(n) + pn = (1nn+2n+1)/(1)

Quadro 1. Resultados da soma dos n ímpares  P(n)

2. Soma dos n números naturais - 

Prova por indução matemática
I. Observe que P(1) é verdadeira, pois:

II. Suponha que, para algum n natural, P(n) seja verdadeira, ou seja, que:

Provando que P(n+1) é verdadeira. Somando n+1 a ambos os lados da igualdade 
de P(n), obtêm-se:

desenvolvendo a segunda parte da igualdade tem-se:
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que mostra que P(n+1) também verdadeira.
Vale destacar que:

No Quadro 2 está contida a saída da implementação para a função anterior.

f(n) = ((1n)(1n+1))/(2)
f(n+1) = (((1)(1n+1))((1)(1n+1)+1))/(2)
pn = p(n+1) – p(n) = (1n+1)/(1)
Após o mínimo múltiplo comum:
pn = (2)(1n+1)/(2)
f(n) = ((1)(1n)(1n+1))/(2)
f(n) + p(n+1) = f(n+1):
((1)(1n)(1n+1))/(2)+(2)(1n+1)/(2) = (((1)(1n+1))((1)(1n+1)+1))/(2)
distributiva: (((1)(1n+1))((1)(1n+1)+1))/(2)
((1n+1)(1n+1+1))/(2)
(1nn+3n+2)/(2)
f(n+1) = (1nn+3n+2)/(2) 

distributiva: ((1)(1n)(1n+1))/(2)
((1n)(1n+1))/(2)
(1nn+1n)/(2)
distributiva: (2)(1n+1)/(2)
(2n+2)/(2)
f(n) = (1nn+1n)/(2)
pn = (2n+2)/(2)
f(n) + pn= (1nn+3n+2)/(2)

Quadro 2. Resultados da soma dos n números - P (n): 1 + 2 + 3 + ... + n

3. Soma dos quadrados - 

Prova por indução matemática:
I.  Observe que P(1) é verdadeira, pois:

II. Suponha que, para algum n natural, P(n) seja verdadeira, ou seja, que:

Prova de que P(n+1) é verdadeira. Somando n+1 a ambos os lados da igualdade de 
P(n), obtêm-se:

desenvolvendo a segunda parte da igualdade tem-se:
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que mostra que P(n+1) também verdadeira.
Vale destacar que:

O Quadro 3 contém a saída da implementação para a função anterior.

f(n) = ((1n)(1n+1)(2n+1))/(6)
f(n+1) = (((1)(1n+1))((1)(1n+1)+1)((2)(1n+1)+1))/(6)
pn = ((1n+1)(1n+1))/(1)
Após o mínimo múltiplo comum:
pn = ((6)(1n+1)(1n+1))/(6)
f(n) = ((1)(1n)(1n+1)(2n+1))/(6)
f(n) + p(n+1) = f(n+1):
((1)(1n)(1n+1)(2n+1))/(6)+((6)(1n+1)(1n+1))/(6) = (((1)(1n+1))((1)(1n+1)+1)((2)(1n+1)+1))/(6)
distributiva: (((1)(1n+1))((1)(1n+1)+1)((2)(1n+1)+1))/(6)
((1n+1)(1n+1+1)((2)(1n+1)+1))/(6)
((1nn+3n+2)((2)(1n+1)+1))/(6)
((1nn+3n+2)(2n+2+1))/(6)
(2nnn+13n+9nn+6)/(6)
f(n+1) = (2nnn+13n+9nn+6)/(6) 

distributiva: ((1)(1n)(1n+1)(2n+1))/(6)
((1n)(1n+1)(2n+1))/(6)
((1nn+1n)(2n+1))/(6)
(2nnn+1n+3nn)/(6)
distributiva: ((6)(1n+1)(1n+1))/(6)
((6n+6)(1n+1))/(6)
(6nn+12n+6)/(6)
f(n) = (2nnn+1n+3nn)/(6)
pn = (6nn+12n+6)/(6)
f(n) + pn = (2nnn+13n+9nn+6)/(6)

Quadro 3. Resultados da soma dos quadrados  

4. Soma das n frações 
Prova por indução matemática

I.  Observe que P(1) é verdadeira, pois:

II. Suponha que, para algum n natural, P(n) seja verdadeira, ou seja, que:

Provando que P(n+1) é verdadeira. Somando    a ambos os lados da igualdade de 
P(n), obtêm-se:
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desenvolvendo a segunda parte da igualdade tem-se:

que mostra que P(n+1) também verdadeira.
O Quadro 4 contém a saída da implementação para a função anterior.

f(n) = (1n)/(1n+1)
f(n+1) = ((1)(1n+1))/((1)(1n+1)+1)
pn = (1)/((1n+1)(1n+2))
distributiva: ((1)(1n+1))
(1n+1)
distributiva: ((1)(1n+1)+1)
(1n+1+1)
f(n+1) = f(n+1) * (1n+1)(1n+1)
distributiva: (1n+1)(1n+1)
(1nn+2n+1)
distributiva: (1n+1+1)(1n+1)
(1nn+3n+2)
f(n+1) = (1nn+2n+1)/(1nn+3n+2) 

f(n) = (1n)/(1n+1)
pn = (1)/((1n+1)(1n+2))
distributiva: ((1n)(1n+2))
(1nn+2n)
distributiva: ((1n+1)(1n+2))
(1nn+3n+2)
distributiva: (1)
distributiva: ((1n+1)(1n+2))
(1nn+3n+2)
f(n) = (1nn+2n)/(1nn+3n+2)
pn = (1)/(1nn+3n+2)
f(n) + pn = (1nn+2n+1)/(1nn+3n+2)

Quadro 4. Resultados da soma das n fracções  

Analisando o resultado obtido (Figura 7) com o resultado da prova por indução tem-
se que:

mostrando que o resultado da Figura 7 é equivalente.

5. Soma dos ímpares quadrados 
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Prova por indução matemática:
a. Observe que P(1) é verdadeira, pois

b. Suponha que, para algum n natural, P(n) seja verdadeira, ou seja, que:

Provando que P(n+1) é verdadeira. Somando (2n + 1)2 a ambos os lados da 
igualdade de P(n), obtêm-se:

desenvolvendo a segunda parte da igualdade tem-se:

que mostra que P(n+1) também verdadeira.
Vale destacar que:

O Quadro 5 contém a saída da implementação para a função anterior.
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f(n) = ((1n)(2n-1)(2n+1))/(3)
f(n+1) = (((1)(1n+1))((2)(1n+1)-1)((2)(1n+1)+1))/(3)
pn = (2n+1)(2n+1)/(1)
Após o mínimo múltiplo comum:
pn = (3)(2n+1)(2n+1)/(3)
f(n) = ((1)(1n)(2n-1)(2n+1))/(3)
f(n) + p(n+1) = f(n+1):
((1)(1n)(2n-1)(2n+1))/(3)+(3)(2n+1)(2n+1)/(3) = (((1)(1n+1))((2)(1n+1)-1)((2)(1n+1)+1))/(3)
distributiva: (((1)(1n+1))((2)(1n+1)-1)((2)(1n+1)+1))/(3)
((1n+1)((2)(1n+1)-1)((2)(1n+1)+1))/(3)
((1n+1)(2n+2-1)(2n+2+1))/(3)
((2nn+3n+1)(2n+2+1))/(3)
(4nnn+11n+12nn+3)/(3)
f(n+1) = (4nnn+11n+12nn+3)/(3) 

distributiva: ((1)(1n)(2n-1)(2n+1))/(3)
((1n)(2n-1)(2n+1))/(3)
((2nn-1n)(2n+1))/(3)
(4nnn-1n+0nn)/(3)
distributiva: (3)(2n+1)(2n+1)/(3)
(6n+3)(2n+1)/(3)
(12nn+12n+3)/(3)
f(n) = (4nnn-1n+0nn)/(3)
pn = (12nn+12n+3)/(3)
f(n) + pn = (4nnn+11n+12nn+3)/(3)

Quadro 5. Resultados da soma dos ímpares quadrados 

4.3 Comentários gerais
Como verificou-se, por meio dos resultados obtidos, o algoritmo proposto conseguiu 

obter a equivalência entre algumas funções que trabalham com números naturais, cumprindo 
assim o objetivo deste projeto. Porém, ressalta-se que este esteve limitado a funções de 
baixa complexidade, ou seja, funções com sequências simples. 

Com relação aos resultados vale ressaltar que apenas os obtidos na soma das n frações 
foram destoantes dos demais, porém matematicamente a equivalência foi comprovada. 

5 |  CONCLUSÕES E TRABALHOS FUTUROS 
Neste trabalho foi estudado como automatizar a equivalência entre funções com 

números naturais, a fim de explicar processos de preservação do significado do código na 
etapa de otimização. Como contribuição, foi proposto um algoritmo com a possibilidade 
otimizar funções recorrentes, fazendo uso das operações básicas da matemática elementar 
(associativa, distributiva, comutativa, soma, dentre outras), já as equivalências entre 
funções foram provada por meio da indução matemática.

Considerando que para algumas funções não é trivial encontrar a sequência 
de operações matemáticas, que resultem numa igualdade com outra função, os testes 
executados ficaram restritos às funções contidas neste artigo. 
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A grande dificuldade deste estudo foi a análise e manipulação de expoentes e 
somatórios complexos, isto devido à complexidade da analise léxica e semântica, por isso 
foram implementados métodos limitados à funções relativamente simples.

Para trabalhos futuros pode ser estudado como implementar a técnica de Gauss na 
fase de otimização de código, no processo de compilação, a fim de transformar funções 
recorrentes em funções fechadas. Funções recorrentes possuem complexidade em função 
de n, enquanto que funções fechadas possuem complexidade constante, que considera-se 
um ganho em desempenho computacional significativo.
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