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RESUMO: O estudo de estabilidade de solugoes
para sistemas ligados por cabos (tether systems)
sao considerados neste trabalho, assumindo as
seguintes suposicdes: dois corpos conectados
por cabos de tamanho ajustavel, com massas
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diferentes, em uma orbita Kepleriana em um
campo de forga central. Nosso objetivo foi a
analise as solugbes de equilibrio de estruturas
espaciais ligados por cabo (tether) utilizando leis
de controle para o tamanho do cabo. As solugbes
s&o encontradas assuimindo leis de controles em
funcdo da variavel independente excentricidade
(e) e anomalia verdadeira (v) que descrevem a
dindmica orbital do sistema. A Teoria de Floquet
foi utilizada para analisar as solu¢des continuas e
periddicas na matriz de monodromia do sistema
e as leis de controle foram encontradas com as
regidbes que contém solugdes de estabilidade
para Orbitas periddicas para a excentricidade e
anomalia verdadeira.

PALAVRAS-CHAVE: Sistemas Ligados por
Cabos; Detritos Espaciais; Estabilidade; Controle.

STABILITY ANALYSIS USING THE
FLOQUET THEORY IN TETHERS
SYSTEMS

ABSTRACT: The study of stability of the solution
for tether systems were considered in this work,
with the following assumptions: two bodies
connected by cables of adjustable size, with
different masses, in a Keplerian orbit in central
force field. Our goal is analyzing equilibrium
solutions of the tether using a control law for the
cable size. The solutions are found assuming a
control law in function of independent variables
eccentricity (€) and true anomaly (v) that describe
the orbital dynamic of the problem. The Floquet
theory was used to analyze the continuous and
periodic solutions in the monodromy matrix of the
system, and control laws were found with stability
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solutions for periodic orbits for eccentricity and true anomaly.
KEYWORDS: Space Tethers; Space Debris; Stability; Control.

11 INTRODUGAO

Tether systems sdo sistemas formados por objetos rigidos ligados entre si por cabos
flexiveis e de elevado comprimento, conhecidos como tethers. Possuem grande potencial
para transporte de cargas ao espago sem o uso de propelentes. Entre suas diversas
aplicacbes em missdes espaciais podemos citar o conceito de elevador espacial e a criacédo
de gravidade artificial.

Em 1895, foram descritos por Tsiolkovskii em “Day-Dreams of Earth and Haven”
a primeira estrutura espacial formada por sistemas de Tethers (Sistemas conectados por
cabos) que ficou registrado nos anais da histéria (BELETSKY; LEVIN, 1993), que descrevem
a criacdo de uma gravidade artificial gerada por um sistemas de Tethers em rotacéo de
uma estacéo espacial. A missdo Gemini XI demonstrou na pratica o conceito de geragéo
de gravidade artificial por sistemas ligados por cabos (tethers systems). Aprimorado por
(CHOBOTOV; MAINS, 1999), onde a primeira tarefa era conectar um cabo de cerca de 30
m entre as espacgonaves Gemini e Agena e colocar o sistema em uma rotagéo lenta para
produzir uma gravidade artificial, procedimento repetido com sucesso alguns anos depois
com o projeto Gemini XII.

O problema de Space Tether Systems foi estudado em varios artigos publicados,
Beletsky e Levin (BELETSKY; LEVIN, 1993), comecam definindo o cenario para cabos no
espaco, resumindo as possiveis aplicagdes e também discutindo fatos e ficgdo, analisando
claramente os principais parametros e aplicagbes para sistemas de cabos (TS), como a
densidade do material, as forgas efetivas, dindmica orbital, modelos mecénicos, atitude
e possiveis perturbagbes para os cabos flexiveis levando em consideracdo suas massas,
desconsiderando as massas e possiveis variagbes massivas. Durante a década, Person
(PEARSON, 1979) passou a considerar aplicagdes dessas formulagbes em satélites lunares
para transporte e comunicagcédo de dados, usando o conceito de elevadores espaciais, a
dinamica de trés corpos, usando os pontos Lagrangianos L, e L, para explorar a estabilidade.
Aideia de um elevador espacial como uma forma conveniente e de baixo custo de acessar
o0 espacgo foi formulado em 1960 pelo russo Yuri Artsutanov (ARTSUTANOV, 1969) no
trabalho “Into the Cosmos without Rockets” onde analisou as possibilidades de criagdo de
um elevador espacial conectando a terra a uma érbita de cerca de 36000 km. Os requisitos
minimos para um elevador espacial &€ obviamente um cabo forte o suficiente para suportar
seu proprio peso quando pendurado em uma Orbita geoestacionaria.

Aslanov em um de seus artigos realiza um estudo da dinamica de um tether
apds a ruptura de um elevador espacial devido a uma colisdo com um fragmento no

espaco (ASLANOV et al., 2013). Foi considerado que a ruptura se deu em uma oOrbita

Conhecimentos pedagogicos e conteudos disciplinares das ciéncias exatas e da terra 2 Capitulo 2 _



geoestacionaria, levando em conta a agdo de forcas de origens gravitacionais, inerciais
e aerodindmicas. Foi descoberto que alguns fragmentos chegaram até a superficie
terrestre com uma velocidade consideravel. Em um outro artigo, Aslanov (ASLANOV;
MISRA; YUDINTSEV, 2017), aborda um movimento caético de um sistema formado por
um rebocador (tug-debris) de baixo empuxo, causado pelos efeitos da excentricidade da
orbita e o valor do empuxo exercido. Considerou-se o sistema como duas massas pontuais
conectadas por um tether de massa desprezavel. Obteve-se uma equacgao geral para o
movimento, a fim de analisar os efeitos causados pela excentricidade e pela perturbacao
gerada por um movimento fora do plano de referéncia.

Bainum and Kumar (BAINUM; KUMAR, 1980), pesquisou leis de controle alternativas
com base em aplica¢des do regulador linear (LR), analisando as condi¢cdes necessarias e
suficientes para a estabilidade do movimento do sistema (linear) nas proximidades de sua
localizagdao nominal e pontos de equilibrio. Misra and Amier (MISRA; AMIER; MODI, 1988)
discutem as possibilidades de configuracao de equilibrio do TS utilizando um péndulo duplo
dentro de um plano orbital, fixando dois casos: cabo de comprimento fixo e comprimento
variavel, também foram analisadas a resposta dindmica do sistema no problema de
trés corpos. Kalantzis (KALANTZIS et al., 1998) analisou o comportamento dos cabos
verificando em trés dimensbes 0 movimento de atitude, usando a formulagéo Lagrangiana
para as equagdes de movimento e implementou dois controladores independentes: controle
de atitude e de vibracao.

Um controle de atitude de satélites foi desenvolvido utilizando um controle em
“feedback linearization technique (FLT)” com atuadores. Misra (MISRA, 2008) evidenciou
a dinamica e o controle de satélites ligados por cabos (Tethers) de dois corpos e n-corpos,
enfocando os efeitos das forgas aerodindmicas e eletrodindmicas na estabilidade de um
satélite conectado.

Chobotov and Main (CHOBOTOV; MAINS, 1999) analisaram a probabilidade
de colisdo com objetos residentes no espaco (Space Debris), detritos naturais (micro
meteoroides) e objetos humanos (estagios de foguetes, satélites antigos, fragmentos
de desintegracédo, erosdo e colisdes) que orbitam a Terra. Investigaram a probabilidade
de impacto com particulas de 0,1 mm ou mais, e obteve resultados que mostram que a
probabilidade é alta para objetos maiores que 10 cm de diametro.

Burov et al. (BUROV; KOSENKO, 2007; BUROV; PASCAL; SLEPANOQV, 2000)
mostram o movimento de fehers considerando oscilagdes de halteres, corpos no campo
de forga central incluindo vibragdes, mostrando solugbes de estabilidade para angulos na
dinamica caética em o6rbita eliptica. Burov et al. (BUROV et al., 2018; BUROV; TROGER,
2000; BUROV; KONONOV; GUERMAN, 2011) analisam o problema em outro aspecto do
péndulo ancorado na lua, considerando as rota¢des uniformes de um sistema amarrado de
dois corpos em movimento plano e o controle do comprimento da corda, também visto em
(FERREIRA, 2015b), e um sistema tethered na lua com comprimento de tether variavel em
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problema um restrito de trés corpos. Em diversos estudos (FERREIRA et al., 2018a, 2019;
MOIA; SANTOS; FORMIGA, 2019), foram sugeridos métodos de controle da configuragao
geométrica para Tethers Systems incluindo o estudo em nanosatélites.

Jin e Hu (JIN; HU, 2006) usou a teoria de controle 6timo para resolver o problema,
com uma combinacéo de quase-linearizagao e séries Chebyshev truncada, um método util
para resolver o problema de controle 6timo nao linear restrito do sistema de subsatélite
tethered com trés graus de liberdade.

Um review sobre o tema foi elaborado por (CARTMELL; MCKENZIE, 2008) e
analisou detalhadamente as referéncias sobre o tema, considerando a propulséo e a carga
util no espaco. Nesta revisédo, dois campos importantes da literatura foram classificados
e enfatizados: troca de momento e cabos eletrodindmicos, e mostrando as principais
configuragdes, desenvolvimentos e tecnologias empregadas nas missdes atuais.

Outras aplicacbes de sistemas que utilizam tethers (BIRKHOFF, 1927) (BIRKHOFF,
1927) sdo visualizadas nestes trabalhos, dando énfase a sistemas de penetragéo no corpo,
que consiste em lancar uma espagonave e durante uma manobra gravitacionalmente
assistida de rendezvous em um cometa ou asteroide, é langado um cabo e ele é fixado no
respectivo corpo penetrando a superficie, com objetivo de coletar amostras da superficie
do corpo ou realizar um swingby no mesmo (FERREIRA et al., 2017, 2018d; FERREIRA;
PRADO; WINTER, 2018), manobras que estédo sendo realizadas pelas agéncias espaciais,
que € o caso da missdo OSIRIS-REX que coletou amostras no asteroide Bennu em 2020.

Ferreira (FERREIRA et al., 2018b) realiza um estudo da dindmica de um sistema
composto por um asteroide duplo onde sera ancorado um tether em um dos corpos.
Com a finalidade de se obter os pontos de equilibrio e analisar a estabilidade do sistema,
foi necessario conhecer o formato, dimensdes e a distribuicdo de massa do asteroide.
Inicialmente os corpos foram tratados como esferas e obteve-se um resultado parcial,
em seguida adicionou-se irregularidades nos corpos tornando o formato mais realista.
Foram analisados os asteroides Ostro e Atiope, ambos séo asteroides duplos e sincronos.
Obteve-se que para os asteroides irregulares em que o ponto de ancoragem estava no
plano formado pelos corpos priméarios ndo foram encontradas solugdes fora deste plano.
Em um outro trabalho, Ferreira (FERREIRA et al., 2018c) aborda um “portal de captura”
capaz de alterar o movimento de um veiculo espacial, realizando uma manobra “estilingue”
sem gasto de combustivel . Esta manobra consiste em um tether fixo na superficie de um
corpo enquanto a outra extremidade possui uma rede, que sera utilizada pelo veiculo para
executa-la, e pode ser utilizada para captura ou escape em relagéo ao corpo principal.

Santos (SANTOS et al., 2015) analisou as condigbes de equilibrio para um sistema
formado por um halter, composto por duas massas pontuais conectadas por um cabo de
massa desprezavel e de comprimento variavel. A 6rbita eliptica planar € descrita a partir
do centro de massa do sistema e as equacdes de movimento foram obtidas através da
formulagéo Lagrangiana considerando as energias cinéticas e potenciais do sistema. Foram
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obtidas leis de controle para o angulo de rotacéo ao redor do centro de massa e utilizou-
se da teoria de Floquet para adquirir as condicbes de estabilidade. Santos (SANTOS;
FERREIRA, 2015) aborda o sistema composto por um haltere, desta vez considerando
o0 movimento tridimensional fora do plano de referéncia. Foram analisados dois casos, o
primeiro para o comprimento do tether dependente da excentricidade, anomalia verdadeira
e de seu comprimento inicial.

21 MODELO INICIAL E FORMULAGAO MATEMATICA

Cabos sédo parte integrante de vérios sistemas de engenharia, e.g guindastes
de cabo, teleféricos e unidades industriais. Seu peso leve tem vantagens Obvias para a
transmissao das forcas do atuador. A geometria do problema envolve conectar corpos por
cabos em um ambiente de campo de forga central (kepleriano), sob a agédo das forgas dos
primarios.

A principio iremos considerar o movimento de um halteres conectado por cabos
em um campo de forga central newtoniano em movimento kepleriano planar com 2 pontos
de massa desprezaveis m, e m, (Figura 1), em érbita eliptica em torno do primério e néo
sujeito a forgcas externas, além da forca gravitacional.

Figura 1 - Sistema de tethers formado por 1 halteres.
sem massa, pode-se negligenciar a orientacdo do sistema e, portanto, negligenciar

as variagcOes sobre o centro de massa. Esta formulagdo permite que o movimento seja

descrito por um sistema kepleriano de movimento.
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com p como parametro focal, e excentricidade, n anomalia verdadeira. As
coordenadas do sistema sao:

Onde, x, e y,séo os vetores componentes da posi¢éo do centro de massa; (TO'); X e
y, séo as coordenadas da posigéo dos pontos massivos /, (71').

A energia potencial do sistema pode ser obtida com a seguinte expressao:

Onde: n representa o nimero de pontos de massas do sistema; m, representa a
massa do ponto; (T) a distancia do ponto do ponto de massa ao centro da Terra; u =GM;
G constante universal gravitacional; M massa do primario, neste caso a Terra, temos a
energia potencial para os 2 corpos,

Seréo introduzidas 2 novas variaveis p e m, para uma simplificagéo:

Aplicando-os a equagéo temos:

O resultado da Eqg. 8 pode ser simplificado, introduzindo uma variavel , e
assumindo que A<<1, i.e., 0 comprimento do tether € muito menos que o parametro focal p.
Utilizando uma expansdo em série de Taylor de 2% ordem para o potencial obtemos,
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e desprezando os erros de aproximagao.
A energia cinética do sistema pode ser obtida pela seguinte equacéo,

As Equacdes diferenciais ordinarias de segunda ordem, que descrevem o movimento
de sistemas mecéanicos sob a agéo de forcas aplicadas, onde L =T - V. Para a anélise a
seguir, as coordenadas generalizadas séo ¢ e 1 e o sistema esta apenas sob o gradiente
de gravidade e o sistema é conservativo. Duas equac¢des podem ser obtidas com base
nessas coordenadas:

Se o sistema for resolvido e for possivel, pode-se perceber que a corda vai crescer,
atingindo valores fisicamente impossiveis, quaisquer que sejam as condi¢des iniciais.
Definindo @ e 1 permite controlar o sistema, neste caso foi escolhido definir ¢ e obter
consecutivamente o comportamento 1. O resultado da referida equacgéo é:

Todas essas variaveis estdo relacionadas ao tempo. Para uma formulagdo mais
vantajosa, considere uma relagéo atemporal, baseada apenas em posicbes gerais e dada
pela nova anomalia verdadeira como variavel independente v, denotando a respectiva
derivada pela equacgéo de Stroke (SANTOS; FERREIRA, 2015), com

A equacdo do movimento do sistema espacial pode ser escrita como,

31 CONDICOES DE ESTABILIDADE DO SISTEMA DINAMICO - TEORIA DE
FLOQUET

Para analisar as condi¢des de estabilidade das solu¢des da Equagéo 14, sendo uma
Equacéo diferencial ordinaria ndo linear, é possivel verificar a estabilidade analisando o
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comportamento do sistema em torno de pequenas oscilagées. A solucéo das equagdes de
variacao apds um periodo T da 6rbita periédica, com a condic¢éo inicial é a matriz identidade
() é conhecida como Matriz de Monodromia (A).

Sugerindo uma lei de controle alternativa para o sistema de movimento, suponha a
seguinte relagcéo para o desempenho do cabo,

Considerando, ¢=wv + ¢, analisando a vizinhanga em torno do ponto, ¢,=0, obtém-
se:

Substituindo a Equacdo ¢@=wv+d¢@ em relagdo a anomalia verdadeira n(v) com
variavel independente,

Esta é a equacédo diferencial ndo linear do movimento perturbado (equacdo
da perturbacdo com pequenas variagdes). A equacdo linearizada é obtida através de
simplificacGes trigonométricas e a Equacgéo 17 sera reescrita da seguinte forma,

A matriz é obtida pela integragdo numérica de um periodo da érbita (2m) da equagéo
da variagdo (Equagédo 18). Um bom refinamento numérico do fechamento da 6rbita é
essencial para obter uma matriz de monodromia (A) precisa, a matriz de monodromia é
obtida para analisar a estabilidade em relagdo a pequenas perturbagdes (d¢) do angulo de
orientacéo ¢.

A Equacgédo 18 € a equacgao das variacbes e é possivel analisar sua estabilidade
usando a teoria de Floquet, pois essa equacdo é uma equagédo diferencial linearizada
de segunda ordem com coeficientes periédicos. A equacdo linearizada restringe esta
andlise a pequenas variagdes de @. Aplicando a teoria de Floquet, encontra-se a matriz de
monodromia para este sistema.

A matriz de monodromia de estabilidade (A) tem algumas propriedades importantes,
que séo: det(A)=1; {A\,=\;\,=\"} Autovalores da matriz; Tr(A)=2+3 A.
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W e ® e

-4 | [0,0.2956] U [0.9063,0.9334] | 0 [0, 0.9999]
-3.75 [0.7821, 0.8333] 0.25 No Solutions found
-3.5 | [0,0.0966] U [0.6824, 0.7690] | 0.5 No Solutions found
-3.25 [0.6328, 0.7542] 0.75 [0.0177, 0.0325]

-3 [0, 0.7895] 1 [0.8789, 0.8805]
-2.75 [0, 0.6370] 1.25 No Solutions found
25 [0, 0.4906] 1.5 [0.0, 0.1338]
-2.25 [0, 0.1935] 1.75 [0.0, 0.2684]

-2 [0, 0.5453] 2 [0, 0.5539] U [0.9778, 0.9789]
-1.75 No Solutions found 2.25 [0, 0.5820]

-1.5 No Solutions found 2.5 [0, 0.6451]
-1.25 No Solutions found 2.75 [0.6426, 0.7665]

-1 - 3 [0, 0.0989] U [0.9666, 0.9859]
-0.75 No Solutions found 3.25 [0, 0.0890] U [0.7768, 0.8296]
0.5 0 35 [0, 0.2961] U [0.7656, 0.8173]
-0.25 [0.4521, 0.9999] 3.75 [0, 0.3412] U [0.8506, 0.8792]

0 [0, 0.9999] 4 [0, 0.4207]

Tabela 1 — Intervalo que contém as solugdes estaveis da matriz de Monodromia em funcéo da
excentricidade da 6rbita do tether em fungéo da anomalia verdadeira da 6rbita, séo visualizadas as
condigcOes de estabilidade para w onde os valores positivos correspondem a rotacdes diretas (direcéo
do movimento orbital).

O indicador de estabilidade é dado pela estabilidade correspondente ao Trago da
Matriz de Monodromia (Tr(A)) entre 0 e 2 (0<2 - | Tr(A)\leq 2), onde Tr(A) significa trago
da matriz A. Os valores positivos entre os limites descritos correspondem a estabilidade
da solugao (aproximagao linear), os valores negativos correspondem a instabilidade e os
valores zero correspondem aos casos criticos.

Figura 2 - Regido de Estabilidade para w = Figura 3 - Regido de Estabilidade para w=
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As regides de estabilidade com solug¢des foram simulados com espagamento (passo)
para w incrementado de 0.25 e w € [-4,4]. As rota¢des uniformes com alguns valores para
0 w sdo mostrados na Figuras 2 - 5 e mostram o comportamento do sistema. Quando w=-1

néo tem solugdes e w=1 tem um pequeno range estavel, como mostrado na Tabela 1.

Figura 5 - Regido de Estabilidade para w={-4;

Figura 4 - Regido de Estabilidade para w={2;3,4} 3; -2}

41 CONCLUSAO

As rotagbes uniformes de um halteres sédo consideradas no presente estudo, bem
como a analise de estabilidade e as leis de controle viaveis. As simulagbes computacionais
mostraram que em alguns casos é possivel obter solu¢gdes em forma analitica e formas
fechadas e em outros casos apenas solugbes numéricas para o controle do sistema de
tethers.

O resultado mostrou que pequenas perturbagbes ndo afetam o comportamento do
sistema e foram encontradas regibes de estabilidade para vérios valores de excentricidade
para orbitas elipticas no caso de rotagdes uniformes.
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