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APRESENTACAO

A Pandemia do novo coronavirus pegou todos de surpresa. De repente, ainda no
inicio de 2020, tivemos que mudar as nossas rotinas de vida e profissional e nos adaptar a
um “novo normal’, onde o distanciamento social foi posto enquanto a principal medida para
barrar o contagio da doenga. As escolas e universidades, por exemplo, na mao do que era
posto pelas autoridades de saude, precisaram repensar as suas atividades.

Da lida diaria, no que tange as questdes educacionais, e das dificuldades de
inclusdo de todos nesse “novo normal”, € que contexto pandémico comecga a escancarar
um cenario de destrato que ja existia antes mesmo da pandemia. Esse periodo pandémico
s6 desvelou, por exemplo, o quanto a Educagédo no Brasil acaba, muitas vezes, sendo uma
reprodutora de Desigualdades.

O contexto social, politico e cultural, como evidenciaram Silva, Nery e Nogueira
(2020), tem demandado questbes muito particulares para a escola e, sobretudo, para
a formagéo, trabalho e pratica docente. Isso, de certa forma, tem levado os gestores
educacionais a olharem para os cursos de licenciatura e para a Educagédo Béasica com
outros olhos. A sociedade mudou, nesse cenario de inclusédo, tecnologia e de um “novo
normal”; com isso, € importante olhar mais atentamente para os espacgos formativos, em
um movimento dialoégico e pendular de (re)pensar as diversas formas de se fazer ciéncias
no pais. A pesquisa, nesse interim, tem se constituido como um importante lugar de ampliar
o olhar acerca das inUmeras problematicas, sobretudo no que tange ao conhecimento
matematico (SILVA; OLIVEIRA, 2020).

E nessa sociedade complexa e plural que a Matematica subsidia as bases do
raciocinio e as ferramentas para se trabalhar em outras areas; é percebida enquanto parte
de um movimento de constru¢do humana e histérica e constitui-se importante e auxiliar
na compreensao das diversas situagdes que nos cerca e das inumeras probleméaticas que
se desencadeiam diuturnamente. E importante refletir sobre tudo isso e entender como
acontece o ensino desta ciéncia e 0 movimento humanistico possibilitado pelo seu trabalho.

Ensinar Matematica vai muito além de aplicar formulas e regras. Existe uma dindmica
em sua construcdo que precisa ser percebida. Importante, nos processos de ensino e
aprendizagem da Matematica, priorizar e ndo perder de vista o prazer da descoberta, algo
peculiar e importante no processo de matematizar. Isso, a que nos referimos anteriormente,
configura-se como um dos principais desafios do educador matematico, como assevera
D’Ambrésio (1993), e sobre isso, de uma forma muito particular, abordaremos nesta obra.

E neste sentido, que o livio “Pesquisas de Vanguarda em Matemdtica e suas
Aplicacbes” nasceu: como forma de permitir que as diferentes experiéncias do professor
pesquisador que ensina Matematica e do pesquisador em Matematica aplicada sejam

apresentadas e constituam-se enquanto canal de formacéo para educadores da Educacéo



Bésica e outros sujeitos. Reunimos aqui trabalhos de pesquisa e relatos de experiéncias
de diferentes préaticas que surgiram no interior da universidade e escola, por estudantes e
professores pesquisadores de diferentes instituicdes do pais.

Esperamos que esta obra, da forma como a organizamos, desperte nos leitores
provocacgoes, inquietacdes, reflexdes e o (re)pensar da propria pratica docente, para
quem ja é docente, e das trajetérias de suas formagdes iniciais para quem encontra-se
matriculado em algum curso de licenciatura. Que, ap0s esta leitura, possamos olhar para a
sala de aula e para o ensino de Matematica com outros olhos, contribuindo de forma mais
significativa com todo o processo educativo. Desejamos, portanto, uma étima leitura.

Américo Junior Nunes da Silva
André Ricardo Lucas Vieira
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RESUMO: Neste artigo, provamos que se uma
variedade Riemanniana satisfaz a condi¢do
de duplicacdo de volume e a desigualdade de
Caffarelli — Kohn — Nirenberg com o mesmo
expoente, entdo a variedade tem um crescimento
de volume exatamente n-dimensional. Como
aplicacdo, obtemos propriedades geométricas
e topologicas de variedades Riemannianas que
suportam uma desigualdade de Caffarelli — Kohn
— Nirenberg.

PALAVRAS-CHAVE: Desigualdade de Caffarelli-
Kohn-Nirenberg (CKN), desigualdade do tipo
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Hardy, desigualdade de Soboley,
variedades Riemannianas.

rigidez,

CAFFARELLI-KOHN-NIRENBERG
INEQUALITIES ON RIEMANNIAN
MANIFOLDS

ABSTRACT: We prove that if a Riemannian
manifold satisfies the volume doubling condition
and the Caffarelli-Kohn—Nirenberg inequality
with the same exponent, then it has exactly
n-dimensional volume growth. As application, we
obtain geometric and topological properties of
Riemannian manifolds which support a Caffarelli—
Kohn—Nirenberg inequality.

KEYWORDS: Caffarelli-Kohn-Nirenberg (CKN)
inequality, Hardy type inequality, Sobolev
inequality, rigidity, Riemannian manifolds.

INTRODUCAO

O século XX iniciou-se com grandes
avangos na area de andlise matematica, em
especial na teoria de Equagbes Diferenciais
Parciais (EDP). Em meados da década de 30,
Sergei Sobolev, um matematico russo, iniciou 0s
estudos de solugdes fracas para as equacdes
hiperbdlicas e a minimizagdo de certas
integrais variacionais do principio de Dirichlet.
Durante esse periodo, como ferramenta para
resolver tais problemas, Sobolev introduziu
0 que conhecemos atualmente como espago
de Sobolev, o qual denotamos por D'P(R").
Diante desse cenario, as ideias de Sobolev

se expandiram rapidamente por conta dos
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inUmeros modelos procedentes da fisica, quimica e das engenharias que poderiam ser
investigadas através de Equagdes Diferencias Parciais.

No estudo desse novo objeto D'?(R"), assim como qualquer outro conceito
importante da matematica, surge o interesse por entender e descrever suas propriedades.
Dessa forma, Sobolev em 1936 provou o seguinte resultado.

Teorema 1. Seja um pardmetro pe[1,n) e p*= entédo

Em outras palavras, o espaco de Sobolev pode ser incluido de maneira continua nos

espacos de Lebesgue. Equivalentemente, a expresséo (1) acima pode ser reescrita como

A desigualdade (2) é conhecida como desigualdade de Sobolev. A importancia da
desigualdade (2) reside no fato que, por ela é possivel extrair certas propriedades para
solugdes fracas no espago LP(R"), de fundamental importancia na resolugdo de equagbes
diferenciais parciais, além de permitir extrair certas informacgdes sobre a fungéo u por meio
de sua derivada.

Como ficou claro depois de um tempo, certos modelos importantes ligados a
problemas fisicos, quimicos e das engenharias que envolviam equacdes diferenciais
parciais mais gerais, necessitavam de desigualdades mais gerais que as obtidas por
Sobolev. Nesse sentido, Emilio Gagliardo [6] e Louis Nirenberg [11] obtiveram de maneira
independente a seguinte extenséo para desigualdade de Sobolev.

Teorema 2. Segjampe (1, n),s<r=q= e 6¢[0,1] entao

Como podemos observar, as desigualdades (2) e (3) apresentam afinidade com
0 espaco Euclidiano R", visto que elas sdo satisfeitas nesse espaco. Observando essa
peculiaridade Ledoux [10] e Xia [15] iniciaram o estudo das variedades Riemannianas que
suportam a desigualdade de Sobolev e Gagliardo-Nirenberg, respectivamente. Os autores
provaram que as variedades com curvatura de Ricci ndo negativa que suportam tais
desigualdades, sédo muito proximas do espaco Euclidiano. Mais precisamente, considere

as constantes oOtimas para as desigualdades (3) e (2), respectivamente, onde

, entdo toda variedade Riemanniana com curvatura de Ricci ndo

negativa que suporta (2), ou entéo (3), com constante C préxima da constante 6tima definida
acima, € difeomorfa ao espaco Euclidiano R™; e no caso em que C € igual a constante 6tima
temos que a variedade é isométrica a R”, ou seja, do ponto de vista de distancia, tem o
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mesmo comportamento que o espaco Euclidiano.
Dentre as familias mais gerais de desigualdades, Caffarelli, Kohn e Nirenberg (CKN)
provam que, sob um regime de parametros n, p, q, r, o, B, o e a (veja Teorema 3), existe

uma constante tal que

Como podemos observar, essa desigualdade generaliza as desigualdades de
Sobolev e Gagliardo-Nirenberg.

Seja R” o espago Euclidiano, denote por dx o elemento de volume associado a
métrica candnica e considere C,”(R") o espago das fungdes suaves no espago Euclidiano
com suporte compacto.

Dentre as familias mais gerais de desigualdades, Caffarelli, Kohn e Nirenberg
provam que

Teorema 3. Sejam n=2, p, q, r, o, B, g, a constantes fixadas satisfazendo:

onde

com

Entdo existe uma constante positiva C tal que para qualquer fungdo u e C;*(R")

tem-se

Denotamos por Cap,(IR") a constante 6tima para a desigualdade de Caffarelli-Kohn-
Nirenberg (CKN) acima, ou seja,

E associado a constante 6tima, podemos definir o conceito de fungéo 6tima, a qual
satisfaz a igualdade de CKN com C=C_, (R").

Recentemente, os autores em [9] consideraram a seguinte mudancga na desigualdade
de Caffarelli-Kohn-Nirenberg
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e obtiveram o seguinte resultado.
Teorema 4. Sejam n =2, p, g, 1 constantes satisfazendo

juntamente com constantes r, 6, s, a dadas por

Entdo com d = np - q (n-p) tem-se

Onde

E as fungbes otimas séo da forma

Os teoremas acima nos revelam que o espago Euclidiano € um ambiente privilegiado,
visto que suporta a desigualdade de Caffarelli-Kohn-Nirenberg, isso se torna interessante,
pois, tal desigualdade desempenha fundamental importancia na teoria da resolucéo de
equacgdes diferenciais parciais elipticas, principalmente em problemas variacionais e
regularidade de solugbes. Dessa forma, o espaco Euclidiano se torna importante para
estudos de tais problemas.

Por outro lado, quando trazemos a desigualdade de CKN para o ramo da geometria
diferencial, uma pergunta pertinente é a seguinte:

Questao. Como é a estrutura dos espagos que suportam a desigualdade de CKN?

Visando responder essa questdo, em [1, 2, 5, 7, 10, 13, 14, 15] os autores
consideram o estudo das variedades Riemannianas com curvatura de Ricci ndo negativa
que satisfazem alguma das classes particulares de CKN. Em particular, em [1, 2, 5, 10,
13, 14, 15] os autores utilizam resultados de comparacao de volume e obtém que tais
espacos satisfazem exatamente o crescimento de volume n-dimensional, isto é, existe uma
constante universal C >0 tal que
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Além disso, alguns resultados de rigidez séo obtidos, e entre outras coisas mostram
que as variedades Riemannianas com Ricci ndo negativo e que suportam classes de
desigualdades especificas, como: desigualdade de Sobolev, desigualdade de Gagliardo-
Nirenberg, desigualdade de Hardy, etc, com constante C sendo proximo da constante
6tima do caso Euclidiano para desigualdade correspondente, sdo difeomorfa ao espago
Euclidiano, e com constante Cigual a constante 6tima do caso Euclidiano temos a isometria
com o espacgo Euclidiano R".

No contexto dos espagos métricos, Kristaly e Ohta em [8], estudam os espagos
métricos com medida (X, d, m) que suportam a desigualdade de Caffarelli-Kohn-Nirenberg
sem termo de interpolacgéo (isto é, a=1)

com parametros

O obtém o seguinte resultado.

Teorema 5. Seja (X, d, m) um espago métrico proprio com medida n-dimensional e
assuma que para , e

a desigualdade de Caffarelli-Kohn-Nirenberg (4) ocorra em X, juntamente com as
seguintes condigées:

Entdo

Tais resultados nos motivaram a entender a geometria e a estrutura das variedades
Riemannianas que suportam a desigualdade de Caffarelli-Kohn-Nirenberg com termo de
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interpolacao

onde os parametros acima sdo dados pelo Teorema 3.

RESULTADOS PRINCIPAIS

No restante desse manuscrito, salvo mengdo em contrario, assumiremos 0s
parametros descritos no Teorema 3. Dito isso, nosso objetivo é estender o resultado
principal de Kristaly e Ohta em [8] para a classe de Caffarelli-Kohn-Nirenberg em variedades
Riemannianas com termo de interpolagéo, isso permitira entender o comportamento das
variedades que suportam tal classe mais geral de desigualdades. Como consequéncia,
apresentaremos teoremas de rigidez métrica e topoldgica em variedades Riemannianas.
Tais resultados fornecem boas pistas de como sdo os espacgos que suportam a desigualdade
CKN.

Nosso principal resultado pode ser enunciado na forma do seguinte teorema.

Teorema 6. Seja (M", gluma variedade Riemanniana completa ndo compacta com
curvatura de Ricci ndo negativa e assuma que para toda fungéo u e C,» (M) a desigualdade
de CKN ocorra. Entdo para todo R >0 temos

onde w,_ denota o volume da bola de raio unitario em R".

Um teorema devido a Cheeger e Colding [4] afirma que dado um inteiro n = 2,
existe uma constante &(n) > 0, tal que toda variedade Riemanniana (M", g) completa com
curvatura de Ricci ndo negativa satisfazendo

e difeomorfa ao espago Euclidiano R". Entdo combinando este resultado com o
Teorema 6, obtemos o0 seguinte resultado.

Corolario 1. Dado um inteiro n = 2, existe € (n) > 0, tal que toda variedade
Riemanniana completa ndo compacta (M", g) com curvatura de Ricci ndo negativa
satisfazendo a desigualdade de CKN com constante C = C_, (R")+ e(n) é difeomorfa ao
espaco Euclidiano R".

Pelo teorema de comparagéo de Bishop-Gromov [3, 12], temos que uma variedade
Riemanniana completa (M", g) com curvatura de Ricci ndo negativa satisfaz
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e a igualdade ocorre se, e somente se, a bola B,(0) é isométrica a bola Euclidiana
de raio R. Assim, em decorréncia do Teorema 6, temos o seguinte corolario.

Corolario 2. Seja (M", g) uma variedade Riemanniana completa ndo compacta com
curvatura de Ricci ndo negativa e assuma que para toda fungdo a desigualdade de CKN
ocorracom C = C,, (R"). Entdo M é isométrica ao espago Euclidiano R".
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