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APRESENTACAO
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com a Sociedade”, em seu primeiro volume, apresenta 22 capitulos que abordam pesquisas
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surgem mundo afora, trazendo pesquisas relacionados a COVID, controle de seguranga,
saneamento basico, sismologia, interacdes socioespaciais, purificacdo de biogéas, andlise
de vigas compésitas, pressdo em estruturas, entre outros.

Desta forma, esta obra se mostra potencialmente disponivel para contribuir com
discussbes e analises aprofundadas acerca de assuntos atuais e relevantes, servindo
como base referencial para futuras investigagbes relacionadas as engenharias em suas
mais diversas instancias.

Deixo, aos autores dos capitulos, um agradecimento especial, e aos futuros leitores,
anseio que esta obra sirva como fonte inspiradora e reflexiva.

Esta obra é indicada para os mais diversos leitores, tendo em vista que foi produzida
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conceitos apresentados pelos mais diversos publicos, sendo indicada, em especial, aos
amantes da area de engenharia.

Carlos Augusto Zilli
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RESUMO: Avancos recentes na tecnologia dos
materiais compoésitos tém levado ao uso de
vigas, nas mais diversas composi¢cdes, como
componentes estruturais em varias aplicagoes de
engenharia devido as propriedades mecénicas
eficientes destes materiais. No entanto, os
efeitos de deformacgéo por cisalhamento tornam-
se mais pronunciados nestas estruturas devido
aos baixos modulos de cisalhamento transversal
em comparacdo com os modulos de tragcdo no
plano, quando sujeitas a cargas transversais.
O que justifica a necessidade de uma andlise
estrutural precisa para vigas compositas. Com as
limitacdes existentes na teoria classica de vigas,
principalmente nas delgadas, para representar
o comportamento conjunto da deflexdo por
flexdo e por cisalhamento, foi desenvolvida
uma formulagcéo analitica para vigas laminadas
ortotropicas por meio da aplicacdo do método
das fungbes de Green a viga de Timoshenko
com consideragdo da teoria da Camada Unica
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equivalente (ESL). O método se mostrou simples,
eficaz e com alta replicabilidade, sendo possivel
utilizar em problemas com carregamentos
mais complexos e compara-los com métodos
numeéricos, tal como o Método dos Elementos
Finitos.

PALAVRAS-CHAVE: Timoshenko, Vigas,
Laminados, Método das fungdes de Green.

ANALYSIS OF TIMOSHENKO LAMINATED
COMPOSITE BEAMS USING THE GREEN
METHOD

ABSTRACT: Recent advances in the technology
of composite materials have led to the use of
beams, in the most diverse compositions, as
structural components in various engineering
applications due to the efficient mechanical
properties of these materials. However, shear
deformation effects become more problematic
in these structures because of the low shear
modules compared to the tensile modulus in the
plane when subjected to transverse loads. That
fact justifies the need for a precise structural
analysis for composite beams. Once known to
the limitations existing in the classical theory of
beams (mainly in thin beams) to represent the
deflection behavior due to shear deformation, in
this work, an analytical formulation for orthotropic
laminated beams was developed using the Green
function method applied to Timoshenko beams
with consideration of the equivalent single layer
theory (ESL). The present method proved to
be simple, effective, and with high replicability,
using it in problems with more complex loads and
comparing them with numerical methods such as
the Finite Element Method.
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11 INTRODUGAO

Combinar propriedades de materiais para desenvolver para obter melhor desempenho
€ uma pratica comum ao longo da histoéria da humanidade. A antiga civilizagéo israelita
utilizava a mistura de palha picada com pedras para reforgar suas estruturas, os guerreiros
samurais japoneses eram conhecidos por suas espadas laminadas forjadas com o intuito
de ter propriedades cortantes desejaveis. Com o avanc¢o do conhecimento, outras areas se
beneficiaram desse conceito na modernidade, tais como a Engenharia Civil, Aeronautica,
Naval, Mecéanica e de Tecnologia. Um exemplo classico € o concreto armado e as diversas
fibras utilizadas em sua composicdo (VISON e SIERAKOWSKI, 2008).

Atualmente é essencial entender o funcionamento dos materiais compésitos, uma
vez, que estes sdo usados para otimizar diversas tecnologias presentes na producao
de caminhdes de alta resisténcia, em navios, em barcos, pontes (FIGURA 1), estradas,
equipamentos modernos da agricultura, hélices para energia eélica, instrumentos musicais,
asas de aeronaves e em vigas compoésitas laminadas, sendo este ultimo o foco principal
do presente trabalho.

Figura 1 — Esquema de ponte portatil implantavel (VISON e SIERAKOWSKI, 2008).

As vigas compositas laminadas sdo formadas por camadas de ao menos dois
materiais diferentes. Esta composi¢cdo tem o objetivo de unir propriedades de interesse,
tais como elevadas relagbes resisténcia-peso e rigidez-peso quando comparado com
vigas formadas por uUnico material. Dentre os compoésitos que tém grande facilidade de
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obter as elevadas relagbes citadas acima, pode-se mencionar as laminas reforcadas com
fibras (JONES, 1999). Estas laminas s&o importantes pois proporcionam maior controle da
distribuicdo dos esforgos, uma vez que apresentam maior resisténcia na diregédo das fibras
(VISON e SIERAKOWSKI, 2008).

Devido as vantagens proporcionadas pelos compésitos laminados, em particular
aplicados a estrutura de vigas, torna-se importante a precisdo na determinagdo dos
campos mecanicos, tais como deslocamento e forgas de interacdo entre camadas, quando
submetidas a flexdo. As principais teorias utilizadas para analisar vigas laminadas séo:
teoria da camada Unica equivalente (ESL — equivalente single layer), teoria layerwise (LW)
e a teoria zig-zag (ZZ). A ESL é uma teoria que condensa as propriedades do laminado
em uma Unica camada por meio da ponderagao dos materiais. Devido a particularidade da
ESL, tanto a teoria classica de viga, quanto as teorias com consideragcé@o de cisalhamento
de primeira ordem e de ordem superior podem ser aplicadas em conjunto com a ESL
(FARIA, 2006). Ja a teoria LW e ZZ consideram separadamente cada camada, no entanto,
diferenciam-se na consideragéo da hipétese de interacdo entre elas. Por estes fatos, LW e
ZZ séo teorias consideradas mais precisas quando comparadas com a ESL, por outro lado,
mais custosas computacionalmente. Por aliar baixo custo computacional e boa preciséo
global, no presente trabalho, é desenvolvida a formulag&o analitica, via fun¢des de Green,
para a teoria de vigas compoésitas laminadas pela abordagem ESL aplicada a teoria
cisalhante de primeira ordem, ou comumente conhecida, teoria de vigas de Timoshenko.

Este trabalho esta dividido como se segue: item 2 é apresentada as teorias de
vigas isotrépicas, de Camada Unica Equivalente e as fungbes de Green. No item 3 séo
apresentados os resultados e discussdes e por ultimos, no item 4, sdo realizados os
comentarios finais.

2| DESENVOLVIMENTO TEORICO

2.1 Teorias de vigas isotrépicas

Para analisar vigas isotropicas homogéneas, ou seja, que possuem um Unico
material com propriedades mecanicas iguais para todas as dire¢coes, pode-se utilizar varios
tipos de cinematicas e a escolha da mais apropriada depende de fatores presente em cada
problema, pois cada cinematica tem suas vantagens e desvantagens por considerarem ou
desconsiderarem alguns efeitos na flexao das vigas.

Por nivel de complexidade, a teoria mais simples é a elementar de vigas (TEV),
conhecida como teoria de Euler-Bernoulli, na sequéncia tem a adi¢cdo da considerag¢édo do
efeito de cisalhamento presente na teoria de deformagéo cisalhante de primeira ordem,
conhecida como teoria de Timoshenko. Evoluindo o nivel de complexidade, tem-se as teorias
que, adicionalmente ao efeito de cisalhamento, consideram tanto o efeito do empenamento
da sec¢do quanto a nulidade da tensao de cisalhamento nas bordas inferior e superior das
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vigas. Estas abordagens elaboradas s@o conhecidas como teoria de deformacéo cisalhante
de alta ordem ou teoria refinada para vigas.

Ateoria de viga mais antiga (século XVIlI) é a de Euler-Bernoulli que tem a vantagem
por ser simples e com alta precisédo para vigas que tém uma relagdo comprimento-altura
muito grande, ou seja, para vigas delgadas. No entanto, a deformagéo por cisalhamento
na flexdo é desconsiderada em Euler-Bernoulli. Por conta disso, em 1921, o engenheiro
Stephen Timoshenko incluiu o efeito cisalhante de maneira simples, considerando que a
tensdo de cisalhamento seja constante, e, por isso, apresenta imprecisao na interpretacéo
das tensOes e da deformacéo axial. Com o passar do tempo, surgiram outras teorias que
consideram essa tensédo de cisalhamento variavel, ou seja, de ordem superior (SAYYAD,
2011).

Segundo a teoria de Euller-Bernoulli, quando uma viga sofre deflexdo mantém as
secOes planas e perpendiculares a linha neutra. Ja para a analise das vigas de Timoshenko
a secOes apds deformada continuam planas, porém n&o s&o mais perpendiculares a linha
neutra, isso se deve ao fato de considerar tanto a rotagdo devido a flexao, ou seja, rotacao
equivalente a derivada primeira da deflexdo, quanto a rotagdo devido ao cisalhamento
(FIGURA 2).

Figura 2 — Viga de Timoshenko deformada (REDDY, 2006).

A partir dessas consideragdes, a cinematica de Timoshenko é escrita da seguinte
forma

Com w(x) sendo a deflexdo, ®(x) a rotagdo devido ao cisalhamento e za coordenada
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ao longo da altura da secéo.
A partir do campo de deslocamento € possivel escrever os campos de deformacgéo

e de tensédo apresentadas pelas equacdes 2 e 3, respectivamente.

2.2 Camada Unica Equivalente

Basicamente, como j& comentado na introdugcdo, a teoria da camada unica
equivalente faz um condensado dos materiais em uma unica camada. Por conta dessa
simplicidade, existe uma imprecisdo para vigas espessas e, além disso, ha falhas na
descricéo de tensdes e deslocamentos nas interfaces das camadas, mas apresentam boa
descricéo para a analise global da estrutura (REDDY e ROBBINS, 1994). A geometria e a

nomenclatura para as alturas das camadas de um laminado sdo apresentadas na figura 3.

B

_®

Figura 3 — Geometria e camadas de um laminado (SAYYAD E GHUGAL, 2017).
Diferentemente dos materiais isotrépicos, os materiais ortotropicos fibrosos tém

propriedades mecénicas diferentes nas trés dire¢cbes, alterando as relagdes constitutivas

conforme apresentado na equagéo 4 (Vinson, 2008).
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As relagbes constitutivas do conjunto de equagbes 4, considerando um sistema de
coordenadas tridimensional de eixos 1, 2 e 3, sdo descritas por Vinson (2008) de tal forma
que

Onde,

e v, sao os coeficientes de Poisson.
A partir das relagbes tenséo-deformacao determinada para cada camada, pode-se

escrever 0s esforgos pela equagéo:

A teoria de cisalhamento de primeira ordem requer um fator de correcdo (K) que
depende da geometria da se¢do. As integrais da equagédo 6 sdo dependentes da cinematica
adotada, o que proporciona para cada campo de deslocamento integrais distintas com
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ordem diferente em termos do parametro da altura z. Calculados esses esforcos para a
cinematica de Timoshenko, é possivel substituir os resultados nas equagdes governantes

para construir a fungédo ndcleo de Green, a ser visto na sequéncia.

2.3 Funcodes de Green

As funcbes de Green, na matematica, séo utilizadas para a resolugéo de equacdes
diferenciais ndo-homogéneas e sao definidas como uma transformada integral que objetiva
simplificar equacgdes de alta ordem em equagdes lineares dependentes de uma variavel. A
definicdo matematica dessas funcdes € (WATANABE, 2013)

onde f é uma funcdo qualquer bem definida, K € uma fungéo-nucleo utilizada
para representar um caso unitario e F é uma funcdo-imagem dependente da variavel
transformada. O uso de transformadas, como a de Laplace ou de Fourier, € muito comum
para a resolucéo de problemas da Engenharia. Para efeito deste estudo, foi utilizada a
transformada de Laplace para definir a fungéo ndcleo de Green.

A transformada de Laplace tem o objetivo de mapear uma equacédo diferencial
ndo-homogénea de quarta ordem em uma equacao linear dependente de uma variavel
s. Considerando uma fungéo f(f) qualquer que sera transformada e dependente de uma
variavel que nunca é menor do que zero, a definicAo mateméatica da transformada de

Laplace é (Sauter, Azevedo e Strauch, 2020)

Para representar os mais diversos carregamentos descontinuos aplicados a vigas,
faz-se necessario o uso das funcgdes delta de Dirac (3) e Heaviside (H) que se relacionam
conforme apresenta na equagéo 9 (Sauter, Azevedo e Strauch, 2020)

Seja uma viga composita laminada submetida a uma forga unitaria arbitraria aplicada
em um ponto &, de tal forma que tanto a se¢do analisada quanto a for¢ga concentrada variam
ao longo do comprimento (L) da viga, na direcéo do eixo x (ver Figura 4).
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Figura 4 — Viga em um estado unitario de descontinuidade (AUTORAL, 2019).
Com base no sistema de coordenadas da figura 4 e na cinematica de Timoshenko

(Equacéo 1), € aplicado o principio dos trabalhos virtuais para desenvolver as equagdes
que descrevem o problema (Equagéo 10).

Substituindo a equacgéo 4 nas integrais do conjunto de equacgdes 6 e, na sequéncia,
aplicando esse resultado na equacéo 10, tem-se

com,

Inicialmente o conjunto de equag¢des 11 € condensado de forma que relacione a
deflexdo apenas ao carregamento externo. Para isso, a terceira expressao, presente na
Equacédo 11.1, é derivada uma vez e substituida na segunda expresséo da equacédo de
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Eq. 11.1. Na sequéncia, o resultado é substituido na expressdo da segunda derivada da

equacgédo 2, de Eqg. 11.1, e assim, escreve-se a equagéo 12.

Uma vez que apenas uma carga concentrada atua ao longo da extensédo da viga
€ possivel representa-la através da fungéo Delta de Dirac, assim, a equagéo 12 pode ser
rescrita da seguinte forma:

Assim, com o uso da transformada de Laplace, obtém-se uma equacéo diferencial
de quarta ordem que resulta na deflexao total da viga. Substituindo f(x) por w(x) na equagéao

8, tem-se:

A equacgao 14 representa a funcdo de deflexdo da viga (Figura 4), no entanto a
mesma esta no dominio “S”, por conta da integragdo da transformada de Laplace. Para
apresentar essa expressao no dominio de interesse (x€ (0, L) e &€ (0, L)), é preciso realizar
o procedimento inverso da integracdo de Laplace, mostrado na equagédo 15. Observa-
se que os termos da equagao abaixo sdo dependentes da posicao de interesse (x) e da
localizagdo em que a carga unitaria é colocada (§).

Uma vez obtida a forma da fungéo g(x, &), a depender das condi¢bes de contorno
€ construida diferentes fungbes nicleo. Assim, conhecendo-se a fungdo que descreve o
carregamento q(&), € possivel determinar a deflexdo total da viga através da fungéo de
Green aplicado na Equacgéo 7, como mostrado abaixo.

31 RESULTADOS E DISCUSSAO

Para entender as potencialidades do método, foi realizado uma série de exemplos

comparados com referéncias consolidadas. Como referéncia analitica foram utilizados
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os trabalhos de Reddy(1994) e Pagano (1969). Para a referéncia numérica foi utilizado
o método dos elementos finitos. Neste Ultimo caso, foram utilizados 8 elementos com 3
nds cada, denominado por TIM 8 elementos. E para a integragcdo numérica foi utilizada a
integracao reduzida com objetivo de evitar o travamento por cisalhamento (shear locking).

Nos exemplos apresentados abaixo, uma viga simplesmente apoiada formada
por trés laminas com dire¢des das fibras em 0°90°/0° foi considerada. Nestes exemplos
as condi¢des de contorno w(0)=w"(0)=w(L)=w"(L)=0 séo aplicadas na equagdo 15 para

desenvolver a fungdo nucleo de Green abaixo

3.1 Exemplo 1

O primeiro caso estudado é referente a uma viga submetida a carregamento
uniformemente distribuido cujo valor, caracteristicas geométricas e propriedades dos
materiais sédo apresentadas na figura 5. Aplicando a expressé&o do carregamento e a
equacédo 17 na integral da equacéo 16, pode-se escrever a expressao da deflexdo:

A Figura 6 apresenta a concordéncia entre os resultados pelo método de Green e a
solucédo analitica de Reddy (1994).

Figura 5 — Viga simplesmente apoiada e laminada com carregamento distribuido (AUTORAL, 2020).
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Figura 6 — Grafico de deflexdo por comprimento da viga do exemplo 1 (AUTORAL, 2020).

3.2 Exemplo 2

Neste exemplo uma viga, com caracteristicas geométricas e propriedades dos
materiais apresentadas na figura 7, é submetida a um carregamento descrito por uma
funcdo senoidal. Aplicando a expressédo do carregamento e a equacdo 17 na integral da
equacéo 16, pode-se escrever a expressao da deflexéo:

A Figura 8 apresenta a concordancia entre os resultados pelo método de Green e a
solucédo analitica de Pagano (1969).

Figura 7 — Viga simplesmente apoiada e laminada com carregamento senoidal (AUTORAL, 2020).
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Figura 8 — Gréfico de deflexdo por comprimento da viga do exemplo 2 (AUTORAL, 2020).

3.3 Exemplo 3

Por fim, utilizando a mesma estrutura supracitada, a fungcdo de carregamento foi
alterada novamente para um carregamento complexo e assimétrico. Neste exemplo, os
resultados foram comparados com o Método dos Elementos Finitos com 20 elementos e grau
de aproximacgao quadratico por elemento. As propriedades dos materiais e as caracteristicas
geométricas com h, = 0.5m, h, = 1m, h, = 0.5m s&o apresentadas na figura 9.

Figura 9 — Viga simplesmente apoiada e laminada com carregamento complexo (AUTORAL, 2020).
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Figura 10 — Gréfico de deflexdo por comprimento da viga do exemplo 3 (AUTORAL, 2020).
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41 CONCLUSAO

Conforme apresentado, a metodologia para resolugdes por fungdes de Green
mostraram resultados de deflexdo concordantes com os de referéncia. O desenvolvimento
dos nucleos de Green necessitam conceitos matematicos um pouco elaborado, tal como
transformada de Laplace, no entanto, uma vez desenvolvida a expressao geral de Green é
possivel resolver uma gama enorme de problemas desde que apresentadas as condi¢cdes
de contorno e carregamento. A partir dos resultados de deflexdo e da cinematica da teoria
de vigas utilizadas, sdo calculados tensdes, deformagdes e deslocamentos, sendo sua
precisdo a mesma obtida pela teoria a qual o método é incorporado. E possivel aplicar
em diversas cinematicas, tipos de vigas e materiais (desde isotrépicas até laminadas
ortotropicas). Por conta disso, nota-se sua viabilidade na resolugdo de problemas mais
complexos que s@o incomuns na literatura, pela simplicidade da metodologia de calculo.
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