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RESUMO: Avanços recentes na tecnologia dos 
materiais compósitos têm levado ao uso de 
vigas, nas mais diversas composições, como 
componentes estruturais em várias aplicações de 
engenharia devido às propriedades mecânicas 
eficientes destes materiais. No entanto, os 
efeitos de deformação por cisalhamento tornam-
se mais pronunciados nestas estruturas devido 
aos baixos módulos de cisalhamento transversal 
em comparação com os módulos de tração no 
plano, quando sujeitas a cargas transversais. 
O que justifica a necessidade de uma análise 
estrutural precisa para vigas compósitas. Com as 
limitações existentes na teoria clássica de vigas, 
principalmente nas delgadas, para representar 
o comportamento conjunto da deflexão por 
flexão e por cisalhamento, foi desenvolvida 
uma formulação analítica para vigas laminadas 
ortotrópicas por meio da aplicação do método 
das funções de Green à viga de Timoshenko 
com consideração da teoria da Camada Única 

equivalente (ESL). O método se mostrou simples, 
eficaz e com alta replicabilidade, sendo possível 
utilizar em problemas com carregamentos 
mais complexos e compará-los com métodos 
numéricos, tal como o Método dos Elementos 
Finitos.  
PALAVRAS-CHAVE: Timoshenko, Vigas, 
Laminados, Método das funções de Green.

ANALYSIS OF TIMOSHENKO LAMINATED 
COMPOSITE BEAMS USING THE GREEN 

METHOD
ABSTRACT: Recent advances in the technology 
of composite materials have led to the use of 
beams, in the most diverse compositions, as 
structural components in various engineering 
applications due to the efficient mechanical 
properties of these materials. However, shear 
deformation effects become more problematic 
in these structures because of the low shear 
modules compared to the tensile modulus in the 
plane when subjected to transverse loads. That 
fact justifies the need for a precise structural 
analysis for composite beams. Once known to 
the limitations existing in the classical theory of 
beams (mainly in thin beams) to represent the 
deflection behavior due to shear deformation, in 
this work, an analytical formulation for orthotropic 
laminated beams was developed using the Green 
function method applied to Timoshenko beams 
with consideration of the equivalent single layer 
theory (ESL). The present method proved to 
be simple, effective, and with high replicability, 
using it in problems with more complex loads and 
comparing them with numerical methods such as 
the Finite Element Method. 

http://lattes.cnpq.br/4624443167380813
http://lattes.cnpq.br/1027322038462037
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1 |  INTRODUÇÃO
Combinar propriedades de materiais para desenvolver para obter melhor desempenho 

é uma prática comum ao longo da história da humanidade. A antiga civilização israelita 
utilizava a mistura de palha picada com pedras para reforçar suas estruturas, os guerreiros 
samurais japoneses eram conhecidos por suas espadas laminadas forjadas com o intuito 
de ter propriedades cortantes desejáveis. Com o avanço do conhecimento, outras áreas se 
beneficiaram desse conceito na modernidade, tais como a Engenharia Civil, Aeronáutica, 
Naval, Mecânica e de Tecnologia. Um exemplo clássico é o concreto armado e as diversas 
fibras utilizadas em sua composição (VISON e SIERAKOWSKI, 2008).

Atualmente é essencial entender o funcionamento dos materiais compósitos, uma 
vez, que estes são usados para otimizar diversas tecnologias presentes na produção 
de caminhões de alta resistência, em navios, em barcos, pontes (FIGURA 1), estradas, 
equipamentos modernos da agricultura, hélices para energia eólica, instrumentos musicais, 
asas de aeronaves e em vigas compósitas laminadas, sendo este último o foco principal 
do presente trabalho.

 Figura 1 – Esquema de ponte portátil implantável (VISON e SIERAKOWSKI, 2008).

As vigas compósitas laminadas são formadas por camadas de ao menos dois 
materiais diferentes. Esta composição tem o objetivo de unir propriedades de interesse, 
tais como elevadas relações resistência-peso e rigidez-peso quando comparado com 
vigas formadas por único material. Dentre os compósitos que têm grande facilidade de 
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obter as elevadas relações citadas acima, pode-se mencionar as lâminas reforçadas com 
fibras (JONES, 1999). Estas laminas são importantes pois proporcionam maior controle da 
distribuição dos esforços, uma vez que apresentam maior resistência na direção das fibras 
(VISON e SIERAKOWSKI, 2008).

Devido às vantagens proporcionadas pelos compósitos laminados, em particular 
aplicados a estrutura de vigas, torna-se importante a precisão na determinação dos 
campos mecânicos, tais como deslocamento e forças de interação entre camadas, quando 
submetidas à flexão. As principais teorias utilizadas para analisar vigas laminadas são: 
teoria da camada única equivalente (ESL – equivalente single layer), teoria layerwise (LW) 
e a teoria zig-zag (ZZ). A ESL é uma teoria que condensa as propriedades do laminado 
em uma única camada por meio da ponderação dos materiais. Devido à particularidade da 
ESL, tanto a teoria clássica de viga, quanto as teorias com consideração de cisalhamento 
de primeira ordem e de ordem superior podem ser aplicadas em conjunto com a ESL 
(FARIA, 2006). Já a teoria LW e ZZ consideram separadamente cada camada, no entanto, 
diferenciam-se na consideração da hipótese de interação entre elas. Por estes fatos, LW e 
ZZ são teorias consideradas mais precisas quando comparadas com a ESL, por outro lado, 
mais custosas computacionalmente. Por aliar baixo custo computacional e boa precisão 
global, no presente trabalho, é desenvolvida a formulação analítica, via funções de Green, 
para a teoria de vigas compósitas laminadas pela abordagem ESL aplicada à teoria 
cisalhante de primeira ordem, ou comumente conhecida, teoria de vigas de Timoshenko. 

Este trabalho está dividido como se segue: item 2 é apresentada as teorias de 
vigas isotrópicas, de Camada Única Equivalente e as funções de Green. No item 3 são 
apresentados os resultados e discussões e por últimos, no item 4, são realizados os 
comentários finais.

2 |  DESENVOLVIMENTO TEÓRICO

2.1 Teorias de vigas isotrópicas
Para analisar vigas isotrópicas homogêneas, ou seja, que possuem um único 

material com propriedades mecânicas iguais para todas as direções, pode-se utilizar vários 
tipos de cinemáticas e a escolha da mais apropriada depende de fatores presente em cada 
problema, pois cada cinemática tem suas vantagens e desvantagens por considerarem ou 
desconsiderarem alguns efeitos na flexão das vigas. 

Por nível de complexidade, a teoria mais simples é a elementar de vigas (TEV), 
conhecida como teoria de Euler-Bernoulli, na sequência tem a adição da consideração do 
efeito de cisalhamento presente na teoria de deformação cisalhante de primeira ordem, 
conhecida como teoria de Timoshenko. Evoluindo o nível de complexidade, tem-se as teorias 
que, adicionalmente ao efeito de cisalhamento, consideram tanto o efeito do empenamento 
da seção quanto a nulidade da tensão de cisalhamento nas bordas inferior e superior das 
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vigas. Estas abordagens elaboradas são conhecidas como teoria de deformação cisalhante 
de alta ordem ou teoria refinada para vigas. 

A teoria de viga mais antiga (século XVIII) é a de Euler-Bernoulli que tem a vantagem 
por ser simples e com alta precisão para vigas que têm uma relação comprimento-altura 
muito grande, ou seja, para vigas delgadas. No entanto, a deformação por cisalhamento 
na flexão é desconsiderada em Euler-Bernoulli. Por conta disso, em 1921, o engenheiro 
Stephen Timoshenko incluiu o efeito cisalhante de maneira simples, considerando que a 
tensão de cisalhamento seja constante, e, por isso, apresenta imprecisão na interpretação 
das tensões e da deformação axial. Com o passar do tempo, surgiram outras teorias que 
consideram essa tensão de cisalhamento variável, ou seja, de ordem superior (SAYYAD, 
2011).

Segundo a teoria de Euller-Bernoulli, quando uma viga sofre deflexão mantém as 
seções planas e perpendiculares à linha neutra. Já para a análise das vigas de Timoshenko 
a seções após deformada continuam planas, porém não são mais perpendiculares a linha 
neutra, isso se deve ao fato de considerar tanto a rotação devido á flexão, ou seja, rotação 
equivalente à derivada primeira da deflexão, quanto a rotação devido ao cisalhamento 
(FIGURA 2). 

Figura 2 – Viga de Timoshenko deformada (REDDY, 2006).

A partir dessas considerações, a cinemática de Timoshenko é escrita da seguinte 
forma

Com w(x) sendo a deflexão, φ(x) a rotação devido ao cisalhamento e z a coordenada 
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ao longo da altura da seção.
A partir do campo de deslocamento é possível escrever os campos de deformação 

e de tensão apresentadas pelas equações 2 e 3, respectivamente.

2.2 Camada Única Equivalente
Basicamente, como já comentado na introdução, a teoria da camada única 

equivalente faz um condensado dos materiais em uma única camada. Por conta dessa 
simplicidade, existe uma imprecisão para vigas espessas e, além disso, há falhas na 
descrição de tensões e deslocamentos nas interfaces das camadas, mas apresentam boa 
descrição para a análise global da estrutura (REDDY e ROBBINS, 1994). A geometria e a 
nomenclatura para as alturas das camadas de um laminado são apresentadas na figura 3.

Figura 3 – Geometria e camadas de um laminado (SAYYAD E GHUGAL, 2017).

Diferentemente dos materiais isotrópicos, os materiais ortotropicos fibrosos têm 
propriedades mecânicas diferentes nas três direções, alterando as relações constitutivas 
conforme apresentado na equação 4 (Vinson, 2008). 
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As relações constitutivas do conjunto de equações 4, considerando um sistema de 
coordenadas tridimensional de eixos 1, 2 e 3, são descritas por Vinson (2008) de tal forma 
que

Onde, 

e vij são os coeficientes de Poisson.
A partir das relações tensão-deformação determinada para cada camada, pode-se 

escrever os esforços pela equação:

A teoria de cisalhamento de primeira ordem requer um fator de correção (K) que 
depende da geometria da seção. As integrais da equação 6 são dependentes da cinemática 
adotada, o que proporciona para cada campo de deslocamento integrais distintas com 
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ordem diferente em termos do parâmetro da altura z. Calculados esses esforços para a 
cinemática de Timoshenko, é possível substituir os resultados nas equações governantes 
para construir a função núcleo de Green, a ser visto na sequência.

2.3 Funções de Green
As funções de Green, na matemática, são utilizadas para a resolução de equações 

diferenciais não-homogêneas e são definidas como uma transformada integral que objetiva 
simplificar equações de alta ordem em equações lineares dependentes de uma variável. A 
definição matemática dessas funções é (WATANABE, 2013)

onde ƒ é uma função qualquer bem definida, K é uma função-núcleo utilizada 
para representar um caso unitário e F é uma função-imagem dependente da variável 
transformada. O uso de transformadas, como a de Laplace ou de Fourier, é muito comum 
para a resolução de problemas da Engenharia. Para efeito deste estudo, foi utilizada a 
transformada de Laplace para definir a função núcleo de Green.

A transformada de Laplace tem o objetivo de mapear uma equação diferencial 
não-homogênea de quarta ordem em uma equação linear dependente de uma variável 
s. Considerando uma função ƒ(t) qualquer que será transformada e dependente de uma 
variável que nunca é menor do que zero, a definição matemática da transformada de 
Laplace é (Sauter, Azevedo e Strauch, 2020)

Para representar os mais diversos carregamentos descontínuos aplicados a vigas, 
faz-se necessário o uso das funções delta de Dirac (δ) e Heaviside (H) que se relacionam 
conforme apresenta na equação 9 (Sauter, Azevedo e Strauch, 2020) 

Seja uma viga compósita laminada submetida a uma força unitária arbitrária aplicada 
em um ponto ξ, de tal forma que tanto a seção analisada quanto a força concentrada variam 
ao longo do comprimento (L) da viga, na direção do eixo x (ver Figura 4). 
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Figura 4 – Viga em um estado unitário de descontinuidade (AUTORAL, 2019).

Com base no sistema de coordenadas da figura 4 e na cinemática de Timoshenko 
(Equação 1), é aplicado o princípio dos trabalhos virtuais para desenvolver as equações 
que descrevem o problema (Equação 10).

Substituindo a equação 4 nas integrais do conjunto de equações 6 e, na sequência, 
aplicando esse resultado na equação 10, tem-se

com, 

Inicialmente o conjunto de equações 11 é condensado de forma que relacione a 
deflexão apenas ao carregamento externo. Para isso, a terceira expressão, presente na 
Equação 11.1, é derivada uma vez e substituída na segunda expressão da equação de 
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Eq. 11.1. Na sequência, o resultado é substituído na expressão da segunda derivada da 
equação 2, de Eq. 11.1, e assim, escreve-se a equação 12.

Uma vez que apenas uma carga concentrada atua ao longo da extensão da viga 
é possível representá-la através da função Delta de Dirac, assim, a equação 12 pode ser 
rescrita da seguinte forma:

Assim, com o uso da transformada de Laplace, obtém-se uma equação diferencial 
de quarta ordem que resulta na deflexão total da viga. Substituindo ƒ(x) por w(x) na equação 
8, tem-se: 

A equação 14 representa a função de deflexão da viga (Figura 4), no entanto a 
mesma está no domínio “S”, por conta da integração da transformada de Laplace. Para 
apresentar essa expressão no domínio de interesse (x ϵ (0, L) e ξ ϵ (0, L)), é preciso realizar 
o procedimento inverso da integração de Laplace, mostrado na equação 15. Observa-
se que os termos da equação abaixo são dependentes da posição de interesse (x) e da 
localização em que a carga unitária é colocada (ξ). 

Uma vez obtida a forma da função g(x, ξ), a depender das condições de contorno 
é construída diferentes funções núcleo. Assim, conhecendo-se a função que descreve o 
carregamento q(ξ), é possível determinar a deflexão total da viga através da função de 
Green aplicado na Equação 7, como mostrado abaixo.

3 |  RESULTADOS E DISCUSSÃO
Para entender as potencialidades do método, foi realizado uma série de exemplos 

comparados com referências consolidadas. Como referência analítica foram utilizados 
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os trabalhos de Reddy(1994) e Pagano (1969). Para a referência numérica foi utilizado 
o método dos elementos finitos. Neste último caso, foram utilizados 8 elementos com 3 
nós cada, denominado por TIM 8 elementos. E para a integração numérica foi utilizada a 
integração reduzida com objetivo de evitar o travamento por cisalhamento (shear locking).

Nos exemplos apresentados abaixo, uma viga simplesmente apoiada formada 
por três lâminas com direções das fibras em 00/900/00 foi considerada. Nestes exemplos 
as condições de contorno w(0)=w"(0)=w(L)=w"(L)=0 são aplicadas na equação 15 para 
desenvolver a função núcleo de Green abaixo

3.1 Exemplo 1
O primeiro caso estudado é referente a uma viga submetida a carregamento 

uniformemente distribuído cujo valor, características geométricas e propriedades dos 
materiais são apresentadas na figura 5. Aplicando a expressão do carregamento e a 
equação 17 na integral da equação 16, pode-se escrever a expressão da deflexão: 

A Figura 6 apresenta a concordância entre os resultados pelo método de Green e a 
solução analítica de Reddy (1994).  

Figura 5 – Viga simplesmente apoiada e laminada com carregamento distribuído (AUTORAL, 2020).
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Figura 6 – Gráfico de deflexão por comprimento da viga do exemplo 1 (AUTORAL, 2020).

3.2 Exemplo 2
Neste exemplo uma viga, com características geométricas e propriedades dos 

materiais apresentadas na figura 7, é submetida a um carregamento descrito por uma 
função senoidal. Aplicando a expressão do carregamento e a equação 17 na integral da 
equação 16, pode-se escrever a expressão da deflexão: 

A Figura 8 apresenta a concordância entre os resultados pelo método de Green e a 
solução analítica de Pagano (1969).  

Figura 7 – Viga simplesmente apoiada e laminada com carregamento senoidal (AUTORAL, 2020).
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Figura 8 – Gráfico de deflexão por comprimento da viga do exemplo 2 (AUTORAL, 2020).

3.3 Exemplo 3
Por fim, utilizando a mesma estrutura supracitada, a função de carregamento foi 

alterada novamente para um carregamento complexo e assimétrico. Neste exemplo, os 
resultados foram comparados com o Método dos Elementos Finitos com 20 elementos e grau 
de aproximação quadrático por elemento. As propriedades dos materiais e as características 
geométricas com h1 = 0.5m, h2 = 1m, h3 = 0.5m são apresentadas na figura 9. 

Figura 9 – Viga simplesmente apoiada e laminada com carregamento complexo (AUTORAL, 2020).

Figura 10 – Gráfico de deflexão por comprimento da viga do exemplo 3 (AUTORAL, 2020).
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4 |  CONCLUSÃO
Conforme apresentado, a metodologia para resoluções por  funções de Green 

mostraram resultados de deflexão concordantes com os de referência. O desenvolvimento 
dos núcleos de Green necessitam conceitos matemáticos um pouco elaborado, tal como 
transformada de Laplace, no entanto, uma vez desenvolvida a expressão geral de Green é 
possível resolver uma gama enorme de problemas desde que apresentadas as condições 
de contorno e carregamento. A partir dos resultados de deflexão e da cinemática da teoria 
de vigas utilizadas, são calculados tensões, deformações e deslocamentos, sendo sua 
precisão a mesma obtida pela teoria a qual o método é incorporado. É possível aplicar 
em diversas cinemáticas, tipos de vigas e materiais (desde isotrópicas até laminadas 
ortotrópicas). Por conta disso, nota-se sua viabilidade na resolução de problemas mais 
complexos que são incomuns na literatura, pela simplicidade da metodologia de cálculo.
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