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APRESENTAÇÃO

A Pandemia do novo coronavírus pegou todos de surpresa. De repente, ainda no 
início de 2020, tivemos que mudar as nossas rotinas de vida e profissional e nos adaptar a 
um “novo normal”, onde o distanciamento social foi posto enquanto a principal medida para 
barrar o contágio da doença. As escolas e universidades, por exemplo, na mão do que era 
posto pelas autoridades de saúde, precisaram repensar as suas atividades. 

Da lida diária, no que tange as questões educacionais, e das dificuldades de 
inclusão de todos nesse “novo normal”, é que contexto pandêmico começa a escancarar 
um cenário de destrato que já existia antes mesmo da pandemia. Esse período pandêmico 
só desvelou, por exemplo, o quanto a Educação no Brasil acaba, muitas vezes, sendo uma 
reprodutora de Desigualdades. 

O contexto social, político e cultural, como evidenciaram Silva, Nery e Nogueira 
(2020), tem demandado questões muito particulares para a escola e, sobretudo, para 
a formação, trabalho e prática docente. Isso, de certa forma, tem levado os gestores 
educacionais a olharem para os cursos de licenciatura e para a Educação Básica com 
outros olhos. A sociedade mudou, nesse cenário de inclusão, tecnologia e de um “novo 
normal”; com isso, é importante olhar mais atentamente para os espaços formativos, em 
um movimento dialógico e pendular de (re)pensar as diversas formas de se fazer ciências 
no país. A pesquisa, nesse interim, tem se constituído como um importante lugar de ampliar 
o olhar acerca das inúmeras problemáticas, sobretudo no que tange ao conhecimento 
matemático (SILVA; OLIVEIRA, 2020).  

É nessa sociedade complexa e plural que a Matemática subsidia as bases do 
raciocínio e as ferramentas para se trabalhar em outras áreas; é percebida enquanto parte 
de um movimento de construção humana e histórica e constitui-se importante e auxiliar 
na compreensão das diversas situações que nos cerca e das inúmeras problemáticas que 
se desencadeiam diuturnamente. É importante refletir sobre tudo isso e entender como 
acontece o ensino desta ciência e o movimento humanístico possibilitado pelo seu trabalho. 

Ensinar Matemática vai muito além de aplicar fórmulas e regras. Existe uma dinâmica 
em sua construção que precisa ser percebida. Importante, nos processos de ensino e 
aprendizagem da Matemática, priorizar e não perder de vista o prazer da descoberta, algo 
peculiar e importante no processo de matematizar. Isso, a que nos referimos anteriormente, 
configura-se como um dos principais desafios do educador matemático, como assevera 
D’Ambrósio (1993), e sobre isso, de uma forma muito particular, abordaremos nesta obra.  

É neste sentido, que o livro “Pesquisas de Vanguarda em Matemática e suas 
Aplicações” nasceu: como forma de permitir que as diferentes experiências do professor 
pesquisador que ensina Matemática e do pesquisador em Matemática aplicada sejam 
apresentadas e constituam-se enquanto canal de formação para educadores da Educação 



Básica e outros sujeitos. Reunimos aqui trabalhos de pesquisa e relatos de experiências 
de diferentes práticas que surgiram no interior da universidade e escola, por estudantes e 
professores pesquisadores de diferentes instituições do país. 

Esperamos que esta obra, da forma como a organizamos, desperte nos leitores 
provocações, inquietações, reflexões e o (re)pensar da própria prática docente, para 
quem já é docente, e das trajetórias de suas formações iniciais para quem encontra-se 
matriculado em algum curso de licenciatura. Que, após esta leitura, possamos olhar para a 
sala de aula e para o ensino de Matemática com outros olhos, contribuindo de forma mais 
significativa com todo o processo educativo. Desejamos, portanto, uma ótima leitura.

Américo Junior Nunes da Silva
André Ricardo Lucas Vieira
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RESUMO: Ao longo dos anos, o estudo de 
fenômenos biológicos através de modelos 
matemáticos se aperfeiçoou e continua se 
aperfeiçoando, tornando-se cada vez mais 
necessário. Esses modelos são ferramentas 
utilizadas para prever o comportamento, por 
exemplo, de doenças epidemiológicas em uma 
população, se a doença irá se extinguir ou 
não e o efeito da vacinação e da quarentena 
ao longo do tempo. Será abordado o modelo 
SIR (Suscetíveis-Infectados-Recuperados) 
com e sem a incorporação de vacinação e o 
modelo SEIR (Suscetíveis-Expostos-Infectados-
Recuperados), e simulações numéricas dos 
respectivos modelos. Além disso, os conceitos de 
reprodutibilidade basal e imunidade de rebanho 
também serão apresentados.
PALAVRAS-CHAVE: Modelos matemáticos, 
SIR, SEIR, imunidade coletiva. 

SIR EPIDEMIC MODEL, WITH AND 
WITHOUT VACCINATION AND SEIR 

EPIDEMIC MODEL
ABSTRACT: Over the years, the study of 
biological phenomena through mathematical 
models has improved and continues to improve, 
becoming increasingly necessary. These models 
are tools used to predict the behavior, for example, 
of epidemiological diseases in a population, 
whether the disease will become extinct or not, 
and the effect of vaccination and quarantine over 
time. The SIR (Susceptible-Infected-Recovered) 
model will be addressed with and without the 
incorporation of vaccination and the SEIR model 
(Susceptible-ExposedInfected-Recovered), and 
numerical simulations of the respective models. 
In addition, the concepts of basal reproducibility 
and herd immunity will also be presented.
KEYWORDS: Mathematical models, SIR, SEIR, 
collective immunity.

1 |  INTRODUÇÃO
Alguns conceitos são fundamentais para 

a compreensão do assunto que será abordado 
neste artigo. O primeiro deles é a epidemiologia: 
ciência que estuda os fenômenos associados 
ao processo saúde-doença em determinada 
população. Pode-se aplicar procedimentos 
matemáticos a esses fenômenos ou qualquer 
outro fenômeno biológico, com o intuito de 
prever, prevenir ou extinguir determinado 
acontecimento. A esse processo dá-se o nome 
de biomatemática.
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A principal razão para o estudo de doenças epidemiológicas é o controle e 
erradicação de determinada infecção. E os modelos matemáticos são ótimas ferramentas 
que permitem o direcionamento de medidas de controle que visam diminuir a média de 
transmissão da doença.

Os pesquisadores Anderson McKendrick e William Kermack foram os primeiros a 
dar forma a chamada epidemiologia matemática. Anteriormente, diversos pesquisadores já 
tinham contribuído com inúmeras descobertas, mas foram nos anos de 1927, 1932 e 1933 
que Kermack e McKendrick publicaram artigos relatando a dinâmica de transmissão de 
uma doença através de equações diferenciais e além disso, apresentaram os conceitos de 
imunidade e vacinação em termos matemáticos [1].

Em 1927, os dois pesquisadores desenvolveram o modelo epidemiológico SIR 
(Suscetíveis-Infectados-Recuperados) que será um dos objetos de estudo deste trabalho. 
O modelo em questão será analisado com a implementação da vacinação constante. 
Será estudado também o modelo SEIR (Suscetíveis-Expostos-Infectados-Recuperados) 
referente a COVID-19, assim como o conceito de reprodutibilidade basal e imunidade 
coletiva. Algumas simulações de ambos os modelos, desenvolvidas no Python, serão 
apresentadas afim de demonstrar os resultados obtidos através dos estudos [4].

2 |  MODELO SIR COM DINÂMICA VITAL
O modelo SIR (Suscetíveis-Infectados-Recuperados), desenvolvido por Kermack e 

McKendrick em 1927 se refere a doenças em que o indivíduo adquire imunidade após 
curar-se da infeção. Algumas doenças que podem ser modeladas pelo SIR são rubéola, 
sarampo, catapora e varíola [1].

Para diminuir as varáveis do sistema e simplificar os cálculos, o modelo deverá 
conter algumas premissas, que são elas: 

• Todos os indivíduos nascem suscetíveis;

• O tamanho da população é constante, ou seja, a taxa de natalidade é igual a 
taxa de mortalidade;

• Desconsidera-se imigração e emigração;

• Todos na população têm a mesma chance de se infectar;

• Os indivíduos infectados que se recuperam ganham imunidade.

As premissas dispostas acima serão consideradas durante todo o trabalho. 
Além disso, a população é dividida em três compartimentos disjuntos: O compartimento 
dos indivíduos suscetíveis, S, dos infectados, I, e dos recuperados, R. O esquema 
compartimental do Modelo SIR está representada na figura abaixo.
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Figura 1: Esquema compartimental do modelo SIR.

Onde os parâmetros μ,β e y representam as taxas de natalidade/mortalidade, taxa 
de infecção e taxa de recuperação, respectivamente. E, além disso 0 < μ,y < 1 e β > 0. 

O modelo SIR é representado pelo seguinte sistema de equações:

Assim S(t), I(t) e R(t) representam, respectivamente, a proporção de indivíduos 
suscetíveis, infectados e recuperados no instante de tempo t. E considerando a população 
total, T(t)=1, temos S(t) + I(t) + R(t)=1, reescrevendo, R(t)=1 - S(t) - I(t).

Agora, analisaremos a estabilidade local dos pontos de equilíbrio do Modelo SIR. 
Para tanto, podemos considerar apenas as duas primeiras equações do sistema (1).

Os pontos de equilíbrio do sistema são aqueles onde a derivada se anula, ou seja, 
as taxas de crescimento e decrescimento das populações de suscetíveis e infectados 
permanecem constantes.

A partir da análise desse sistema, os pontos de equilíbrios encontrados foram 
(S*,I*,R*)=(1,0,0) e (S*,I*,R*) =  denominados equilíbrio livre de 
infecção e equilíbrio endêmico, respectivamente. Ambos podem ser classificados de acordo 
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com sua estabilidade e para isso será introduzido abaixo o conceito de reprodutibilidade 
basal.

A reprodutibilidade basal ou valor limiar, denotado por R0, é o número médio de 
casos secundários da doença que são gerados a partir de um caso inicial [3]. Para determinar 
o valor de R0 devemos levar em conta a força de infecção, β, a taxa de mortalidade, μ e 
a taxa de recuperação, y. Se a taxa de mortalidade for alta, então os indivíduos ficarão 
menos tempo no compartimento dos infectados e o caso contrário acontece para a taxa de 
recuperação, se y for alta, o período no compartimento dos infectados é mais longo.

Período médio de infecção 

A reprodutibilidade basal é diretamente proporcional ao período médio de infecção 
(4) e à taxa de infecção, β:

Se R0 > 1, então cada indivíduo infectado é capaz de infectar mais de uma pessoa 
suscetível e a probabilidade de haver uma epidemia nessa população é maior. Portanto, 
nesse caso as autoridades devem buscar e aplicar medidas que visem conter uma possível 
epidemia, como por exemplo, vacina e quarentena. Mas caso R0 < 1 a tendência é que a 
doença desapareça daquela população de forma natural ao longo do tempo.

A estabilidade dos pontos de equilíbrio pode ser analisada através da matriz 
Jacobiana associada ao sistema e seus autovalores.

O ponto de equilíbrio livre de infecção (S*,I*,R*)=(1,0,0) será estável se R0 < 1 e 
instável se R0 > 1. Já o ponto de equilíbrio endêmico (S*,I*,R*)=  será 
estável de R0 > 1 e caso contrário, será instável.

2.1 Modelo SIR com vacinação constante
Uma das estratégias de combate e prevenção de uma epidemia é a vacinação 

constante, que consiste em vacinar uma porcentagem dos recém nascidos. Indicaremos por 
p a proporção da população vacinada, sendo 0 < p < 1. Na figura abaixo está representado 
o esquema compartimental de modelo SIR com vacinação.

Figura 2: Esquema compartimental do modelo SIR com vacinação.
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O intuito da vacinação é que parte da população suscetível se torne recuperada 
sem adquirir a doença, ou seja, sem passar pelo compartimento dos infectados. Portanto, a 
equação que representa o compartimento dos indivíduos suscetíveis terá uma modificação: 
a proporção de recém-nascidos diminui para (1-p)μ e a equação que representa os 
indivíduos recuperados terá um aumento de p μ.

Para a análise da estabilidade dos pontos de equilíbrio de um sistema com campanha 
de vacinação, deve-se considerar R0 > 1. Além disso, denota-se por pc a proporção mínima 
de vacinação, dada por pc = 1-1/R0.

Assim como o modelo SIR sem campanha de vacinação, aqui admite-se dois pontos 
de equilíbrios, também denotados por equilíbrio livre de infecção e equilíbrio endêmico, 

dados por (S*,I*)=(1-p, 0) e (S*,I*) = , respectivamente.

A análise de estabilidade dos pontos de equilíbrio é feita a partir dos parâmetros p 

e pc, da seguinte maneira:
1. se a taxa de vacinação for maior que a taxa mínima de vacinação, ou seja, 
se p > pc, então o equilíbrio livre de infecção é estável e o equilíbrio endêmico é 
biologicamente irrelevante.

2. caso contrário, ou seja, se p < pc, então o equilíbrio endêmico é estável e o 
equilíbrio livre de doença é instável.

Na tabela abaixo estão representados alguns valores de reprodutibilidade basal, R0, 
e a taxa mínima de vacinação, pc, em algumas localidades.

Tabela 1: Valores estimados de R0 e pc para algumas doenças.

2.1.1 Imunidade coletiva

Um conceito muito importante dentro de epidemiologia matemática é o de imunidade 



 
Pesquisas de vanguarda em matemática e suas aplicações Capítulo 14 133

coletiva, também conhecido como imunidade de rebanho. É a porcentagem da população 
que precisa estar recuperada, ou ser vacinada, para que determinada doença se extinga 
da população. Assim como a taxa mínima de vacinação, a imunidade coletiva também pode 
ser denominada por pc e dada por pc =1-1/R0

Os valores estimados de pc na Tabela 1, representam então a porcentagem da 
população que precisa se tornar recuperada, ou ser vacinada para que haja imunidade 
coletiva e a doença desapareça.

2.1.2 Simulações numéricas

Para realizar as simulações numéricas foi utilizado o programa Python. Essas 
simulações foram feitas a partir de parâmetros genéricos e não condizem necessariamente 
com alguma situação real.

Os parâmetros Utilizados para fazer a simulação dos modelos SIR com e sem 
vacinação foram: μ=0,004, y=0,1429, β=0,9, um intervalo de tempo de 90 dias e como 
condição inicial (S(0), I(0)) = (0,90; 0,10), e para o modelo com vacinação, p = 0,50.

Figura 3: Simulação modelo SIR sem vacinação. Os parâmetros utilizados foram μ=0,004, y=0,1429, 
β=0,9, um intervalo de tempo de 90 dias e como condição inicial (S(0), I(0))=(0,90; 0,10).
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Figura 4: Simulação modelo SIR sem vacinação. Os parâmetros utilizados foram μ=0,004, y=0,1429, 
β=0,9, p=0,50, um intervalo de tempo de 90 dias e como condição inicial (S(0), I(0))=(0,90; 0,10).

As simulações numéricas mostram o efeito da campanha de vacinação durante uma 
epidemia. O pico da curva dos infectados diminui significativamente, consequentemente 
diminuindo o número de óbitos e possivelmente a ocupação de leitos hospitalares por conta 
da doença. Pode-se observar também que a curva dos infectados de torna zero em menos 
tempo com a incorporação da vacina no modelo.

3 |  MODELO SEIR
Durante o processo de transmissão de um vírus, inicialmente o patógeno se reproduz 

rapidamente, mas sem ser notado pelo sistema imunológico e sem que haja transmissão 
da doença pelo indivíduo infectado. Portanto, o hospedeiro não pode ser classificado como 
suscetível, infectado ou recuperado. Esses indivíduos são classificados como expostos, 
e representados por E. A adição de um período latente representa um pequeno atraso 
no sistema. Além disso, um novo parâmetro é incorporado ao modelo, que representa os 
indivíduos que saem da classe dos expostos e passam para a classe dos infectados, dado 
por σ. O esquema compartimental do modelo SEIR está representado na figura abaixo.
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Figura 5: Esquema compartimental do modelo SEIR sem vacinação.

Um exemplo de doença infecciosa que pode ser modelada pelo SEIR, é o COVID-19. 
Considerando as mesmas premissas utilizadas no modelo SIR, o sistema de equações a 
seguir define o modelo SEIR:

A reprodutibilidade basal do modelo SEIR é dado por:

O sistema possui dois pontos de equilíbrio, denominados equilíbrio livre de doença e 
equilíbrio endêmico, dados por 

, respectivamente.

Quanto a estabilidade dos pontos de equilíbrio, se R0<1, então o equilíbrio livre de 
doença é estável, se R0>1, então o equilíbrio endêmico será estável.

3.1 Simulações numéricas
Os parâmetros Utilizados para fazer a simulação do modelo SEIR foram os mesmos 

utilizados no modelo SIR: μ=0,004, y=0,1429, β=0,9, um intervalo de tempo de 90 dias e 
como condição inicial (S(0), I(0))=(0,90;0,10), e para o modelo com vacinação, p=0,50. 
Além disso, consideramos σ = 0,07.
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Figura 6: Simulação modelo SEIR. Os parâmetros utilizados foram μ = 0,004, y=0,1429, β=0,9, σ=0,07, 
um intervalo de tempo de 90 dias e como condição inicial (S(0), I(0))=(0,90; 0,10).

Comparando as simulações dos modelos SEIR e SIR sem vacinação podemos 
perceber uma grande diferença nas curvas, principalmente a classe dos infectados. Isso 
ocorre pois os indivíduos que adquiriam a doença eram classificados como infectados no 
modelo SIR, mas no modelo SEIR são divididos em duas classes, expostos e infectados.

4 |  CORONAVÍRUS (COVID-19)
No final de 2019, foi notificado o primeiro caso de COVID-19 em Wuhan, na China. 

A doença mostrou-se muito letal e em pouco tempo já tinha se espalhado por todo mundo. 
Em 20 de janeiro de 2020, a Organização Mundial da Saúde (OMS) classificou o surto 
como Emergência de Saúde Pública de Âmbito Internacional e, em 11 de março de 2020, 
como pandemia. Desde o início da pandemia 16,1 milhões de casos de COVID-19 já foram 
notificados e aproximadamente 449,8 mil pessoas morreram no Brasil [5].

Após muitas observações e pesquisas, o modelo SEIR é o que melhor se adapta ao 
COVID19 atualmente, podendo ser incorporados ao modelo a vacinação e a quarentena. 
Abaixo será apresentada uma simulação com dados reais da infecção de COVID-19 no 
Brasil, afim de demonstrar os gráficos em uma situação real de epidemia.
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Figura 7: Simulação modelo SEIR. Os parâmetros utilizados foram μ=0,00003, y=0,07, β=1,02, σ=0,07, 
um intervalo de tempo de 90 dias e como condição inicial (S(0), I(0))=(0,90; 0,10). [5] [6] [7]

Pode-se perceber que a curva dos infectados, para os parâmetros da COVID-19, é 
preocupante. Com a implementação da vacinação e da quarentena haveria uma melhoria 
nas curvas do gráfico acima, diminuindo o número de infectados e, consequentemente, de 
mortes. A reprodutibilidade basal para o COVID-19 é de, aproximadamente, 2,5, ou seja, a 
proporção mínima de vacinação, pc = 0, 6, que representa 60% da população que deve se 
tornar recuperada ou vacinada para que haja a imunidade coletiva. 

5 |  CONCLUSÃO
Neste artigo foram apresentados os modelos SIR (Suscetíveis-Infectados-

Recuperados), desenvolvido por McKendrick e Kermack, que podem modelar doenças 
como a Rubéola, Sarampo e a Varíola, e o modelo SEIR (Suscetíveis-Expostos-Infectados-
Recuperados), que modela, por exemplo, o COVID-19. Verificamos importantes conceitos, 
como o de Imunidade Coletiva e Reprodutibilidade basal. Além disso, através das simulações 
numéricas pode-se perceber a importância das campanhas de vacinação, que resultam 
na diminuição dos números de infectados, diminuição da ocupação dos leitos de UTI e 
como resposta, diminuição no número de óbitos. Outra questão de extrema importância é 
a proporção mínima de vacinação, pc, analisada no modelo SIR.

Todas essas questões tratadas aqui demonstram a relevância dos modelos 
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compartimentais, que permitem, de certa forma, prever o que poderia acontecer ao longo 
do tempo com determinada com população que esteja sendo acometida por uma infecção, 
e mais ainda, determinar qual a melhor medida protetiva que deve ser usada em cada caso, 
tal como vacinação e quarentena. 
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