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APRESENTAÇÃO
A Engenharia Mecânica pode ser definida como o ramo da engenharia que aplica 

os princípios de física e ciência dos materiais para a concepção, análise, fabricação e 
manutenção de sistemas mecânicos. O aumento no interesse por essa área se dá 
principalmente pela escassez de matérias primas, a necessidade de novos materiais que 
possuam melhores características físicas e químicas e a necessidade de reaproveitamento 
dos resíduos em geral. Além disso a busca pela otimização no desenvolvimento de projetos, 
leva cada vez mais a simulação de processos, buscando uma redução de custos e de 
tempo.

Neste livro são apresentados trabalho teóricos e práticos, relacionados a área 
de mecânica, materiais e automação, dando um panorama dos assuntos em pesquisa 
atualmente. A caracterização dos materiais é de extrema importância, visto que afeta 
diretamente aos projetos e sua execução dentro de premissas técnicas e econômicas. Pode-
se ainda estabelecer que estas características levam a alterações quase que imediatas no 
projeto, sendo uma modificação constante na busca por melhores respostas e resultados.

De abordagem objetiva, a obra se mostra de grande relevância para graduandos, 
alunos de pós-graduação, docentes e profissionais, apresentando temáticas e metodologias 
diversificadas, em situações reais. Sendo hoje que utilizar dos conhecimentos científicos 
de uma maneira eficaz e eficiente é um dos desafios dos novos engenheiros.

Boa leitura

Henrique Ajuz Holzmann
João Dallamuta
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RESUMO: Neste artigo, a dinâmica linear plana 
de um tubo engastado de transporte de fl uido 
com uma massa fi xada na extremidade livre é 
analisada. Primeiramente, como forças externas, 
uma carga de pulso aplicada à extremidade 
livre e o peso próprio do sistema fl uido-tubo 
foram considerados. Para estas cargas, o 
comportamento dinâmico foi analisado para 
diferentes velocidades de fl uxo. Adicionalmente, 
para as atuais forças externas aplicadas, foi 
considerada uma força gravitacional, devido à 
massa fi nal. O tubo foi considerado uma viga 
de Euler-Bernoulli com uma rigidez à fl exão não 
desprezível. Apenas deslocamentos transversais 
e angulares relativos ao eixo indeformado do 
tubo foram considerados. O fl uido considerado é 
incompressível e o material do tubo elástico. A 
equação de movimento para o modelo é obtida 
utilizando o princípio variacional de Hamilton. A 
integração direta das equações dinâmicas foi 
resolvida pelo método de Newmark. As análises e 
simulações numéricas foram realizadas utilizando 
um código desenvolvido em MATLAB. Este texto 
demonstrou que na presença da massa fi nal, 

para diferentes velocidades de fl uxo, o sistema 
exibe um comportamento dinâmico caótico. 
Foi demonstrado ainda que para velocidades 
de fl uxo crescentes as frequências naturais do 
sistema diminuem com o tempo aproximando-se 
de zero na velocidade crítica teórica.
PALAVRAS - CHAVE: Sistemas dinâmicos, 
Interações fl uido-estrutura.

LINEAR PLANAR DYNAMICS OF A FLUID-
CONVEYING CANTILEVERED PIPE WITH 

A MASS ATTACHED AT THE FREE END
ABSTRACT: In this article, the linear planar 
dynamics of a fl uid-conveying cantilevered pipe 
with a mass attached at the free end is analyzed. 
Primarily, as external forces, a pulse load applied 
to the free end, and the self-weight of the pipe-
fl uid system were considered. For such loads, the 
dynamic behavior was analyzed for different fl ow 
velocities. Additionally, to the current external 
applied forces, a gravitational force has been 
considered, due to the end mass. The pipe was 
considered an Euler-Bernoulli cantilever beam 
having a non-negligible fl exural rigidity. Only 
transversal, and angular displacements related 
to the un-deformed pipe axis were considered. 
The fl uid considered is incompressible, and the 
material of the pipe is elastic. The equation of 
motion for the model is obtained using Hamilton’s 
variational principle. The direct integration of the 
dynamic equations was solved by the Newmark 
method. Numerical analyzes and simulations 
were performed using a code developed in 
MATLAB. This paper demonstrated that in the 
presence of the end-mass, for different fl ow 
velocities, the system exhibits a chaotic dynamic 
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behavior. It was demonstrated also that for increasing fl ow velocities the natural frequencies 
of the system decrease with time approaching to zero at the theoretical critical velocity.
KEYWORDS: Dynamic systems. Fluid-structure interactions.

1 |  INTRODUÇÃO
Tubos rígidos são de fundamental importância em sistemas de riser para operações 

na indústria de extração de petróleo e gás, em águas profundas e ultra profundas. O 
fl uido interno é composto por uma mistura de óleo, gás e água, escoando sob diferentes 
condições de pressão e temperatura, conhecido como slug fl ow. Em particular, slug fl ow é 
uma operação frequente que ocorre na indústria offshore. A natureza dinâmica deste tipo 
de escoamento induz forças variáveis no tempo, conduzindo a vibrações estruturais dos 
sistemas de riser. Essas vibrações podem produzir defl exões consideráveis, e tensões, 
que podem causar fl exão excessiva, empenamento local, ou falha devido à fadiga. Essas 
condições tornam sua modelagem matemática altamente complexa. O estudo de sistemas 
de risers sob cargas dinâmicas induzidas por fl uxo interno multifásico em águas profundas 
é recente. Particularmente, na indústria offshore de petróleo e gás existem diversos artigos 
dedicados para a análise de risers com escoamento interno. Alguns autores analisaram 
o comportamento dinâmico dos sistemas de risers, envolvendo questões relevantes, 
como o efeito da rigidez à fl exão do tubo condutor, a infl uência de grandes deformações 
e a infl uência do fl uxo interno pulsátil, entre outros. Wu e Lou (1981) desenvolveram um 
modelo matemático para estudar o efeito simultâneo do fl uxo de fl uido interno, e a rigidez à 
fl exão do tubo, sobre o comportamento dinâmico de risers fl exíveis. Os autores concluíram 
que a rigidez à fl exão teve grande infl uência na resposta dinâmica do riser, sob fl uxo interno 
em altas velocidades de escoamento. Yamamoto (2011) realizou experimentos sobre o 
efeito do escoamento interno de fl uido, sobre o comportamento dinâmico de tubos verticais. 
O autor observou que a frequência natural do tubo tende a diminuir com o aumento do 
fl uxo de fl uido. Onuoha, Li e Duan (2012) consideraram um modelo estrutural linear com 
pequenos deslocamentos, incluindo os efeitos da tração axial. Os autores desenvolveram 
a equação de governo do sistema e utilizaram para sua resolução, a técnica aproximada 
por Diferenças Finitas.

2 |  EQUAÇÃO DE GOVERNO
Um tubo engastado é considerado na Fig. 1. As hipóteses básicas para o sistema 

são a) Escoamento de fl uido incompressível, com velocidade constante . b) O 
comprimento do tubo é muito maior que o seu diâmetro interno. c) A defl exão vertical w 
e a inclinação  são pequenas em comparação com o comprimento do tubo. Deste modo, 
a hipótese de pequenos deslocamentos lineares e angulares deve ser utilizada. d) O 
escoamento do fl uido é turbulento. e) É assumido o comportamento da lei de Hook para 
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o material do tubo. f) Na direção horizontal, x, os deslocamentos são desprezados. g) As 
seções transversais do tubo deformado permanecem ortogonais ao eixo deformado.

Figura 1. Esquema do sistema - Tubo com uma massa anexada na extremidade livre.

2.1 Modelo de viga de Euler-Bernoulli
A energia potencial de uma viga uniforme devido à fl exão é dada por (Petyt, 2010):

Onde: E é o módulo de elasticidade, Iz o momento de área da seção em relação 
ao eixo neutro, w(x,t) a defl exão transversal vertical na coordenada x e no tempo t, e L o 
comprimento da viga. A energia cinética da viga é dada por:

Onde: pb é a densidade da viga, e Ab a área da seção transversal da viga. Se houver 
uma carga distribuída, por unidade de comprimento,py , então a força no incremento, dx, 
é pydx, e o trabalho realizado em um deslocamento virtual  é . O 
trabalho virtual para o elemento é, portanto,

A declaração matemática do princípio de Hamilton é dada por:
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Onde: T é a energia cinética do sistema, U a energia potencial e Wnc o trabalho das 
forças não conservativas. Substituindo as equações (1), (2) e (3) na Eq. (4), e integrando 
por partes, fornece a equação diferencial de governo do movimento para uma viga:

Os termos integrados remanescentes da Eq. (4), são dados por:

Onde: a primeira derivada  é a inclinação, a segunda derivada 
representa o momento fl etor, e a terceira derivada  representa a força de 
cisalhamento na seção transversal da viga. Para que a equação (6) seja satisfeita, as 
seguintes condições de contorno são válidas para a extremidade engastada (x = 0) e para 
a extremidade livre (x= L).

2.2 Modelo de fl uido do sistema
A energia cinética para o fl uido é dada por

Onde: pf é a densidade do fl uido e Af a área da seção transversal interna do tubo. A 
derivada material  para o fl uido, considerando o fl uxo apenas na direção x, com 
uma velocidade  constante é dada por (Blevins, 1994):

Onde:  é o operador de derivada parcial em relação ao tempo t, e  o operador 
de derivada em relação a x, uma vez que o movimento é considerado plano (z = 0). 
Substituindo-se a Eq. (9) na Eq. (8) fornece a energia cinética do fl uido:

Desenvolvendo-se o integrando da Eq. (10) e utilizando-se a integração por partes, a 
equação resultante é somada com a Eq. (5) que fornece a equação de governo do sistema 
com segue:

Onde: o primeiro e o último termos na Eq. (11) pertencem à equação diferencial 
de movimento do tubo. Os segundo e terceiros termos representam, respectivamente, o 
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efeito da aceleração de Coriolis e da aceleração centrífuga no movimento do tubo, devido 
à velocidade do escoamento do fl uido interno. As quantidades defi nidas como 
e nsão as massas lineares do tubo e do fl uido, respectivamente. A quantidade 

 é a chamada massa consistente do sistema, por unidade de comprimento. 
Então, o quarto termo na Eq. (11) representa a força de inércia total em relação à massa 
consistente. Pode-se notar que a massa linear mt defi nida acima, multiplicada pela 
aceleração  fornece a força de inércia do tubo como na Eq. (5). Essa força 
é adicionada à força de inércia do fl uido devido à massa linear mt, fornecendo a inércia 
total do sistema. Por outro lado, foram consideradas apenas cargas externas concentradas 
aplicadas aos nós do sistema. Neste texto, por hipótese, não há momentos externos 
aplicados ao sistema como pode ser visto na Fig. 1. As cargas concentradas externas 
aplicadas na extremidade livre da viga são compostas pela carga de pulso e o peso da 
massa fi nal anexada. A carga de pulso , é uma força variável conhecida, que é 
função do tempo. Na seção 4.2 deste texto, será descrito qual é a forma dessa força. O 
peso da massa fi nal anexada na extremidade livre é , onde  é a massa do corpo e 
é a aceleração gravitacional local. Essas cargas externas concentradas serão aplicadas, 
mais à frente, na seção 3, em posições muito específi cas como os componentes do vetor 
de força nodal externo .

3 |  SIMULAÇÕES PELO MÉTODO DOS ELEMENTOS FINITOS

3.1 Formulação em elementos fi nitos
A forma fraca da equação de governo é obtida pelo método de Galerkin aplicado à 

Eq. (12). A discretização resultante em elementos fi nitos é feita considerando o vetor de 
deslocamento nodal {d(t)}e para um elemento e, dependente do tempo como:

Onde:  são deslocamentos verticais nodais e  as rotações 
nodais nos nós 1 e 2 do elemento típico e. As cargas externas aplicadas ao elemento são 
representadas pelo vetor de força nodal,

Onde:  são as forças de cisalhamento nodais e  os momentos nodais, 
nos nós 1 e 2 do elemento. Em formulação em elementos fi nitos, a matriz de função de 
forma para um elemento, é dada por:
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As funções de forma na Eq. (14) são dadas por (Cook, 2001):

Onde: L é o comprimento do elemento. O deslocamento transversal w (x,t) da viga 
é aproximado em elementos fi nitos pelo produto da matriz de função de forma dada na Eq. 
(14), pelo vetor de deslocamento nodal dado na Eq. (12), como:

Neste texto, as derivadas de tempo são anotadas como um símbolo de ponto sobre a 
variável diferenciada, . Derivadas para em relação à x são indicadas como ᵠ´= dᵠ/
dx. Substituindo as equações (12) a (16), com as derivadas correspondentes na Eq. (11), 
fornece a equação diferencial de segunda ordem para um elemento da seguinte maneira:

Usando as funções de forma defi nidas na Eq. (15), e as derivadas correspondentes 
para x, as matrizes na Eq. (17) podem ser determinadas, por integração direta. A matriz de 
rigidez do elemento é dada por,  A integração fornece:

Da mesma forma, a matriz de massa do sistema é dada por: 
que após integração fornece:

A matriz de Coriolis é dada por: , ou:

A matriz de força centrífuga é dada por: , ou:

Iniciando com a geração de malha de N elementos fi nitos para a estrutura, o sistema 
de equações diferenciais de segunda ordem é escrito da seguinte forma:
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No sistema global, o vetor  é o vetor de deslocamento nodal,  é o vetor 
de velocidade nodal,  é o vetor de aceleração nodal, e  é o vetor de forças 
nodais externas. Consequentemente, [M] é a matriz de massa consistente, [C] é a matriz de 
dissipação e [K] é a matriz de rigidez. A matriz de massa global do sistema de tubo-fl uido, 
[Msys} é a resultante da montagem de todas as matrizes locais de massa de cada elemento. 
A matriz de massa concentrada local é dada por:

Onde: m é a massa adicionada. De acordo com o nó onde a massa é inserida na 
estrutura, a matriz de massa fi nal local [Matt]L é espalhada no sistema global. O resultado 
fornece a matriz de massa fi nal global [Matt], que é então somada com a massa consistente 
do sistema [Msys] . A matriz [M] na Eq. (22), é dada por (Sobrinho, 2006):

3.2 Integração direta
Neste texto, o método de Newmark é usado para a integração direta das equações 

dinâmicas. Os parâmetros para o método de aceleração média constante são (Cook, 2001):

A formulação de Newmark é dada por:

Onde: [Keff] é a matriz de rigidez efetiva, {D}n+1 é o vetor de deslocamento no passo 
de tempo n +1, assim como  é o vetor de carga externa,  e  
são os vetores de deslocamento, velocidade e aceleração nodais no passo de tempo , 
respectivamente. Os vetores de aceleração e velocidade, calculados no tempo n + 1, são 
dados, respectivamente, por:

A matriz efetiva para o sistema é dada por:
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O vetor de aceleração  é obtido por:

Onde: o vetor de deslocamento nodal inicial  é dado pela análise estática. Neste 
texto, o vetor velocidade nodal inicial  é assumido zero. Como a matriz de massa [M] 
é uma matriz simétrica não singular, possui uma inversa que pode ser substituída na Eq. 
(30) para obter-se o vetor de aceleração nodal inicial . Os parâmetros de integração 
restantes da Newmark são dados por:

Onde: ∆t é o intervalo de tempo incremental. A rotina de cálculos começa com a 
determinação do vetor da aceleração inicial na Eq. (30), com o vetor de cargas externas 

, o vetor de deslocamento , e o vetor de velocidade  conhecidos pelas 
condições iniciais. Então, a Eq. (26) é resolvida para  pela solução de um conjunto 
de equações algébricas lineares, sendo conhecidos o vetor da carga externa, as matrizes 
de amortecimento e de rigidez do sistema, para cada passo de tempo. Em seguida, com 
o auxílio da Eq. (27) e da Eq. (28) podem ser obtidos os vetores , e . No próximo 
passo de tempo, a Eq. (26) é resolvida para {D}2, e assim sucessivamente.

4 |  RESULTADOS
Na análise em elementos fi nitos (MEF), foram considerados 40 elementos na 

discretização do sistema. O intervalo de tempo total de análise é de 4,0[s], com intervalos 
de tempo incrementais iguais de ∆t = 0,01[s]. O vão livre tem comprimento de 1,0[m]. O 
diâmetro externo do tubo é de 10,0[mm], com espessura de parede de 0,1[mm]. O material 
do tubo é aço, com módulo de elasticidade 207[GPa] e densidade de 8.000[kg/m3]. O 
fl uido considerado é água, com densidade de 1.000[kg/m3]. O fl uido foi considerado com 
velocidade de escoamento constante vf = U [m/s] ao longo do tubo. Foram consideradas 
diferentes velocidades de escoamento para o estudo do comportamento dinâmico do 
sistema. Os dados e parâmetros utilizados estão de acordo com os encontrados em (Grant, 
2010), para comparação dos resultados obtidos.

4.1 Análise estática
Para comparação da análise estática pelo MEF com os resultados teóricos, 

uma carga pontual de  foi aplicada devido ao peso da massa anexada à 
extremidade livre do tubo (massa fi nal, por brevidade). Além disso, foi considerada a carga 
distribuída devido aos pesos próprios do tubo e do fl uido por unidade de comprimento. A 
deformação ao longo do eixo horizontal é mostrada na Fig. 2.
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Figura 2. Deformação estática do tubo.

A defl exão teórica na extremidade livre, considerando-se os pesos lineares do 
tubo e do fl uido, juntamente com o peso próprio da massa fi nal é dada por (Timoshenko, 
1986): . A substituição dos dados do problema, fornece 

. O resultado pelo MEF, dado pelo código em MATLAB, é . 
Vê-se que os valores concordam, tanto pela análise teórica, quanto pela análise pelo MEF.

4.2 Análise dinâmica
Primeiramente, foram analisadas as frequências naturais do sistema para duas 

condições de carga: tubo cheio de fl uido e com a adição da massa fi nal. Para ambas as 
condições, a velocidade do escoamento é zero. A carga dinâmica foi aplicada ao sistema 
através de uma força tipo pulso com uma intensidade de , com sentido para 
baixo, durante um intervalo de tempo de aplicação do pulso de . Pode-se observar na 
Tabela 1 os valores das amplitudes e períodos das oscilações, para as duas confi gurações. 

Confi guração Amplitude [m] Período [s]
Sem massa adicionada 0,0307 0,1854
Com massa adicionada 0,0321 0,3441

Tabela 1. Amplitudes e períodos de oscilação para diferentes confi gurações.

O deslocamento vertical da extremidade livre é, portanto, devido apenas à carga 
de pulso aplicada. A variação da amplitude com a massa fi nal, em relação ao movimento 
livre, para  Ou seja, as amplitudes em 
ambos os casos são aproximadamente as mesmas, com uma baixa taxa de variação. Em 
seguida, para comparação do comportamento dinâmico, é anexada a massa fi nal de m 
=  na extremidade livre. A resposta dinâmica do sistema é mostrada na Fig. 3. 
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Observa-se que a rigidez dinâmica do sistema não varia signifi cativamente pela presença 
da massa fi nal, para o caso de tubo cheio sem escoamento de fl uido. Por outro lado, a 
variação do período de oscilação é de . O efeito da 
massa fi nal sobre o período de oscilação do sistema é signifi cativamente maior do que a 
confi guração sem a massa fi nal. Por outro lado, a frequência natural do sistema é reduzida 
em , com um valor de . Isto mostra que o efeito da adição da massa fi nal 
reduz signifi cativamente a frequência de oscilação do sistema. O novo ponto de equilíbrio 
dinâmico é  em relação ao ponto de equilíbrio estático.

Figura 3. Comportamento dinâmico para vibração livre com tubo cheio, sem escoamento (vf = 0 [m/s]) 

Deve-se notar que todos os valores foram dados pelo código MATLAB. A massa 
fi nal deslocou o ponto de equilíbrio dinâmico para uma nova posição, devido à gravidade. 
Assim, os principais efeitos observados devido à massa fi nal no comportamento dinâmico 
foram, primeiramente, a redução da frequência natural de oscilação do sistema, devido 
à inércia. O segundo efeito foi o de deslocar o equilíbrio dinâmico para um novo ponto, 
devido à gravidade. Sua infl uência não foi a de amortecer a amplitude de oscilação do 
sistema, como se poderia supor, à priori. Na verdade, as amplitudes observadas em ambas 
as confi gurações foram aproximadamente as mesmas, como pode ser visto na Tabela 1. 

Em seguida, o tubo foi preenchido totalmente com água, com uma velocidade de 
escoamento fi xa , com massas fi nais variáveis. O comportamento dinâmico é 
mostrado na Fig. 4. 
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Figura 4. Comportamento dinâmico amortecido do sistema, para diferentes massas adicionadas.

Observa-se que o sistema apresenta uma característica de oscilação com 
amortecimento. Para a massa fi nal igual a zero quilogramas, o sistema oscila verticalmente 
em torno de zero, no ponto de equilíbrio dinâmico. Isso é mostrado na curva em vermelho na 
Fig. 4. Para as massas fi nais de  e  o sistema é deslocado 
para um novo ponto de equilíbrio, de acordo com cada massa, para baixo, devido à força 
da gravidade, como visto anteriormente. Novamente, as massas têm o efeito de reduzir 
as frequências naturais do sistema. Pode-se observar que aumentando-se os valores das 
massas, o sistema oscila em intervalos de tempo crescentes. Sem massa adicionada, em 
cerca de 2,0 [s], a amplitude de oscilação é próxima de zero. Por outro lado, para uma 
massa de 0,100 [kg], após 4,0 [s] a amplitude de oscilação ainda está presente. Isso se 
deve às ações combinadas na resposta do sistema devido ao efeito de amortecimento das 
forças de Coriolis, o efeito de levantamento das forças centrífugas com o tempo, além do 
aumento dos períodos de oscilação devido à inércia das massas fi nais. 

Em seguida, é anexada a massa fi nal de um valor fi xo de m = 0,0625 [kg] na 
extremidade livre, variando-se as velocidades de escoamento do fl uido, como pode ser 
visto na Fig. 5.
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Figura 5. Comportamento dinâmico do sistema, com a massa fi nal m = 0.0625 [kg], para diferentes 
velocidades de escoamento do fl uido.

O comportamento do sistema é novamente amortecido dinamicamente devido ao 
fl uxo de fl uido. Da mesma forma que acima, o efeito da massa fi nal é deslocar o equilíbrio 
ponto do sistema para baixo, para um novo ponto de equilíbrio dinâmico localizado 
em aproximadamente −0,026 [m], abaixo do ponto de equilíbrio vertical nulo. O valor 
encontrado foi o mesmo para a simulação, conforme mostrado em Fig. 3. Como pode ser 
visto na Fig. 5, com um valor fi xo de massa fi nal, valores crescentes de velocidades de fl uxo 
induzem o aumento dos efeitos de amortecimento sobre o sistema. Pode-se notar que para 
a velocidade de fl uxo de 30 [m / s], o efeito de amortecimento é severo, com pouquíssimas 
oscilações, após aproximadamente 0,34 [s]. Além disso, para t = 0 [s], o sistema inicia de 
um ponto abaixo de −0,0415 [m], válido para todos os dados da análise anterior, ou seja, 
começa no ponto −0,0454 [m], e estabiliza em um ponto em aproximadamente −0,0284 
[m] que também é diferente do ponto de equilíbrio anterior, ou seja, −0,026 [m]. Este 
comportamento dinâmico particular pode ser explicado como o resultado da superposição 
dos efeitos combinados do fl uxo de fl uido, e o peso da massa fi nal. O fl uxo do fl uido tende 
a elevar a massa fi nal, devido às forças centrífugas que atuam no sentido para cima. A 
aceleração de Coriolis do fl uxo de fl uido contribui para o comportamento de amortecimento 
do sistema. Por outro lado, o peso da massa fi nal força todo o sistema para baixo devido ao 
campo gravitacional. Finalmente, foram analisadas as respostas de frequência do sistema. 
À proporção que a velocidade do fl uxo aumenta, a frequência do sistema diminui. A primeira 
frequência crítica para o sistema de tubulação de fl uido da solução exata de Rayleigh-Ritz é 
dada por , onde as massas lineares  são referidas como as massas 
lineares do fl uido e do tubo, respectivamente. Na presença do efeito de amortecimento, 
o valor numérico da frequência natural mínima do sistema é dado pelo valor absoluto 
mínimo das partes imaginárias dos autovalores do Matriz Hermitiana, . Na 
velocidade de fl uxo crítica  o deslocamento na extremidade livre 
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inicia em  e atinge o valor próximo a 0,0 [m] em cerca de 0,2 [s] (ver Fig. 6). 
Pode-se observar na Fig. 7, o comportamento caótico da aceleração na extremidade livre 
do tubo, com velocidade crítica de fl uxo de 19,17 [m/s].

Figura 6. Resposta dinâmica na velocidade crítica de escoamento do fl uido .

Figura 7. Forma caótica da aceleração na extremidade livre do tubo para a velocidade crítica de 
escoamento do fl uido 

Figura 7. Forma caótica da aceleração na extremidade livre do tubo para a velocidade crítica de Figura 7. Forma caótica da aceleração na extremidade livre do tubo para a velocidade crítica de 
.

5 |  CONCLUSÃO
O sistema de tubo-fl uido, na presença da massa fi nal, para diferentes velocidades 

de fl uxo, inicia com a característica de um fenômeno conhecido como salto, seguido por 
uma oscilação amortecida, ao longo do tempo. Os efeitos combinados de Coriolis e as 
forças centrífugas têm uma infl uência notável no comportamento dinâmico do sistema. O 
efeito de Coriolis atua como o de uma força de amortecimento reduzindo a amplitude de 
oscilação do sistema, ao longo do tempo. Por outro lado, as forças centrífugas tendem 
a elevar o sistema de tubulação de fl uido como um todo. Além disso, a ação combinada 
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dessas duas forças, com a força gravitacional atuando na massa final, é a de mover o ponto 
de equilíbrio dinâmico para um novo ponto localizado acima do ponto de equilíbrio estático. 
Outro ponto importante refere-se à influência da velocidade do fluxo do fluido na resposta 
dinâmica do sistema. Enquanto as velocidades de escoamento aumentam, as frequências 
naturais do sistema diminuem. Além disso, o sistema tem um comportamento caótico em na 
velocidade de escoamento crítica teórica. Notamos aqui que algumas limitações assumidas 
neste texto influenciaram significativamente os resultados do comportamento dinâmico do 
sistema. Isso abre a necessidade de levar em consideração, em análises futuras, algumas 
hipóteses como densidade de fluxo variável, a consideração de deslocamentos horizontais 
e efeitos de cisalhamento, citando apenas alguns temas de estudo.
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