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APRESENTAÇÃO

A Engenharia de Computação tem como definição ser o ramo da engenharia que 
se caracteriza pelo projeto, desenvolvimento e implementação de sistemas, equipamentos 
e dispositivos computacionais, segundo uma visão integrada de hardware e software, 
apoiando-se em uma sólida base matemática e conhecimentos de fenômenos físicos. 
O objetivo é a aplicação das tecnologias de computação na solução de problemas de 
Engenharia.

Deste modo, este livro, aborda diversos aspectos tecnológicos computacionais, tais 
como: o desenvolvimento de um jogo de RPG acessível em LIBRAS; uma reflexão quanto 
à necessidade de aplicação de supressores de surto como proteção de transformadores 
devido a eventos transitórios em manobras de disjuntores; um algoritmo para geração de 
contorno 2D envolvendo regiões irregulares; avaliação da influência das tensões residuais 
e imperfeições geométricas iniciais em colunas de aço submetidas à flexão em torno do 
eixo de menor inércia; os esforços em estruturas laminares, de características de geometria 
e carregamentos diversos através da implementação computacional de um elemento finito 
sólido hexaédrico de 8 nós programado com uma linguagem computacional de alto nível; 
uma análise computacional realizada através do programa SAP2000; a estabilidade e as 
vibrações de anéis e tubulações apoiados em uma fundação elástica de Pasternak; um 
controlador neural para dois elos de um robô manipulador de três graus de liberdade (3 
GDL); uma ferramenta de autoria para livros relacionados a área da educação; um aplicativo 
com propósito de aumentar a taxa de reciclagem e minimizar os danos ambientais devido ao 
descarte incorreto de resíduos na natureza; a conscientização de crianças e adolescentes 
sobre as ocorrências de bullying; uma aplicação web interativa, de fácil utilização e interface 
amigável, por meio do pacote Shiny, destinada aos tópicos de intervalo de confiança e 
dimensionamento de amostra para o parâmetro proporção; segmentar e detectar, por meio 
de redes neurais convolutivas, as pás dos raspadores de escória em panelas de ferro gusa 
do Reator Kambara de uma siderúrgica; integrar a Biblioteca Digital de Artigos (IFPublica) 
e a Plataforma de Digital de Inscrição e Administração de Projetos (PDIAP), por meio de 
adaptações nos dois projetos, para impedir erros humanos e automatizar o processo de 
cadastro de artigos do PDIAP na base de dados do IFPublica.

Assim, espero que a presente obra venha a se tornar um guia aos estudantes e 
profissionais da área de Engenharia de Computação, auxiliando-os em diversos assuntos 
relevantes da área, fornecendo a estes novos conhecimentos para poderem atender as 
necessidades informacionais, computacionais e de automação das organizações de uma 
forma geral. Por fim, agradeço aos autores por suas contribuições na construção desta 
importante obra e desejo muito sucesso a todos os nossos leitores.

Ernane Rosa Martins
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RESUMO: Este trabalho propõe-se a estudar 
os esforços em estruturas laminares, de 
características de geometria e carregamentos 
diversos através da implementação computacional 
de um elemento finito sólido hexaédrico de 8 nós 
programado com uma linguagem computacional 
de alto nível. Este elemento é aprimorado através 
do método dos modos incompatíveis, que tem 
por finalidade melhorar a desempenho do 
elemento em situações de esforços multiaxiais, 
comumente presentes em estruturas de 
superfície. A metodologia de criação do código 
e execução das análises é discutida. Então, 
são feitas análises comparativas através de 
exemplos numéricos de estruturas laminares, 
com o propósito de estudar o desempenho 
do algoritmo desenvolvido e comparar seus 
resultados com os valores finais de análises 
feitas por outros autores, através de métodos 
teóricos e obtidos por meio de modelagem das 
estruturas em software comercial. As análises 
se dão no âmbito estático, linear e elástico. 
Verifica-se que o enriquecimento do elemento 
sólido hexaédrico de oito nós, de baixa ordem, 
melhora significativamente seu desempenho em 
análises de estruturas laminares, o tornando uma 
alternativa viável para a aplicação. Atesta-se o 
bom desempenho do algoritmo desenvolvido, 
por meio da comparação de seus resultados com 
aqueles obtidos via software comercial. 
PALAVRAS-CHAVE: Estruturas Laminares, 
Modos Incompatíveis, Método dos Elementos 
Finitos; elemento hexaédrico de baixa ordem.  
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ANALYSIS OF PLATES AND SHELLS USING AN INCOMPATIBLE 3D SOLID 
ELEMENT 

ABSTRACT: The objective of this work is to study plates and shells, with different geometry 
and loadings through the computational implementation of an 8-node hexahedral solid finite 
element programmed with a high-level computational language. This element is improved 
through the method of incompatible modes, which aims to improve the performance of the 
element in situations of multiaxial efforts state, commonly present in plate and shells. Analyzes 
are made through numerical examples, with the purpose of studying the performance of the 
developed algorithm and comparing its results with analyzes made by other authors, through 
theoretical methods and obtained by modeling the structures in packages commercial. It is 
verified that the enrichment of the hexahedral solid element of low order, significantly improves 
its performance in analyzes of plates and shells, making it a viable alternative for application. 
The good performance of the developed algorithm is attested, by comparing its results with 
those obtained via commercial software. 
PALAVRAS-CHAVE: Plates and shells, Incompatibles modes, FEM, lower order brick 
element.

1 | 	INTRODUÇÃO
As estruturas laminares têm vasta aplicação na engenharia, desde as mais comuns 

estruturas planas, como as placas, até aplicações mais complexas e não-planas, como as 
cascas. Por serem caracterizadas por geometrias onde uma das dimensões (espessura) 
é muito menor que suas outras (comprimento e largura), existem muitas opções 
geométricas possíveis para a concepção de seus modelos. Assim, pode-se aumentar o 
grau de complexidade da modelo de uma estrutura laminar, adicionando curvaturas em sua 
superfície, modificando as condições de contorno e aplicando diferentes configurações de 
cargas.

Estas estruturas requerem soluções analíticas complexas para a obtenção de seus 
esforços solicitantes, essenciais para seu posterior dimensionamento, com emprego de 
equações diferenciais e soluções via séries, como a Solução de Navier ou Solução de 
Levy, entre outros métodos. A complexidade da solução analítica varia de acordo com a 
complexidade geométrica da estrutura laminar, bem como de suas condições de contorno. 
Considerando que sua solução analítica com condições de carregamento e contorno simples 
já apresenta elevado grau de complexidade, a análise dessas estruturas submetidas a 
condições menos comuns se torna ainda mais difícil.

Em casos onde métodos simplificados não podem ser aplicados restam duas 
opções: a complexa solução analítica ou a aplicação de métodos numéricos. Estes últimos 
fornecem uma solução aproximada para a análise estrutural, e são, geralmente, a melhor 
alternativa quando se precisa obter resultados detalhados. O método numérico tratado neste 
trabalho é o Método dos Elementos Finitos (MEF), que possui ampla aplicação na análise 
de estruturas de diferentes tipos. Seu conceito consiste na discretização do domínio da 
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estrutura em elementos, resultando na composição de uma malha de elementos finitos. Os 
elementos presentes na malha interagem entre si através de seus nós, quando a estrutura 
é submetida a uma condição de carregamento. 

Interação dos elementos resulta em uma análise numérica que retorna resultados 
aproximados para a condição geométrica e de carregamento submetida. Desta forma, o 
MEF é um método numérico que entrega resultados que se aproximam das soluções obtidas 
através dos métodos analíticos, sendo possível obter um grande volume de informações 
acerca do estado de carregamento interno da estrutura. 

A proposta deste trabalho é a aplicação do elemento sólido hexaédrico enriquecido 
com modos incompatíveis na análise de placas no âmbito linear e elástico, demonstrando 
sua eficácia para estre tipo de aplicação. Os resultados de análises lineares são usualmente 
empregados na verificação de estados limite último e de serviço de estruturas.

Elemento sólido hexaédrico padrão e o elemento sólido incompatível foi 
implementado em rotina própria, utilizando linguagem de programação MATLAB®, e sua 
formulação é brevemente discutida nos tópicos posteriores. São feitas análise de modelos 
numéricos de estruturas laminares e seus resultados são comparados com resultas obtidos 
através da modelagem CAE executada no software comercial ABAQUS®, resultados obtidos 
por outros autores e soluções analíticas de referência.

2 | 	ELEMENTO SÓLIDO INCOMPATÍVEL

2.1	 Formulação do elemento hexaédrico de baixa ordem
O elemento sólido hexaédrico de baixa ordem é caracterizado como trilinear tendo, 

portanto, geometria tridimensional. O elemento possui 8 nós, localizados em cada um de 
seus vértices. Este elemento é mapeado para um hexaedro através do uso de coordenadas 
naturais ξ, η, e μ, o que pode ser visto na Fig. 1 a seguir, portanto apresenta funções de forma 
em termos deste sistema (KATTAN, 2008). Estas funções são lineares, portanto, o elemento 
padrão apresenta maior rigidez quanto a representação de estados de carregamento 
flexionais. Para isto a inserção de modos incompatíveis melhora significativamente seu 
desempenho pela natureza quadrática de suas funções interpoladoras adicionais (SILVA 
e SILVA, 2017). 
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Figura 1 - Elemento sólido hexaédrico de 8 nós. a) coord. cartesianas; b) coord.naturais.

Fonte: Vázquez e López, 2001.

As funções de deslocamento para um elemento isoparamétrico são dadas por,

em que ξ, η, μ e  são as coordenadas para os eixos naturais. As coordenadas 
cartesianas em qualquer ponto do elemento são:

E suas funções de forma, também conhecidas como funções de interpolação são 
dadas por,
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O Jacobiano do elemento é expresso pela matriz,

Assim, a matriz de deformação do elemento é,

Expressa de maneira explícita, como sendo,

A matriz constitutiva para 3 dimensões, levando em consideração as características 
do material, o módulo de elasticidade E e coeficiente de Poisson v é dada por:
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Finalmente, a matriz de rigidez do elemento sólido hexaédrico de 8 nós é expressa 
por:

Assim, pode-se calcular os deslocamentos da estrutura, por meio de:

Sendo que {F} é o vetor contendo as forças internas em cada um dos graus de 
liberdade dos nós da estrutura (3 graus de liberdade por nó para o elemento hexaédrico), 
{K} é a matriz de rigidez global da estrutura e {U} é o vetor de deslocamentos dos graus de 
liberdade nodais.

As deformações (10a) e tensões (10b) compatíveis na estrutura são calculados 
através das equações,

Tendo como resultado da equação, seis componentes de deformação (11a) e seis 
componentes de tensão (11b) por ponto de integração do elemento,

Por fim, as forças nodais internas do elemento, são dadas pela integral:

2.2	 Formulação do elemento hexaédrico incompatível
Por meio do método dos modos incompatíveis adiciona-se um novo campo de 

deslocamento ao elemento sólido padrão, melhorando sua resposta a situações de esforços 
multiaxiais. A seguir, sua formulação matemática é discutida.

A energia de deformação de um corpo elástico é definida por,

Que quando derivada em relação aos deslocamentos d e aos parâmetros α* resulta 
nas equações de equilíbrio do elemento expressas por,

em que q é o vetor de forças nodais equivalentes e α* é dado por:
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Assim, as submatrizes de rigidez do sistema são definidas pelas equações,

em que Bɑ é a matriz deformação-deslocamento para modos incompatíveis, 
expressa por

e M1, M2 e M3  são as funções de interpolação para modos incompatíveis, expressas 
por,

Estas funções de forma, juntamente com o vetor de deslocamentos generalizados 
da formulação incompatível são responsáveis por acrescentar aos deslocamentos no 
interior do elemento (uu) uma parcela de deslocamentos incompatível (uɑ). Desta forma os 
deslocamentos para o elemento se tornam,

Retornando à equação (14), após a derivação dos termos, temos
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em que ξ, η e μ são os valores das coordenadas de Gauss para cada nó e os 
coeficientes J0 são os valores do Jacobiano avaliado no centroide do elemento, onde as 
coordenadas ξ, η e μ assumirão valor igual a zero. Sendo assim, a matriz de rigidez do 
elemento será dada pela expressão:

Desta forma, obtidos a matriz de rigidez global da estrutura e o vetor de forças 
nodais, segue-se o cálculo dos deslocamentos para o elemento hexaédrico enriquecido 
com modos incompatíveis. 

As tensões e deformações agora têm uma parcela de contribuição referente aos 
modos incompatíveis, que deve ser somada à parcela compatível, tendo como resultado 
o aprimoramento nos valores obtidos da análise. Desta forma, temos que as deformações 
(22) e tensões (23) para o elemento incompatível, são expressas por:

3 | 	ANÁLISES E RESULTADOS
A seguir são feitas análises de problemas benchmarks de estruturas laminares no 

âmbito isotrópico linear-elástico, com a finalidade de demonstrar a capacidade do elemento 
implementado para este tipo de aplicação. Os resultados obtidos são comparados com 
aqueles encontrados na literatura ou calculados utilizando software comercial. É realizada 
uma breve discussão dos resultados obtidos.

3.1	 Viga fina torcida
A viga exposta na Fig. 2 tem comprimento L = 12 mm, largura de W = 1,1 mm e 

espessura t = 0,05 mm.  A estrutura é submetida a dois tipos de carregamento – um deles 
perpendicular ao plano da face da viga e outro paralelo a esta. Ambas as cargas são de 
magnitude F = 1,0 N, aplicadas na borda. Seu material apresenta Módulo de Elasticidade 
E = 29×106 N/mm2 e Coeficiente de Poisson v = 0,22. Os resultados são apresentados 
nas Tabelas 1 e 2. Nestas, as soluções obtidas são divididas pela solução de referência 
indicada, sendo portanto, adimensionais.

De acordo com Mostafa (2013) este exemplo foi inicialmente proposto por McNeal 
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e Harder (1985) com o propósito de testar a performance do elemento em situações de 
distorção. Foram obtidos ótimos resultados para o elemento implementado, em comparação 
à solução analítica de referência e aos resultados obtidos por Mostafa (2013), utilizando 
48 elementos.

Figura 2: Viga torcida com aplicação de forças fora do plano no plano e fora do plano.

Núm. de Elem. Mostafa (2013) Presente trabalho
48×8 1,000 1,003

Tabela 1: Viga torcida – força no plano (solução de referência = 1,378 mm).

3.2	 Placa engastada com carga pontual central
A placa apresenta comprimento e largura iguais, sendo L = W = 100 mm. Sua 

espessura é t = 1 mm. O módulo de elasticidade do seu material é E = 104 N/mm2 e seu 
coeficiente de Poisson é υ = 0,3. É submetida a uma carga pontual P = 20 N em seu 
centro. Aproveitando a simetria, apenas ¼ da placa foi discretizado para a análise. Foram 
adotadas 4 malhas com Ne = 4 (2×2×1), 16 (4×4×1), 64 (8×8×1) e 256 (16×16×1). A Fig. 3 
ilustra a estrutura em questão.



 
Coleção desafios das engenharias: Engenharia de computação Capítulo 6 79

Figura 3: Placa engastada com carga pontual central.

A Tabela 4 apresenta os resultados em comparação com os dados obtidos por 
Silva e Silva (2017) e através do software comercial ABAQUS®. As soluções obtidas são 
divididas pela solução de referência indicada, sendo portanto, adimensionais.

Número de Elementos Silva e Silva (2017) Presente trabalho ABAQUS ®
4 0,074 0,073 0,073
16 0,553 0,553 0,556
64 0,941 0,941 0,943
256 0,998 0,998 0,999

* Solução de referência = -1,22304 mm.

Tabela 4: Deslocamentos (em mm) na direção da carga divididos pela solução de referência*.

Também é possível observar a melhoria de performance obtida através da 
implementação de modos incompatíveis em relação ao elemento padrão através deste 
exemplo. A Tabela 5 expõe os resultados para os dois métodos. É visto que os valores 
obtidos para o elemento padrão são consideravelmente distantes do valor teórico obtido 
via método analítico, mesmo para malhas com maiores quantidades de elementos (64 e 
256). O erro relativo, quando comparados o elemento padrão e sua versão melhorada com 
modos incompatíveis, é de 90% para a malha de 64 elementos e de 73% para a malha de 
256 elementos. Este percentual demonstra o quão distante estão os valores para os dois 
tipos de elementos, sendo que a versão com modos incompatíveis apresenta uma solução 
muito mais próxima do valor teórico calculado, apresentando um erro relativo em relação 
ao valor de deslocamento teórico de apenas 0,17% para a malha de 256 elementos. Isso 
se dá porque os resultados do elemento padrão para os deslocamentos não conseguem 
representar, do ponto de vista quantitativo, o comportamento físico da placa, visto que 
este tipo de elemento é apropriado para situações onde o elemento estrutural está sujeito 
apenas a tração e compressão simples (Silva & Silva, 2017).
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Número de Elementos Presente Trabalho - Elemento 
Padrão

Presente Trabalho - Elemento 
com Modos Incompatíveis

4 0,006 0,073
16 0,025 0,553
64 0,089 0,941
256 0,268 0,998

* Solução de referência = -1,22304 mm.

Tabela 5: Deslocamentos (em mm) na direção da carga divididos pela solução de referência*.

3.3	 Cilindro comprimido com diafragmas rígidos em suas bordas
O cilindro apresentado na Fig. 4 está submetido a duas cargas diametralmente 

opostas, que o submetem a um estado de compressão, de magnitude P = 1,0 N. Apresenta 
módulo de elasticidade de E = 3×106 N/mm2 e coeficiente de Poisson v = 0,3. Seu raio é 
de R = 300 mm, com comprimento L = 600 mm e espessura t = 3,0 mm. Foram adotadas 4 
malhas, cuja referência para o número de elementos é a quantidade de elementos presente 
na borda do cilindro, para ¼ de sua circunferência total, com um elemento ao longo da 
altura.         

A Tabela 6 apresenta os valores obtidos com o elemento em estudo em comparação 
aos resultados obtidos pelo software ABAQUS® com emprego do elemento C3D8I, presente 
em sua biblioteca.  Isto é feito com a finalidade de comparar a formulação implementada 
com os resultados obtidos por uma formulação similar, porém, em software comercial 
Segundo Mostafa (2013) este modelo foi incialmente proposto por Belytschko (1984) para 
elementos de casca, avaliando a performance do elemento para a flexão multiaxial e modos 
de membrana complexos.

Figura 4: Cilindro comprimido com diafragmas rígidos em suas bordas.
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Número de Elementos ABAQUS C3D8I Presente trabalho
4 0,145 0,146
8 0,402 0,401
16 0,575 0,553

* Solução de referência = 1,8248×10-5 mm.

Tabela 6: Deslocamentos (em mm) na direção da carga divididos pela solução de referência*.

3.4	 Casca hemisférica com abertura superior de 18° 
A geometria da estrutura é exposta na Fig 5. Seu raio é de R = 10,0 mm com espessura 

t = 0,04 mm.  A casca apresenta uma abertura de 18° com o eixo z, de acordo com o 
esquema de eixos representado na imagem. Sua borda esquerda apresenta deslocamento 
nulo em relação ao eixo x, assim como sua borda direita tem deslocamento nulo em relação 
ao eixo y, enquanto suas bordas inferior e superior apresentam deslocamento livre em todas 
as direções. Isto é dado para aproveitar-se da simetria do hemisfério, com discretização de 
½ da estrutura completa. 

A casca é submetida a dois pares de forças, ao longo dos eixos x e y, de magnitude 
F = 1,0 N. O material apresenta comportamento isotrópico linear elástico com módulo de 
elasticidade E = 6,825×107 N/mm2 e coeficiente de Poisson v = 0,3. A Tabela 7 apresenta 
os resultados obtidos para a formulação implementada em comparação com os resultados 
obtidos por Mostafa (2013), tendo como solução de referência Ux = 0,0940 mm. O elemento 
apresenta bons resultados, com convergência satisfatória dos resultados em relação à 
solução de referência, apresentando melhores resultados para malhas com mais elementos. 
Isto se dá devido à complexidade geométrica da estrutura.

Figura 5: Casca hemisférica com abertura superior de 18°.
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Número de Elementos Mostafa (2013) Presente trabalho
16 × 16 0,986 0,769
32 × 32 0,990 0,972

* Solução de referência = 1,8248x10-5 mm.

Tabela 7: Deslocamentos (em mm) na direção da carga divididos pela solução de referência*.

4 | 	CONSIDERAÇÕES FINAIS
Comprova-se que a adição de modos incompatíveis ao elemento sólido hexaédrico 

de oito nós melhora de forma significativa o desempenho do elemento e, consequentemente, 
os resultados de sua aplicação na análise de estruturas laminares. É correto afirmar que 
no estudo de superfícies, a utilização de elementos sólidos pode ser vantajosa dada a 
simplicidade de sua formulação (em relação a outros elementos como casca/shell), afinal 
a aplicação de um elemento mais simples acarreta um menor custo computacional, 
principalmente quando se trata de análises mais complexas. Além disso, em análises em 
que processos iterativos estão presentes (não-linearidades geométricas e dos materiais), 
elementos com menos graus de liberdade são preferíveis. Observa-se que elementos mais 
complexos e robustos (como o EAS – Enhanced Assumed Strain) para aliviar travamentos 
estão disponíveis na literatura, entretanto, como demonstram as análises, o elemento 
incompatível apresenta excelente perfomance, mesmo quando utilizado para simular 
estruturas complexas. Cabe salientar que o método dos modos incompatíveis tem sido 
pouco utilizado recentemente em benchmarks mais exigentes de placas e cascas.

O desenvolvimento de ferramentas computacionais aprimoradas continua relevante, 
sobretudo, em problemas complexos que seriam inviáveis de solucionar analiticamente, ou 
que teriam uma solução analítica relativamente complexa ou impossíveis, como no caso 
das estruturas estudadas aqui.

O elemento implementado apresenta ótimos resultados nos comparativos com os 
resultados obtidos via software ABAQUS® e resultados de outros autores, demonstrando 
sua capacidade e a qualidade de sua implementação. Tendo em vista que softwares 
comerciais cobram um preço relativamente elevado para a compra de uma licença, ter 
um algoritmo próprio que executa as mesmas análises é viável. A versão estudantil do 
ABAQUS® apresenta uma limitação de 1000 nós por análise e outros softwares apresentam 
limitações de forma parecida ao usuário estudante, enquanto que na rotina desenvolvida 
não há essa limitação, permitindo a discretização de estruturas sem limites no número 
de nós ou elementos. Sendo assim, a rotina pode ser empregada de maneira didática, 
ao expor a metodologia de implementação do método e permitir a execução de análise 
estrutural de forma educacional. A rotina desenvolvida não está restrita apenas à análise 
de estruturas laminares, mas se estende para todos os tipos de estrutura que possam ser 
discretizadas através do uso de elementos sólidos. Desta forma, estruturas como vigas, 
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blocos e cascas podem ser analisadas. 
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