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APRESENTAÇÃO

A Engenharia de Computação tem como definição ser o ramo da engenharia que 
se caracteriza pelo projeto, desenvolvimento e implementação de sistemas, equipamentos 
e dispositivos computacionais, segundo uma visão integrada de hardware e software, 
apoiando-se em uma sólida base matemática e conhecimentos de fenômenos físicos. 
O objetivo é a aplicação das tecnologias de computação na solução de problemas de 
Engenharia.

Deste modo, este livro, aborda diversos aspectos tecnológicos computacionais, tais 
como: o desenvolvimento de um jogo de RPG acessível em LIBRAS; uma reflexão quanto 
à necessidade de aplicação de supressores de surto como proteção de transformadores 
devido a eventos transitórios em manobras de disjuntores; um algoritmo para geração de 
contorno 2D envolvendo regiões irregulares; avaliação da influência das tensões residuais 
e imperfeições geométricas iniciais em colunas de aço submetidas à flexão em torno do 
eixo de menor inércia; os esforços em estruturas laminares, de características de geometria 
e carregamentos diversos através da implementação computacional de um elemento finito 
sólido hexaédrico de 8 nós programado com uma linguagem computacional de alto nível; 
uma análise computacional realizada através do programa SAP2000; a estabilidade e as 
vibrações de anéis e tubulações apoiados em uma fundação elástica de Pasternak; um 
controlador neural para dois elos de um robô manipulador de três graus de liberdade (3 
GDL); uma ferramenta de autoria para livros relacionados a área da educação; um aplicativo 
com propósito de aumentar a taxa de reciclagem e minimizar os danos ambientais devido ao 
descarte incorreto de resíduos na natureza; a conscientização de crianças e adolescentes 
sobre as ocorrências de bullying; uma aplicação web interativa, de fácil utilização e interface 
amigável, por meio do pacote Shiny, destinada aos tópicos de intervalo de confiança e 
dimensionamento de amostra para o parâmetro proporção; segmentar e detectar, por meio 
de redes neurais convolutivas, as pás dos raspadores de escória em panelas de ferro gusa 
do Reator Kambara de uma siderúrgica; integrar a Biblioteca Digital de Artigos (IFPublica) 
e a Plataforma de Digital de Inscrição e Administração de Projetos (PDIAP), por meio de 
adaptações nos dois projetos, para impedir erros humanos e automatizar o processo de 
cadastro de artigos do PDIAP na base de dados do IFPublica.

Assim, espero que a presente obra venha a se tornar um guia aos estudantes e 
profissionais da área de Engenharia de Computação, auxiliando-os em diversos assuntos 
relevantes da área, fornecendo a estes novos conhecimentos para poderem atender as 
necessidades informacionais, computacionais e de automação das organizações de uma 
forma geral. Por fim, agradeço aos autores por suas contribuições na construção desta 
importante obra e desejo muito sucesso a todos os nossos leitores.

Ernane Rosa Martins
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RESUMO: Estudos já realizados mostraram 
que anéis e tubulações elásticas de paredes 
finas estão sujeitos a instabilidades quando sob 
tensões compressivas. A natureza seguidora da 
força devida à pressão hidrostática influencia 
fortemente a carga de flambagem e a previsão da 
carga de flambagem crítica pode ser de até 50% 
se este efeito for desprezado para anéis esbeltos. 
Neste trabalho, foram estudadas a estabilidade e 
as vibrações de anéis e tubulações apoiados em 
uma fundação elástica de Pasternak. O estudo 
começou com a formulação de funcionais de 
energia de deformação interna, com base na 
teoria não linear descrita em Brush e Almroth 
(1975), energia potencial de cargas externas, 
energia de deformação interna da fundação de 
Pasternak e energia cinética. Com base na função 

de Lagrange e no princípio de Hamilton, foram 
obtidas as equações não lineares do movimento 
do anel, as quais, posteriormente, ao serem 
linearizadas, dão origem às expressões analíticas 
para o cálculo das frequências naturais e modos 
de vibração. Através do critério do equilíbrio 
adjacente e da energia potencial mínima, foram 
derivadas as equações de equilíbrio crítico, 
então foi possível torná-las adimensionais para 
estudo, através de uma análise paramétrica, que 
mostra a influência dos parâmetros geométricos 
e físicos do anel e da fundação na carga crítica, 
frequências naturais e relação não linear carga-
frequência, considerando o efeito da força 
seguidora da pressão hidrostática. 
PALAVRAS-CHAVE: Estabilidade estrutural, 
carga crítica, frequências naturais, fundação 
elástica, fundação de Pasternak.

BUCKLING AND VIBRATION OF 
SLENDER RINGS AND PIPES ON AN 

ELASTIC FOUNDATION
ABSTRACT: Previous studies have shown that 
thin-walled elastic rings and pipes when under 
a state of compressive stresses are subject to 
instability. The following nature of the force due 
to the hydrostatic pressure strongly influences 
the buckling load and the forecast of the critical 
buckling load can be up to 50% if this effect is 
neglected, for slender rings. In this work, the 
stability and vibrations of thin-walled rings 
and pipes on an elastic Pasternak base were 
studied. The study began with the formulation of 
internal deformation energy functionals, based 
on the nonlinear theory described in Brush 
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and Almroth (1975), potential energy of external loads, internal deformation energy of the 
Pasternak foundation and kinetic energy. Based on the Lagrange function and the Hamilton 
principle, the nonlinear equations of motion of the ring were obtained, which, later, when it 
was linearized, it derived the analytical expressions for the calculation of natural frequencies 
and modes of vibration. Through the criterion of the adjacent equilibrium and the minimum 
potential energy, the equations of critical equilibrium were derived, then it was possible to 
make them dimensionless to study, through a parametric analysis, which shows the influence 
of the geometric and physical parameters on the critical load, natural frequencies and load-
frequency nonlinear relation, considering the follower force effect of the hydrostatic pressure. 
KEYWORDS: Structural stability, critical load, vibration frequencies, elastic foundation, 
Pasternak foundation.

1 |  INTRODUÇÃO
Anéis e tubulações têm uma variedade de aplicações na engenharia civil, mecânica 

e biomecânica e, em muitos casos, são envolvidos por um meio elástico. Esta pesquisa 
estuda as características de flambagem e vibração de anéis e tubulações apoiados em 
uma base elástica de Pasternak [3], [6], usando uma formulação não linear [2], [5], a 
equação de flambagem pode ser deduzida usando a teoria de flambagem de Euler para 
tubulações longas modelando-as como um anel [5].  A análise de estabilidade e vibração 
de anéis e cascas cilíndricas longas continua sendo um assunto de pesquisa significativo 
devido a várias aplicações tecnológicas com contribuições modernas, incluindo [1], [4], [8]. 
A influência dos parâmetros geométricos e físicos na carga crítica, frequências naturais e 
relação carga-frequência não linear, considerando o efeito da força seguidora da pressão 
hidrostática é observada através da análise paramétrica.

2 |  FORMULAÇÃO
Para geometria, considera-se um anel circular fino de raio ɑ, seção transversal com 

base b e espessura h. Para um ponto a ser analisado, o raio ɑ faz um ângulo θ com os eixos 
cartesiano x. Com o ângulo e o raio, o problema é formulado em coordenadas polares como 
ilustrado na Figura 1. 

Para os graus de liberdade no ponto analisado, há um vetor, cujas componentes 
são v̅ (circunferencial) e w̅ (radial) e as magnitudes desses vetores são v e w, que são os 
deslocamentos radial e circunferencial, respectivamente. 

Para o carregamento, o anel está sob pressão hidrostática de magnitude q.



 
Coleção desafios das engenharias: Engenharia de computação Capítulo 11 145

Figura 1: Anel sob pressão hidrostática: geometria e Sistema de coordenadas. (a) Kyriakides e Corona 
(2007) adaptado pelos autores.

Considera-se que o material é elástico, isotrópico e linear, com modulo de elasticidade 
E e ρ com massa por unidade de volume. 

A energia potencial do anel sob pressão hidrostática é dada por [2].

onde A e I são respectivamente a área e o momento de inércia da seção transversal, 
w e v são os deslocamentos radial e circunferencial, respectivamente, e (  )' = ∂/∂θ. 

A energia potencial gravitacional da pressão hidrostática é escrita como

A energia interna de deformação para o modelo de fundação de Pasternak toma a 
forma [3], [6]:

onde a reação da fundação é determinada por uma constante de mola radial Kr (o 
módulo de reação da fundação de Winkler, que representa a resistência à compressão do 
solo) em combinação com um parâmetro Kg, que é responsável pelo efeito de cisalhamento 
do solo.

A energia cinética do anel esbelto considerando a inércia à rotação é dada por
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onde ρ é a massa por unidade de volume, o ponto representa a derivada com 
relação ao tempo.

As equações de equilíbrio crítico são dadas por

A solução analítica dos modos de flambagem e vibração assume a forma:

onde n é o número de ondas circunferenciais.
Aplicando as soluções e escrevendo em forma matricial:

Sabendo que as matrizes de rigidez KE e a matriz de rigidez geométrica KG são 
dadas respectivamente por

e também que a matriz de massa toma a forma:

A equação característica |KE - qKG| do problema de autovalores de estabilidade leva 
à seguinte sequência de autovalores:

onde os seguintes termos não dimensionais são usados: q ̅ = qɑ3/EI ; K ̅
r = Krɑ4 / EI 

; K ̅
gɑ2 / EI. Para um tubo longo, a rigidez é reescrita como EI = Eh3 / 12(1-v2) onde v é o 

coeficiente de Poison [5].
A equação característica |(KE - qKG) - ω2M | = 0 do problema de autovalor de vibração 

livre não amortecida leva aos seguintes autovalores para as frequências naturais do anel 
carregado:
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onde  na frequência não dimensional e  é a frequência 
em rad/s correspondente ao modo flexural. O segundo autovalor mais alto  corresponde 
aos movimentos circunferenciais.

3 |  RESULTADOS
Usando as expressões analíticas não dimensionais deduzidas, uma análise 

paramétrica detalhada é agora realizada para estudar o efeito da fundação na carga crítica, 
frequências naturais e na relação de carga-frequência.

3.1 Carga crítica
A Figura 2 (a) mostra a variação das cargas críticas em função do número de ondas 

circunferenciais n para valores selecionados do parâmetro de rigidez da fundação de 
Winkler K ̅

r. Para K ̅
r =0, a carga crítica corresponde a n = 2 com q̅cr =3 [2], [5]. Se o efeito 

de força seguidora de pressão hidrostática não for considerado na Eq.(1) q̅cr, aumenta 
para 4.5. À medida que K ̅

r aumenta, a carga crítica e o número de ondas circunferenciais 
associados à carga crítica aumentam. A Figura 2 (b) mostra a variação das cargas críticas 
em função da rigidez da fundação K ̅

r, onde a variação do número de ondas crítico n com a 
rigidez da fundação é claramente observada. 
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Figura 2: Variação da carga crítica (a) com o número de ondas circunferenciais n para valores 
selecionados de rigidez da fundação Kr̅; (b) com a rigidez da fundação Kr̅ para valores selecionados de 

n.

A Figura 3 ilustra a influência do parâmetro de rigidez da fundação K ̅
g na carga 

crítica. Conforme observado na Eq., a carga aumenta com K ̅
g e n2.

Para um dado valor de n, a diferença entre cargas de bifurcação sucessivas diminui 
à medida que K ̅

r aumenta.
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Figura 3: Variação da carga crítica com a rigidez da fundação K̅
r para valores selecionados do 

parâmetro de rigidez da fundação Pasternak Kg̅ e n = 2.

Schmidt [7] discute as diferentes expressões e valores da pressão crítica de anéis 
esbeltos como uma função da carga de modelagem e mostra que geralmente q̅cr = k2 com 
k2 variando entre 0,701 e 5,6, mostrando a importância descrição da carga nos resultados.

3.2 Frequências naturais
Na análise paramétrica apresentada a seguir, observou-se que a influência da inércia 

à rotação na matriz de massa é desprezível para anéis esbeltos com ɑ/h ≥ 50, já que todos os 
resultados são praticamente coincidentes com aqueles obtidos desconsiderando a inércia 
à rotação. Assim os resultados considerando a inércia à rotação não são apresentados.

A Figura 4 mostra a variação da frequência natural adimensional de flexão ω̅1 com 
o número de ondas circunferenciais n para quatro valores de ɑ/h (ɑ/h = 20, 50, 100 e 500) 
e valores selecionados da rigidez da fundação K ̅

r (K ̅
r = 100, 500, 1000). Quanto maior o 

número de ondas circunferenciais n, maior a frequência natural. Quanto maior a razão ɑ/h, 
ou seja, quanto mais esbelto o anel, menores os valores de frequências naturais para os 
mesmos números de ondas circunferenciais n. Como esperado, as frequências naturais 
aumentam à medida que a rigidez da fundação aumenta. Para um dado valor de ɑ/h, a 
diferença entre as frequências naturais diminui à medida que n aumenta.
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Figura 4: Variação da menor frequência natural adimensional do anel com fundação em função do 
número de ondas circunferenciais n para ɑ/h = 20, 50, 100 e 500 e valores selecionados da rigidez da 

fundação K ̅
r.

A Figura 5 ilustra a influência do parâmetro de fundação de Winkler K ̅
r nas quatro 

frequências naturais mais baixas, onde de acordo com a Figura 4, as frequências naturais 
de flexão aumentam com n. Inicialmente, a influência da rigidez da fundação é muito 
pequena, mas para K ̅

r >106, as frequências naturais aumentam constantemente com K ̅
r. A 

diferença entre as frequências naturais consecutivas também aumenta.
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Figura 5: Variação das quatro menores frequências naturais do anel ω1̅ em função de K ̅
r.

A Figura 6 ilustra a influência dos parâmetros de fundação de Pasternak K ̅
r e K ̅

g 
nas frequências naturais mais baixas (n = 2). A frequência fundamental aumenta com K ̅

g 
para um dado valor de K ̅

r, sendo sua influência particularmente importante para K ̅
r <106. A 

influência de K ̅
g diminui à medida que K ̅

r aumenta e desaparece para grandes valores de 
K ̅

r (fundação rígida).

  

Figura 6: Variação das frequências naturais mais baixas do anel (n=2) em função de K ̅
r para valores 

selecionados de Kg̅.

3.3 Relação carga-frequência
Sabe-se que em estruturas sujeitas a flambagem, as tensões de compressão têm 
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forte influência nas frequências naturais com a frequência natural mais baixa tornando-se 
zero na carga crítica.

A Figura 7 ilustra a influência do parâmetro de rigidez K ̅
r na relação carga-frequência 

para K ̅
g = 0 e ɑ/h = 50 para os quatro valores de frequências naturais mais baixas.
Para K ̅

r=10 (Figura 7a), observa-se que à medida que o valor da carga de compressão 
aumenta, os valores das frequências diminuem até chegar à carga de bifurcação em 
cada modo. Nota-se que há uma grande influência do carregamento nas frequências de 
vibração. Para efeito prático, quando se atinge a primeira carga crítica, um dos autovalores 
se torna negativo e ocorre a flambagem, passando a estrutura a vibrar em torno de uma 
configuração de equilíbrio pós-crítica.

Para K ̅
r=100 (Figura 7b), um comportamento diferente já é observado com a curva 

em relação a n = 2 cruzando as outras 3 curvas. Para o anel sem carga, as frequências 
aumentam com o número de onda circunferencial n, mas, à medida que q ̅ aumenta, há uma 
mudança na sequência dos modos de vibração, e a frequência natural mais baixa passa a 
ser associada a n = 3, pois para o valor adotado de K ̅

r, este é o número de ondas do modo 
crítico.

Para K ̅
r=500 (Figura 7c), o número de semiondas associado à frequência 

fundamental cresce com a carga axial compressiva, sendo que a frequência associada a 
n=5 é a primeira a se tornar nula, concordando com o modo crítico para este valor de K ̅

r. 
Nota-se neste caso várias intercessões das curvas em torno de K ̅

r=30, o que pode levar 
a diversos problemas de ressonância, incluindo ressonância interna e interação modal. 
Entretanto, estes fenômenos só podem ser estudados através de uma formulação dinâmica 
não linear.

Para K ̅
r=1000 (Figura 7d), este problema se torna mais evidente, com o número de 

ondas associado à menor frequência crescendo rapidamente em um pequeno intervalo de 
q ̅.
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Figura 7: Variação das quatro frequências naturais mais baixas do anel com a pressão aplicada q̅ para 
valores selecionados de ondas circunferenciais n com rigidezes de fundação K̅

r = 10, 100, 500 e 1000 e 
Kg̅ = 0 para a/h = 50.

Portanto, a sequência de modos de vibração em anéis carregados muda com a 
carga aplicada e os parâmetros de rigidez da fundação.

4 |  CONCLUSÕES
A formulação variacional para a resposta dinâmica de um anel ou casca cilíndrica 

longa (tubulação) sob pressão hidrostática apoiada em uma fundação de Pasternak é 
apresentada neste estudo e soluções de forma fechada são deduzidas para a carga crítica, 
frequências naturais e relação carga-frequência. Os resultados de uma análise paramétrica 
detalhada mostram a influência da carga aplicada e dos dois parâmetros de rigidez da 
fundação de Pasternak nas características de flambagem e vibração do anel. A fundação 
Pasternak constitui uma alternativa atraente à fundação de Winkler no que diz respeito à 
maior flexibilidade do modelo simples de 2 parâmetros.
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