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APRESENTACAO

O desenvolvimento socioecondmico do Pais estd assentado primordialmente na
inovacdo baseada no seu desenvolvimento cientifico e tecnologico.

E notado, principalmente nos Gltimos anos, que ha grande necessidade de
fortalecimento e expansdo da capacidade de pesquisa e de inovagdo, bem como o
aprimoramento dos conhecimentos ja adquiridos pela sociedade.

Neste contexto, o E-book “Ciéncias Exatas e da Terra: Conhecimentos Estratégicos
para o Desenvolvimento do Pais 2” foi composto por uma coletdnea de trabalhos
relacionados as Ciéncias Exatas e da Terra que contemplam os mais variados temas
ligados ao desenvolvimento.

Os 16 capitulos que constituem a presente obra, elaborados por pesquisadores de
diversas instituicbes de pesquisa, permitem aos leitores analisar e discutir assuntos tais
como: importancia das ondas eletromagnéticas e transmissdo na camada da ionosfera,
producéao de filmes de polimeros a partir de diferentes complexos para aplicagdo em células
solares, estudo de diferentes metodologias na caracterizagdo de material polimérico,
utilizacdo de modelagem numérica na investigacdo da dispersdo de plumas poluentes,
aplicacdo de malhas computacionais para a verificagdo do transporte de doencas de
plantas pelo ar, dentre outros assuntos de relevancia para as Ciéncias Exatas e da Terra.

O organizador e a Atena Editora agradecem aos autores e instituicbes envolvidas
nos trabalhos que compde a presente obra.

Por fim, esperamos que este E-book possa proporcionar reflexdes significativas que
contribuam para o aprimoramento do conhecimento e desenvolvimento de novas pesquisas.

Boa leitura!

Francisco Odécio Sales
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RESUMO: Este estudo trabalhou com dois
sistemas modelados por equagdes nao-
lineares: um mecanico, o péndulo duplo, e
outro elétrico, o Circuito de Chua. A natureza
desse tipo de equacionamento torna o sistema,
computacionalmente, mais dificil de ser resolvido
em relacdo a um sistema linear como no
conjunto massa-mola-amortecedor. Assim, a
solugé@o do sistema se torna mais complexa de
ser analisada, pois surgem aspectos fisicos e
matematicos que diferenciam sistemas lineares e
néo lineares, como a sensibilidade as condicoes
iniciais, tornando-se assim os sistemas em
cadticos; multiplos pontos de equilibrio estavel
e multiplos modos de comportamento. Dessa
forma, existem outros métodos para analisar
sistemas como o péndulo duplo e o Circuito de
Chua como Diagrama de Bifurcagdo que mostra
o valor de um estado de equilibrio em fungéo
de um determinado parametro; o Expoente de
Lyapunov que indica o nivel de caoticidade
do sistema por meio de um valor numérico; as
Secdes de Poincaré que permitem a analise de
sistemas com mais de duas variaveis de estado;
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DINAMICO NAO LINEAR

Atratores Estranhos muito bem conhecidos
pela literatura utilizados para comparar com 0s
atratores obtidos; Constante de Feigembaum
valor universal referente a razdo da diferenca
entre bifurcagbes consecutivas em sistemas
caoticos de periodo dobrado a cada bifurcagéo;
Rota para o Caos: Observacdo do espacgo de
fases e da série de tempo de uma variavel de
estado com valores do parametro referente aos
pontos de bifurcagdo. O uso desses métodos
foram aplicados de maneira diferente para
cada sistema. O péndulo duplo foi simulado
no comego em condi¢cdes proximas as lineares
até em situagbes mais afastadas. O Circuito de
Chua foi analisado pela evolugéo da rota para o
caos observando simulacdes com os valores dos
pontos de bifurcagéo.

PALAVRAS-CHAVE: Sistemas nao-lineares;
péndulo duplo; Circuito de Chua; Sistemas
caoticos.

DEVELOPMENT OF TOOLS OF ANALYSIS
OF MECHANICAL AND ELECTRICAL
DEVICES WHOSE DISPLAY NONLINEAR
DYNAMICAL BEHAVIOR

ABSTRACT: This work studied two systems
modeled by nonlinear equations: a mechanical
one, the double pendulum, and an electric one,
Chua’s Circuit. The nature of this type of equation
makes the system, computationally, more
difficult to solve in relation to a linear system as
in the mass-spring-damper assembly. Thus, the
system solution has become more complex to be
analyzed, as there are physical and mathematical
characteristics that differentiate nonlinear and
linear systems, such as sensibility to the initial
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conditions, which makes systems chaotic; multiple stable equilibrium points and multiple
modes of behavior. Thus, there are a range of methods to analysis nonlinear systems such
as the Bifurcation Diagram which shows the value of an equilibrium state in function of a
chosen parameter; the Lyapunov Exponent which points out the chaoticity level of the system
by a numerical value; the Poincaré Section which allows the analysis of the systems with
more than two variable of state; Strange Attractor very well-known graphical structures used
to compare with the obtained attractors; Feigenbaum Constant: universal value referring to
the rate of the difference between consecutive bifurcations in chaotic systems that duplicate
at each bifurcation; Path to the Chaos: Plotting of the spaces phases and the times series
of a state variable with values of the parameter referring to the bifurcations points. The use
of these methods was applied in a different way to each system. The double pendulum was
simulated in the beginning with initial conditions near linear until to the more distant situations.
The Chua’s Circuit was analyzed by the evolution through the route to the chaos observing
simulations with the values of the bifurcation points.

KEYWORDS: Nonlinear systems; double pendulum; Chua’s Circuit; Chaotic System.

11 INTRODUGAO

Sistemas dindmicos podem ser descritos por equacdes diferenciais, tais como
equipamentos e dispositivos mecanicos, circuitos elétricos e sistemas de produgdo. A
descricdo matematica desses sistemas é exemplificada, muitas vezes, nos cursos de
engenharia, na forma de equacgdes diferenciais lineares e integraveis, como por exemplo
no sistema massa-mola-amortecedor. Entretanto, apesar da vasta aplicacédo de equagdes
diferenciais lineares, muitos sistemas fisicos sdo representados por equagdes ordinarias
nao lineares e nédo integraveis que ndo permitem simplificacdo da forma linearizada para
uma analise completa.

Esses sistemas s&o designados na literatura por sistemas caéticos-deterministicos,
pois possuem elevada sensibilidade as perturbagdes, isto é, apresentam drasticas mudancgas
na trajetéria de espaco de estados com uma mudanca infinitesimal das condi¢ées iniciais.
Assim, pode ser impossivel com o decorrer do tempo prever o comportamento desses
sistemas. Uma situacao dessa natureza pode ocorrer, por exemplo, em um corpo que viaja
pelo sistema solar, em varias situagées de dinamica dos fluidos e em sistemas elétricos.

Devido a essa complexidade, a analise desses sistemas cadbticos precisa ser feita
a partir da modelagem com o uso recursos computacionais avangcados e aprimorado
conhecimento em linguagem de programacéo, a fim de evitar erros e de realizar uma
andlise completa e bem-sucedida do sistema dinamico.

21 OBJETIVO

O objetivo desse presente trabalho consiste na analise dispositivos fisicos e elétricos,

representados por equacgdes diferenciais ordinarias nao-lineares e néo integraveis, ou seja,
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sistemas caoticos deterministicos. Isso, sendo feito através da implementagéo de métodos
computacionais adequados ao comportamento dos sistemas estudados.

Essa analise sera feita sobre dois dispositivos, o péndulo plano duplo e o circuito
de Chua. No primeiro sera possivel estudar como o caos age e evolui a medida que se
afasta das condigcbes de quase integrabilidade em um sistema de espaco de estados
quadrimensional. No segundo seréa possivel estudar a bifurcacdo, o surgimento de atratores
tipicos de um sistema néao linear dissipativo em um espaco de estados tridimensional e a
evolugao desse sistema em dire¢cdo a um estado cadtico.

Esses dois dispositivos sdo considerados autdbnomos, isto &, as equacgdes
diferenciais que os descrevem nao dependem explicitamente do tempo. Os codigos que
resolvem solugdes desses sistemas utilizardao a fungdo ode da linguagem Scilab® com um
passo de tempo 0,01 s exceto no programa da Secéo de Poincaré.

— diodo de
NR Chua

——C G

curva
caracteristica
do diodo de

Tiﬂ Chua
>y

(a) | (b) ‘

Figura 1 — Sistemas estudados: (a) Péndulo Duplo plano; (b) Circuito de Chua

31 METODOS DE ANALISE DE SISTEMAS NAO-LINEARES:

3.1 Diagrama de Bifurcacéo:

O diagrama de bifurcacao consiste, basicamente, em uma representagéo grafica de
um determinado estado, no eixo y, em relacdo a algum parametro de bifurcagéo, no eixo
X, que pode ser por exemplo a energia ou algum paréametro do sistema. O objetivo desse
tipo de representacdo € demonstrar a evolugéo da sensibilidade as condig¢des iniciais ao
longo de determinados valores do parametro escolhido. Nessa ferramenta de anélise, os
pontos de bifurcacao tornam-se explicitamente conhecidos ja que sdo pontos que mudam
a quantidade de estados a partir de certo valor do parametro formando a bifurcagédo no
grafico.

Em sistemas cadticos deterministicos, essa ferramenta possui um papel essencial,
pois consegue indicar, de certa forma, quéo cadtico € o sistema e em quais condicdes ele
pode ser considerado como tal, apresentando elevados pontos de bifurcacdo dependendo
da faixa de valores escolhida do parametro. Algo que ndo acontece em sistemas lineares,
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dos quais acontecem poucos pontos de bifurcagé@o e seu respectivo diagrama € bem mais
simples.

Associado a esse Diagrama, quando ha duplicacdo do periodo existe uma
caracteristica universal, a Constante de Feigenbaum. Ela é calculada pela razéo entre
a diferenca entre valores do eixo x dos pontos de bifurcacdo seguidos como mostra a
equacgao abaixo:

5. = = I (3.1)
" Ly — Iy
§ = lim &, = 4,6692016 (3.2)

Segue abaixo uma imagem, que exemplifica um diagrama de bifurcagdo com os

pontos utilizados para célculo da constante:

Figura 2 — Representacao esquematica do Diagrama de Bifurcacéo, referéncia [5]

3.2 Expoente de Lyapunov:

Um método que trata mais de saber se o sistema é ou nao caético através de um
valor numérico é o Expoente de Lyapunov. Introduzido pelo matematico russo Aleksandr
Lyapunov no final do século XIX. Trata-se de um nimero calculado pela seguinte expressao:

A = lim =¥, Inld;(t)] (3.3)

Sendo d, a separagéo de duas trajetorias proximas do sistema; geralmente utiliza-
se o valor maximo caso ele for max[A] > 0 o sistema pode ser cabtico; caso contrario ou
igual a zero o sistema néo sera caottico. Essa condigcdo é necessaria, porém nao suficiente.
Obviamente, quanto maior o valor de max[A] mais chance tem de o sistema ser mais

caotico que no caso de menores valores max[A].

3.3 Secdes de Poincaré:

Em sistemas fisicos com duas coordenadas livres a representacao da trajetoria do
espaco de fases torna-se bastante complicada, uma vez que esse tipo de sistema possui
quatro dimensdes, as coordenadas de posi¢do e suas respectivas derivadas no tempo. A

fim de minimizar esse problema, Henri Poincaré criou, no final do século XIX, as Se¢bes
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de Poincaré que, em sistemas conservativos, conseguem representar a trajetéria de um
espaco de fase dentre dois estados dos quatro existentes em um plano.

Esse método de representacao funciona a partir de um valor escolhido de energia
mecénica, que se mantém ao longo do tempo por se tratar de um modelo conservativo,
assim o sistema se reduz a trés dimensbes. Com esse espacgo tridimensional formado,
escolhe-se uma superficie em que representa o valor de algum estado. Por fim, os valores
sdo marcados no plano da secéo a partir do encontro entre as trajetorias para diferentes
condi¢des iniciais de mesma energia mecanica escolhida. Assim, 0s pontos representados
na secéo serdo aqueles que no mesmo instante o valor do estado escolhido é aquele fixado
anteriormente e o outro estado néo representado possuira valor positivo ou negativo. Como
mostra a figura abaixo:

V¢

T\
N
\_A _

Xy

X4

Figura 3 — Representacédo esquematica da confecgéo da Segdo de Poincaré, referéncia [2]

3.4 Atratores:

Em um sistema dindmico, um atrator € um conjunto de valores que o sistema
tende a evoluir independente das condi¢des iniciais, esses valores podem representar as
coordenas de um sistema fisico. Um atrator pode ser um ponto fixo, um ciclo limite, orbita
quasiperiddica, isto é, orbita que apresenta periodicidade irregular, ou atrator estranho.

Um atrator estranho ocorre quando diferengas infinitesimais nas condi¢des iniciais
geram perfis bastante distintos, esse tipo de atrator é tipico de sistemas caéticos. Além
disso, existem atratores estranhos bastante conhecidos pela literatura que podem ser
comparados com atratores produzidos na simulagdo de algum sistema. Segue abaixo
figuras de atratores estranhos conhecidos:

Ciéncias Exatas e da Terra: Conhecimentos Estratégicos para o Desenvolvimento do Pais 2 Capitulo 8 m



[4]
—18

Figura 5 — Atrator de Réssler, referéncia [2]

4|1 MODELAGEM DOS SISTEMAS

4.1 Péndulo duplo:

Aplicacdo da mecénica de Lagrange para o equacionamento. Como o sistema
possui duas dimensoes, entéo o sistema sera descrito por duas equagdes em 6 e ¢. Assim,
o sistema é descrito abaixo por:

Na coordenada 6:

§829 +% @Ricos(@-6) - % g1sen(p-0)¢? + %gsen9= 0 (4.1)
Na coordenada ¢:

i) 81(82+i—1) + %Ezzécos((p-e) +%822925en(np -8) + (%P,l +8,)gsenp =0 (4.2)
Circuito de Chua:

Aplicacdo da 1% e 22 Leis de Kirchhoff, uso de trés variaveis de estado e, portanto,
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trés equagdes nao-lineares, além do uso das relagdes: Ci—z =ie LZ—; = V. Ap6s uma
troca de variaveis o sistema fica equacionado da seguinte forma:
dx (4.3)
=k o
g7 = kay —x = f(x))
d
d—Z= k(x —y+2) (4.4)
dz 45
e = —kpy (*:9)
T
(4.6)

f(x) =bx + %(a—b){|x+ 1] —|x—=1[}

A funcéo f(x) refere-se ao diodo de Chua e é o responsavel pela néo linearidade do

modelo.

51 RESULTADOS

5.1 Péndulo duplo:

Os métodos utilizados para analisar o movimento do péndulo foram além de
simulacdes, as Secbes de Poincaré e estimativas para o expoente de Lyapunov. A
metodologia de andlise do péndulo duplo consistiu em fazer simulacbes de condicoes

proximas a linearidade quando ¢, =0 até ¢, = ¢,.
Simulagdes do modelo e Secdes de Poincaré:

Situagéo I - ¢, = ¢,/100:

Secio de Poincaré para E=0]

D(theta)/dt (rad/s)

Tempas)

Figura 6 — A esquerda simulagdo do modelo e & direita a Segdo de Poincaré com condigdo
préxima a linear.

Situagéo II- ¢,=2,/10:
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Segdo de Poincaré para E=-1]

Dasivada do bnguls thets om funghe da mps L]

! | -

OThetasit rathd
D(theta)/dt (rad/s)

e 1 2 3 4 8 e ¥ ® & W I 4 0 W R W

2 o 2
Tempa 0 Theta (rad)
Figura 7 — A esquerda simulagdo do modelo e & direita a Segdo de Poincaré com condigéo

mais distante da linear.

Situagéo Ill- 2,=2,:

Aingula theta am fungB do tempo

Segio de Poincaré para E=-4.0|

T s o

S i ! : * 7 Theta(rad) |

Figura 8 — A esquerda simulagdo do modelo e & direita a Segdo de Poincaré com condigdo
mais distante da linear.

Estimativas do Expoente de Lyapunov:
Como mencionado na referéncia [10]:
Ax(t)~ Ax(to)est (5.1)

Sendo Ax(t) a diferenga entre dois valores de uma determinada variavel de estado
de trajetorias distintas.
1 (ﬁx(t) ) (5.2)

"\ ax(t,)
t

Dessaforma, a sensibilidade as condi¢des iniciais pode ser estimada em determinado
sistema, uma vez que quanto mais afastado for o valor a de zero mais sensivel € o sistema.
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De forma analoga ao Expoente de Lyapunov, faz-se um somatério desses valores, o que é
interessante, uma vez que valores de Ax se alteram em rela¢do ao tempo.

Assim, pode-se criar um codigo que analisa o valor de alfa para diferentes condicoes
do péndulo duplo cada uma com diferentes comprimentos, 2,. A finalidade disso sera de
analisar condigédo préxima de uma situacgéo linear ndo cadtica até as mais afastadas.

O célculo é feito da seguinte forma: executa-se duas vezes a fun¢do do péndulo
duplo com valores iniciais diferentes, porém muito proximos; apos isso, define-se:

5.3
Ax = J(§01 — @)%+ (6, —6,)° (5:3)
Sendo ¢.e 68, posi¢cbes de uma condigéo inicial e ¢, e 6, de outra condigéo inicial
em determinado instante; define-se um vetor tempo que selecionara os valores de alfa que
fardo parte do somatério.
Ax(t)) =0.05 rad; Condigdes iniciais: yO1 = [r/30; 0; 1/30; 0] e y02 = [/30; O;

/30+0.05; 0]
2, a
0 0,2135744
0,001¢, 0,3182738
0,012, 2,3571222
0,1¢, 2,3912903
e, 3,3943712

Os resultados deram de acordo com o esperado. Valores mais altos de o para
situacdes mais afastadas das condigbes lineares indicando maior probabilidade da
presenca de movimento caotico.

5.2 Circuito de Chua

Segundo a literatura a respeito sobre o Circuito de Chua, o periodo do Ciclo limite
dobra-se a cada ponto de bifurcacédo, o que permite o calculo da Constante de Feigenbaum
e uma observacao da rota para Caos desde do Ciclo limite de periodo-1 até o surgimento
de atratores estranhos.

Assim, iniciando de um Ciclo Limite de periodo-1, como nos valores dos parametros
dados pelo grafico I, torna-se interessante fazer um Diagrama de Bifurcacdo em que se
varia o valor de a com valor inicial de 7,9 até 9, com passo de 0,005, e observa-se quais
s&o os valores de maximo local de x, com as mesmas condi¢des iniciais das do gréafico | do
Circuito de Chua adimensional.

Segue abaixo o Diagrama de Bifurcacao:
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Diagrama de Bifurcagdo do Circuito de Chua adimensional

)

Figura 9 - Diagrama de Bifurcag¢éo do Circuito de Chua adimensional.

O programa foi executado na resolugdo da fungéo ode com um intervalo de tempo

de 0 a 100 segundos com passo de 0.01 s.

Observando os pontos de bifurcagdo nas seguintes imagens:

Diagrama de Bifurcag3o do Gircuits de Ghua adimensional

218
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Figura 10 - Imagem ampliada do Diagrama de Bifurcagdo mostrando a primeira bifurcagéo
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Diagrama de Bifurcagdo do Cireuite de Chua adimensional
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Figura 11 - Imagem ampliada do Diagrama de Bifurcagdo mostrando a segunda e terceira
bifurcacgao.

Assim, depreende-se trés pontos de Bifurcagéo, B, = 8,135, B, = 8,39 e B, = 8,445.
Dessa forma, estima-se o valor de &, com a equagéo (3.1) e compara-se com o valor da
equacao (3.2):

By—Bn_ B,-B
dn = 22— paran=2tem-se 8, = —— = 4,6363636
Bn4+1—Bn B3—B;
o, < Desvio
4,6363636 4,6692016 0,7 %

Realizando testes com valores de a iguais aos pontos de bifurcacéo nédo alterando
outros valores chega-se aos seguintes graficos do Circuito de Chua adimensional e da
série de tempo:

Circuits de Chua adimensisnal

Sire de tempe de xy

B
h

Tempe i)

Figura 12 - Rota para o Caos para o = 8,135: a esquerda o espaco de fases e a direita a série
de tempo de x.
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Série de tempo de x{t)
Circuita de Chua adimensional 24

t)

T
o 10 20 30 L 50 80 70 80 o0 100

Tempo (s)

Figura 13 - Rota para o Caos para o = 8,39: a esquerda o espago de fases e a direita a série de
tempo de x.

Citeults de Chua adimensional Sirie du tempo e xit)

Figura 14 - Rota para o Caos para o = 8,445: a esquerda o espaco de fases e a direita a série
de tempo de x.

Circuito de Chua adimensional
Skile de tempa de x(t)

Tempo (s)

04 285

Figura 15 - Rota para o Caos para o = 8,6: a esquerda o espaco de fases e a direita a série de
tempo de x.

Ciéncias Exatas e da Terra: Conhecimentos Estratégicos para o Desenvolvimento do Pais 2 Capitulo 8




Sirie de tempo de (8

Circuito de Chua adimensional

Temus (s

Figura 16 - Rota para o Caos para o = 9: a esquerda o espaco de fases e a direita a série de
tempo de x.

Na figura 16, nota-se a presenca do Atrator Estranho do tipo ‘Double-Scroll’.
Referéncia [9]

61 CONCLUSAO

Com a confecgéo deste presente trabalho e dos resultados obtidos é possivel
concluir que os codigos realizados foram suficientes para observar o que foi visto na
revisdo bibliografica.

No caso do péndulo duplo, é evidente a presenca de trés comportamentos
mostrados nas Sec¢bes de Poincaré, algo mais regular para valores de baixo comprimento
¢, avangando para certa irregularidade para valores de comprimento ¢, mais altos até
chegar em casos caobticos. Isso é evidenciado também nas estimativas para a sensibilidade
as condicgoes iniciais que de certa forma é analoga ao expoente de Lyapunov. O estudo
mostrou valores mais acima de zero a medida que se aumenta ¢, e se afasta das condigées
de integrabilidade indicando possivel movimento caotico, mas néao provando-o.

No caso do Circuito de Chua, assim como na literatura sobre o tema, foi percebido
uma rota em direcdo ao caos de duplicagdo do periodo pela realizagdo do Diagrama de
Bifurcagé@o na variagdo do parametro . Isso foi evidenciado apds a confecgé@o dos gréaficos
com o valor a igual aos pontos de Bifurcagdo, o que mostrou o aumento do nimero do
periodo do ciclo limite, e com o calculo da razdo (3.1) e posterior comparagdo com a
Constante de Feigenbaum (3.2), tendo o desvio de apenas 0,7%. Além disso, foi observado
também uma grande diversidade de atratores sendo aquelas estruturas mais complexas
como o Atrator Estranho com ‘Double-Scroll’ aparecendo, geralmente, em situacdes mais
cadticas com valores mais altos de a.

Apesar da congruéncia dos resultados, € preciso afirmar o forte gasto computacional
para encontrar solugdes na dindmica nao-linear. Especialmente no caso do péndulo duplo
em que um valor de energia pode ser gerado por diversas condi¢des iniciais, o que tornou
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o codigo que faz a Segao de Poincaré bastante demorado e incompleto ndo testando todas
as condicdes iniciais possiveis.

No caso do Circuito de Chua, foi percebido uma diferenca do nimero de pontos
plotados ao se fazer o diagrama de bifurcacdo com tempo maximo de 10 segundos com o
tempo de 100 segundos evidenciando a qualidade que deve ser feita o cédigo para uma
efetiva andlise do sistema. Logo, é possivel perceber que o programador deve buscar
algum equilibrio muitas vezes entre a qualidade da programacgao e o gasto computacional
gerado para analise de sistemas nao-lineares.
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