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APRESENTAÇÃO

A obra “Engenharia, Ciência e Tecnologia” aborda uma série de livros de publicação 
da Atena Editora. O volume IV apresenta, em seus 29 capítulos, conhecimentos 
relacionados a Modelagem, Análise e Simulação relacionadas à engenharia de 
produção nas áreas de Programação Matemática, Decisão Multicriterial e Teoria da 
Decisão e Teoria dos Jogos.

A área temática de Modelagem, Análise e Simulação trata de temas relevantes para 
a mecanismos que auxiliam na tomada de decisão, desde a modelagem e simulação até 
a análise dos resultados envolvendo assuntos relacionados a engenharia. As análises 
e aplicações de novos estudos proporciona que estudantes utilizem conhecimentos 
tanto teóricos quanto tácitos na área acadêmica ou no desempenho da função em 
alguma empresa.

Para atender os requisitos do mercado as organizações precisam levar em 
consideração a área de sustentabilidade e desenvolvimento sustentável, sejam eles 
do mercado ou do próprio ambiente interno, tornando-a mais competitiva e seguindo 
a legislação vigente.

Aos autores dos capítulos, ficam registrados os agradecimentos do Organizador 
e da Atena Editora, pela dedicação e empenho sem limites que tornaram realidade 
esta obra, que retrata os recentes avanços científicos do tema. 

Por fim, espero que esta obra venha a corroborar no desenvolvimento de 
novos conhecimentos de Modelagem, Análise e Simulação e auxilie os estudantes e 
pesquisadores na imersão em novas reflexões acerca dos tópicos relevantes na área 
de engenharia de produção.

 Boa leitura!

Luís Fernando Paulista Cotian
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CAPÍTULO 12

FLAMBAGEM LINEAR E NÃO-LINEAR UTILIZANDO UMA 
ANÁLISE NUMÉRICA PELO MÉTODO DOS ELEMENTOS 

FINITOS

Rodrigo Villaca Santos
Universidade Tecnológica Federal do Paraná 

(UTFPR), DAMEC 
Ponta Grossa – Paraná

Leticia Barizon Col Debella
Universidade Estadual de Ponta Grossa (UEPG), 

DENGE 
Ponta Grossa – Paraná

RESUMO: A flambagem pode ser considerada 
como uma falha devido à instabilidade estrutural. 
Em diversas aplicações de engenharia 
envolvendo principalmente elementos esbeltos, 
a falha por flambagem deve ser verificada. 
Neste contexto este trabalho apresenta um 
estudo do comportamento da pré-flambagem e 
da pós-flambagem, utilizando uma análise linear 
elástica e uma análise não-linear pelo método 
dos elementos finitos. O estudo foi aplicado 
a um exemplo numérico e como resultado foi 
observado que a análise linear de flambagem 
apresenta um resultado mais conservativo. Por 
outro lado utilizando a análise não-linear de 
flambagem têm-se um comportamento mais 
realístico dessa falha.   
PALAVRA-CHAVE: Flambagem, Método dos 
Elementos Finitos, Falha.

ABSTRACT: Buckling can be considered a 
failure due to structural instability. In several 

engineering applications involving mainly 
slender elements, buckling failure must be 
verified. In this context, this work presents a 
study of the behavior of pre-buckling and post-
buckling using a linear elastic analysis and 
a nonlinear analysis using the finite element 
method. The study was applied to a numerical 
example and as a result it was observed that 
the linear analysis of buckling presents a more 
conservative result. On the other hand, using 
non-linear buckling analysis, a more realistic 
behavior of this failure is observed.
KEYWORDS: Buckling, Finite Element Method, 
Failure.

1 |  INTRODUÇÃO

A flambagem é uma das formas de falha 
dos materiais devido à instabilidade estrutural 
causada por um carregamento compressivo. 
Quando esse carregamento torna-se crítico 
(situação instável) observam-se grandes 
deslocamentos na direção transversal da 
estrutura, sem praticamente ocorrer aumento 
no incremento da carga. Existem duas formas 
de flambagem: a global, quando ocorre na 
estrutura inteira, ou local, quando fica restrita 
a uma parte do material (POPOV, 1978; 
TIMOSHENKO, GERE, 2009). Assim, em geral, 
o fenômeno da flambagem é o mecanismo de 
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falha dominante em estruturas esbeltas (cujo comprimento é muito maior do que a 
menor dimensão transversal), fato esse predominante em projetos estruturais que 
necessitam, por exemplo, de uma redução de peso, o que tem por consequência, 
muitas vezes, deixar as estruturas mais esbeltas.

O objetivo desse trabalho é verifi car, por meio de um exemplo numérico, o 
comportamento da pré-fl ambagem e da pós-fl ambagem, utilizando uma análise 
linear elástica e uma análise não-linear pelo método dos elementos fi nitos. Esse 
comportamento será verifi cado através de um gráfi co deslocamento versus incremento 
de força, onde também será obtida a carga crítica da coluna em análise.

2 |  MÉTODO

A representação do comportamento da coluna devido à fl ambagem e os valores 
das cargas críticas foram obtidos através de um problema de autovalor (AVELINO, 
2012; COOK et al., 1989), para a fl ambagem linear, e pelo método de Newton-Raphson, 
utilizando um controle de deslocamento, para a fl ambagem não-linear.

O problema de autovalor é representado pela seguinte relação:

(1)

sendo K a matriz rigidez elástica, λi os autovalores correspondendo a carga 
crítica da coluna, KG a matriz de rigidez geométrica e Φi os vetores que defi nem a 
confi guração segundo o qual a estrutura instabiliza ou sofre fl ambagem.

O método de Newton-Raphson é aplicado buscando um equilíbrio entre as forças 
internas e externas da estrutura através da seguinte relação:

(2)

sendo F o vetor força, K a matriz rigidez elástica, KG a matriz de rigidez geométrica 
e Δ o vetor deslocamento. 

Neste trabalho a obtenção dos resultados para a fl ambagem linear e não-linear 
foram obtidos utilizando o software de elementos fi nitos Ansys.      

3 |  EXEMPLO NUMÉRICO

Para a avaliação desse estudo, foi utilizada uma coluna cilíndrica de alumínio com 
as seguintes dimensões: diâmetro d1 = 10 mm, diâmetro d2 = 9,90 mm e comprimento 
de L = 200 mm, conforme a fi gura 1. 
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Figura 1: Dimensões da área da seção transversal da coluna cilíndrica.

A liga de alumínio utilizada têm as seguintes propriedades: módulo de Young E 
= 71GPa, coeficiente de Poisson γ = 0,33, tensão de escoamento σesc = 280 MPa. E 
para a análise não-linear foi utilizado um encruamento isotrópico bi-linear com módulo 
de encruamento H = 90 MPa.

E, a flambagem, em ambas as análises, foi calculada para uma coluna cilíndrica 
com condições de contorno livre e engastada em suas extremidades superior e inferior, 
respectivamente. Para essa condição, o fator de correção do comprimento efetivo da 
coluna K tem o valor igual a 2 (POPOV, 1978).
 

4 |  AVALIAÇÃO DOS RESULTADOS

A figura 2 mostra uma parte da coluna cilíndrica utilizada nesse trabalho. 
Nessa figura observa-se a malha de elementos finitos utilizada, com elementos 
predominantemente hexaédricos.

Figura 2: Malha de elementos finitos predominantemente hexaédrica.

Assim, devido à aplicação da carga de compressão, a coluna sofre flambagem 
conforme mostra a figura 3. 
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Figura 3: Comportamento da coluna devido à flambagem. Coluna livre-engastada em suas 
extremidades.

Como resultado, a figura 4 mostra o comportamento devido a análise linear, pré-
flambagem (antes da carga crítica), e devido a análise não-linear, pré e pós-flambagem. 
E os valores obtidos de carga crítica em relação à análise linear foi de 2082,8 N, e para 
a análise não-linear foi de 2067,7 N. Assim, têm-se uma discrepância de 0,73 % entre 
as análises. 

Figura 4: Gráfico deslocamento (mm) por força (N) para a flambagem linear e não-linear, 
representando a pré-flambagem e a pós-flambagem.

5 |  CONCLUSÕES

Neste trabalho apresentou-se através do cálculo do método dos elementos 
finitos um comparativo dos resultados obtidos para a flambagem utilização uma 
análise linear e não-linear. Por meio de um exemplo numérico, utilizando uma coluna 
cilíndrica, mostrou-se a divergência da obtenção do valor da carga crítica, bem como, 
do comportamento da flambagem obtido pelas duas análises.   
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Para a flambagem linear o resultado obtido do valor da carga crítica é superior 
em relação à flambagem não-linear, sendo esse resultado mais conservativo. Conclui-
se que com a utilização da análise linear, têm-se uma avaliação qualitativa dos 
resultados, pois não se obtém por essa análise o comportamento da coluna após a 
flambagem. E para a flambagem não-linear, têm-se o comportamento da coluna pré e 
pós-flambagem, ou seja, obtêm-se o comportamento da coluna mais realístico devido 
a carga de compressão.
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