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APRESENTAÇÃO

A obra “Engenharia, Ciência e Tecnologia” aborda uma série de livros de publicação 
da Atena Editora. O volume IV apresenta, em seus 29 capítulos, conhecimentos 
relacionados a Modelagem, Análise e Simulação relacionadas à engenharia de 
produção nas áreas de Programação Matemática, Decisão Multicriterial e Teoria da 
Decisão e Teoria dos Jogos.

A área temática de Modelagem, Análise e Simulação trata de temas relevantes para 
a mecanismos que auxiliam na tomada de decisão, desde a modelagem e simulação até 
a análise dos resultados envolvendo assuntos relacionados a engenharia. As análises 
e aplicações de novos estudos proporciona que estudantes utilizem conhecimentos 
tanto teóricos quanto tácitos na área acadêmica ou no desempenho da função em 
alguma empresa.

Para atender os requisitos do mercado as organizações precisam levar em 
consideração a área de sustentabilidade e desenvolvimento sustentável, sejam eles 
do mercado ou do próprio ambiente interno, tornando-a mais competitiva e seguindo 
a legislação vigente.

Aos autores dos capítulos, ficam registrados os agradecimentos do Organizador 
e da Atena Editora, pela dedicação e empenho sem limites que tornaram realidade 
esta obra, que retrata os recentes avanços científicos do tema. 

Por fim, espero que esta obra venha a corroborar no desenvolvimento de 
novos conhecimentos de Modelagem, Análise e Simulação e auxilie os estudantes e 
pesquisadores na imersão em novas reflexões acerca dos tópicos relevantes na área 
de engenharia de produção.

	 Boa leitura!

Luís Fernando Paulista Cotian
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CAPÍTULO 15

INFLUÊNCIA DA INÉRCIA A TORÇÃO NO MOMENTO FLETOR 
DE PLACAS MACIÇAS DE CONCRETO

Leticia Barizon Col Debella
Universidade Estadual de Ponta Grossa (UEPG), 

DENGE 
Ponta Grossa – Paraná

Rodrigo Villaca Santos
Universidade Tecnológica Federal do Paraná 

(UTFPR), DAMEC 
Ponta Grossa – Paraná

RESUMO: Para o estudo do comportamento de 
placas maciças, diversos modelos matemáticos 
têm sido propostos. Dentre os processos que 
possibilitam a consideração da estrutura no seu 
aspecto tridimensional, destaca-se o processo 
da analogia de grelha que tem como ideia 
principal a divisão das lajes em um número 
adequado de barras, onde as rigidezes à torção 
e à flexão da laje são concentradas nessas 
barras. Para avaliar a utilização do método, 
foram comparados em um modelo de placa 
maciça, os valores dos momentos fletores 
obtidos pela analogia de grelha utilizando 
o software SAP2000, testando diferentes 
hipóteses a respeito da influência da redução 
da rigidez a torção das barras. Assim, por 
meio desses comparativos, pode-se observar 
mudanças significativas nos valores dos 
momentos fletores, reforçando a validação e a 
importância desse estudo.
PALAVRA-CHAVE: Momentos Fletores, 

Analogia de Grelha, Placa Maciça.

ABSTRACT: For the study of the behavior of 
massive plates, several mathematical models 
have been proposed. Among the processes 
that allow the consideration of the structure 
in its three-dimensional aspect, we highlight 
the grillage analogy whose main idea is to 
divide the slabs into an adequate number of 
bars, where the rigidities to the torsion and the 
bending of the slab are concentrated in these 
bars. To evaluate the use of the method, the 
values ​​of the bending moments obtained by the 
grillage analogy using the SAP2000 software 
were compared in a solid plate model, testing 
different hypotheses regarding the influence of 
the reduction of the stiffness of the bars. Thus, 
through these comparatives, it is possible to 
observe significant changes in the values ​​of 
the bending moments, reinforcing the validation 
and the importance of this study.
KEYWORDS: Bending Moments, Grillage 
Analogy, Massive Plates.

1 | 	INTRODUÇÃO

A analogia de grelha é um método bastante 
usado para análise de placas, principalmente 
devido a sua facilidade de modelagem e 
compreensão. Outro método conhecido é a 
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teoria de Kirchhoff (TIMOSHENKO, KRIEGER, 1959), a qual descreve satisfatoriamente 
o comportamento de placas delgadas. No entanto, a analogia de grelha permite uma 
análise tridimensional e integrada entre todos os componentes da estrutura. 

O procedimento consiste em substituir a placa por uma malha equivalente de 
barras, onde a inércia à torção (J) e à fl exão (I) do elemento são concentradas nessas 
barras. 

Quando se tratam de peças maciças de concreto, é necessário que se leve em 
consideração uma característica peculiar do material, que é a fi ssuração devido a sua 
retração. Na modelagem computacional, uma forma de representar a perda de rigidez 
devido à fi ssuração é reduzir a inércia à torção das barras da grelha. 

Sendo assim, o objetivo desse trabalho é visualizar a infl uência nos momentos 
fl etores de uma placa maciça de concreto, quando se utilizam diferentes fatores 
de redução da inércia à torção, a fi m de representar de uma forma realística o 
comportamento estrutural da placa.

2 |  MÉTODO

Através do software SAP2000, foram calculados os momentos fl etores de uma 
placa maciça de concreto. Nesse modelo foram aplicadas diferentes reduções da 
inércia a torção nas barras da grelha. Essas inércias são calculadas pelo software, 
e os valores numéricos das reduções são introduzidos em cada caso. Segundo 
Stramandinoli (2003), não existe uma regra geral para o cálculo da inércia à torção. Foi 
constatado que o SAP2000 utiliza as fórmulas propostas por Gere e Weaver (1981) 
para esse cálculo, representadas por:

(1)

(2)

sendo J a inércia a torção, e a menor dimensão da seção do elemento e f a maior 
dimensão da seção. 

Neste trabalho as reduções à inércia a torção foram aplicadas segundo:
a) Süssekind (1987) que sugere adotar apenas 1/5 do valor dessa inércia, ou 

seja, 20% do seu valor.
b) NBR 6118/2014 (2014), no item 14.7.6.2 recomenda reduzir a inércia a torção 

para 15% do seu valor.
c) Hambly (1976) propõe que se use a relação de J = 2I, ou seja, a inércia a torção 

seja o dobro da inércia a fl exão. Para o caso de uma grelha de 40x40 centímetros, 
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é necessário que se reduza a 59% a inércia a torção, para que a relação J = 2I seja 
atendida. 

Ainda, para efeitos de comparação, foi modelada uma placa sem nenhuma 
redução da inércia.

      

3 | 	EXEMPLO NUMÉRICO

Neste estudo foi utilizada uma placa maciça de concreto, quadrada, com 4 
metros de lado, espessura de 10 centímetros, apoiada sobre vigas de seção 12x30 
centímetros, e considerada engastada em duas bordas adjacentes. A figura 1 mostra 
a placa e a grelha equivalente com suas dimensões, com barras espaçadas a cada 40 
centímetros. 

	   

Figura 1: placa maciça e sua grelha equivalente espaçada em 40 centímetros, de lado 400 
centímetros.

O concreto utilizado possui as seguintes propriedades: resistência a compressão 
característica (fck) 25 MPa, coeficiente de Poisson ν = 0,2, módulo de elasticidade E 
= 25 GPa. Cada barra da grelha possui uma seção de 40x10 centímetros, devido ao 
espaçamento e a espessura da placa. Uma carga de 750 kgf/m² foi atribuída à placa, 
e por área de influência, cada barra da recebe 150 kgf/m.

4 | 	ANÁLISE DOS RESULTADOS

A tabela 1 mostra um comparativo dos resultados dos momentos fletores em “x” 
(Mx) e em “y” (My), positivos e negativos, com suas respectivas reduções da inércia a 
torção, e ainda o valor do momento torsor (Mt) para enfatizar a teoria envolvida.
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S/ REDUÇ ÃO HA M BLY SÜSSEK IND NBR 6118

J=100%
J=2I                  

J=59%
J=20% J=15%

M x+=M y+ 
(kgf.m/m)

274 313 426 444

M x-=M y- 
(kgf.m/m)

751 808 937 954

M t 
(kgf.m/m)

360 270 127 97

Tabela 1: Momentos fletores (Mx e My) e momento torsor (Mt), referentes as reduções da 
inércia a torção.

Com base nos resultados obtidos, expostos na tabela 1, verificou-se que quando 
a analogia de grelha é aplicada a uma placa maciça de concreto sem redução da 
inércia a torção, o valor do momento torsor é máximo. Essa relação implica que há 
uma descontinuidade na distribuição de momento fletor na placa. À medida que a 
inércia a torção sofre redução, o valor do momento torsor diminui, e o momento fletor 
aumenta, atenuando essa descontinuidade.

As figuras 2 e 3 evidenciam a descontinuidade citada anteriormente para dois 
casos específicos. Na figura 2 a placa encontra-se sem redução da inércia a torção, 
e em seguida, na figura 3, com a inércia reduzida a 15% do seu valor total, conforme 
a NBR 6118. Percebe-se, analisando as figuras, que quanto mais reduzida à inércia a 
torção, mais atenuado o gráfico fica.

Figura 2: diagrama de momento fletor da laje sem redução da rigidez torção, e a 
descontinuidade nos nós das barras provocada pelo momento torsor.
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Figura 3: diagrama de momento fletor da laje com 15% da rigidez a torção, segundo a NBR 
6118, e a descontinuidade nos nós das barras mais atenuada.

5 | 	CONCLUSÕES

O presente trabalho buscou avaliar a influência da inércia a torção nos valores 
de momento fletor de uma placa maciça de concreto. Para isso, a placa foi modelada 
computacionalmente pelo método da analogia de grelha. Foram testadas hipóteses a 
respeito da redução da inércia a torção, e os valores obtidos de momento fletor foram 
ser comparados. 

Analisando os dados obtidos, percebe-se que os valores de reduções da inércia a 
torção modelados nesse trabalho, resultam em uma divergência significativa na ordem 
de grandeza dos momentos fletores da placa. No caso do momento fletor positivo, a 
diferença entre os resultados com 15% do valor total da rigidez, conforme a NBR 6118, 
e sem nenhuma redução, chega a 62%. 

Ainda em relação aos valores de momento fletor, pode-se inferir que em uma 
situação prática de modelagem, não considerar a diminuição da inércia a torção da 
placa vai contra a segurança, pois subestima os valores dos momentos fletores.

Portanto, considerar a redução da inércia a torção na modelagem computacional 
de placas maciças de concreto é uma forma coerente de se obter resultados condizentes 
com a realidade. Dessa forma, supõe-se que a região efetiva de concreto que irá ser 
solicitada aos esforços de torção foi reduzida. Ainda, dentre os valores efetivos dessa 
redução, testados no presente trabalho, a adoção de 15% do valor total da inércia é 
uma consideração razoável na modelagem, pois além de atender a norma vigente 
NBR 6118, resultam em valores de momento fletor favoráveis à segurança estrutural.
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