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APRESENTAÇÃO

A obra “Engenharia, Ciência e Tecnologia” aborda uma série de livros de publicação 
da Atena Editora. O volume IV apresenta, em seus 29 capítulos, conhecimentos 
relacionados a Modelagem, Análise e Simulação relacionadas à engenharia de 
produção nas áreas de Programação Matemática, Decisão Multicriterial e Teoria da 
Decisão e Teoria dos Jogos.

A área temática de Modelagem, Análise e Simulação trata de temas relevantes para 
a mecanismos que auxiliam na tomada de decisão, desde a modelagem e simulação até 
a análise dos resultados envolvendo assuntos relacionados a engenharia. As análises 
e aplicações de novos estudos proporciona que estudantes utilizem conhecimentos 
tanto teóricos quanto tácitos na área acadêmica ou no desempenho da função em 
alguma empresa.

Para atender os requisitos do mercado as organizações precisam levar em 
consideração a área de sustentabilidade e desenvolvimento sustentável, sejam eles 
do mercado ou do próprio ambiente interno, tornando-a mais competitiva e seguindo 
a legislação vigente.

Aos autores dos capítulos, ficam registrados os agradecimentos do Organizador 
e da Atena Editora, pela dedicação e empenho sem limites que tornaram realidade 
esta obra, que retrata os recentes avanços científicos do tema. 

Por fim, espero que esta obra venha a corroborar no desenvolvimento de 
novos conhecimentos de Modelagem, Análise e Simulação e auxilie os estudantes e 
pesquisadores na imersão em novas reflexões acerca dos tópicos relevantes na área 
de engenharia de produção.

	 Boa leitura!

Luís Fernando Paulista Cotian
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CÁLCULO FRACIONÁRIO APLICADO À GENERALIZAÇÃO DA 
MODELAGEM MATEMÁTICA DA SECAGEM DE BAGAÇO 

DE UVA

CAPÍTULO 5

Amanda Peruzzo da Motta
Universidade Tecnológica Federal do Paraná - 

UTFPR
Francisco Beltrão – Paraná

Bruna de Souza Nascimento
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RESUMO: A secagem constitui uma operação 
unitária capaz de concentrar substâncias 
antioxidantes no bagaço de uva. A cinética 
de secagem de bagaço de uva foi modelada 
matematicamente por um modelo de ordem 
fracionária que melhorou o desempenho do 
modelo exponencial tradicional. Os parâmetros 
dos modelos analisados foram ajustados e os 
modelos validados para dados de umidade 
em função do tempo para três diferentes 
temperaturas de secagem. A generalização 

aumentou a capacidade descritiva do modelo 
significativamente. O cálculo fracionário permitiu 
estabelecer uma ligação formal entre o modelo 
de ordem fracionária e os modelos de Page e 
do tipo Weibull, tradicionalmente utilizados para 
a modelagem de processos de secagem.
PALAVRAS-CHAVE: Secagem. Modelagem. 
Uva. Cálculo Fracionário.

ABSTRACT: Drying is a unitary operation 
capable of concentrating antioxidant substances 
in grape marc. The drying kinetics of grape marc 
were mathematically modeled by a fractional 
order model that improved the performance of the 
traditional exponential model. The parameters 
of the analyzed models were adjusted and the 
models validated for moisture data as a function 
of time for three different drying temperatures. 
The generalization increased the descriptive 
capacity of the model significantly. The fractional 
calculation allowed to establish a formal link 
between the fractional order model and the 
Page and Weibull type models, traditionally 
used for the modeling of drying processes.
KEYWORDS: Drying. Modeling. Grape. 
Fractional Calculation.
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1 | 	INTRODUÇÃO

Em todo o mundo, são gerados milhões de toneladas de resíduos provenientes 
de atividades agroindustriais. No entanto a sua maior parte ainda é descartada sem 
tratamento, causando danos ao meio ambiente.

Dentre estes diversos resíduos, destacam-se aqui os provenientes das vinícolas. 
Estes são fontes ricas de compostos fenólicos (RUBILAR et al., 2007) e apresentam 
quantidade expressiva resultante do processamento, já que a soma deles, bagaço 
(cascas e sementes), engaço e a borra do processo fermentativo representam, em 
média, cerca de 30% do volume de uvas utilizadas para a produção vinícola (MAKRIS et 
al., 2007). Com isso, o setor pode ser visto como uma fonte promissora de substâncias 
bioativas naturais.

Além de suas características sensoriais atrativas, a uva tem despertado o 
interesse pela riqueza em componentes antioxidantes como as antocianinas. Estas 
são incluídas no grupo de pigmentos de ocorrência natural, entre os flavonóides, e são 
responsáveis pela enorme diversidade de cores das flores e dos frutos.

As antocianinas, em particular, são consideradas substâncias bioativas 
que ocorrem em pequenas quantidades nos alimentos e possuem potencial 
antioxidante, atuando como redutores de oxigênio singleto, na inibição das reações 
de oxidação lipídica e na quelação de metais. Além disso, apresentam uma ampla 
gama de propriedades farmacológicas, como antialergênicas, anti-arteriogênicas, 
antiinflamatórias, antimicrobianas, antitrombóticas e também efeitos cardioprotetores 
e vasodilatadores (PUUPPONEN-PIMIA et al., 2001).

As antocianinas estão presentes principalmente nas primeiras camadas de 
células da casca da uva, com exceção de poucas variedades cuja polpa também é 
pigmentada. Esses pigmentos possuem diferentes cores, em tons de azul, vermelho, 
rosa, violeta e púrpura, responsáveis pela cor do vinho tinto recém-elaborado, e de 
fácil extração por água (RANKINE, 1999). Esses componentes podem ser acentuados 
com a eliminação da água livre presente na uva, após a secagem do fruto no qual 
estava presente. 

A secagem é uma operação unitária tradicionalmente conhecida em que 
o conteúdo de umidade do material é reduzido por meio do contato íntimo com ar 
aquecido. Com a redução do excesso de umidade aumenta-se a vida útil do produto, 
reduz-se o volume e, consequentemente, facilita-se o manuseio e transporte. Além 
de promover estabilidade dos componentes químicos e proteger o produto contra a 
degradação enzimática oxidativa (PARK et al., 2001). A escolha do tipo de secagem 
a ser utilizado depende de fatores que englobam desde as características do material 
a ser desidratado até as propriedades do ar de secagem, com limites de temperatura 
adequados, de modo a evitar a degradação ou perda de compostos (PARK et al., 
2002). Caso contrário, o processo poderá reduzir a qualidade do composto ou até 
mesmo inviabilizar seu uso.
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A modelagem da cinética de secagem cumpre papel importante na condução 
deste processo uma vez que estabelece, de forma precisa, a relação da variação da 
umidade em função do tempo. Isto permite que o processo possa ser representado 
por uma equação matemática e, também, que sejam ajustados parâmetros que 
caracterizem a cinética em função de suas principais variáveis. Isto evita, por exemplo, 
o levantamento de dados experimentais de secagem sempre que se deseja analisar a 
secagem (DEFENDI et al., 2016; PINTO; LAGE, 2001).

O cálculo fracionário tem ganhado espaço em aplicações de engenharia, pois 
permite que os modelos de ordem fracionária contemplem comportamentos que o 
cálculo convencional não é capaz de captar (MACHADO; GALHANO; TRUJILLO, 
2014). Ele se torna uma ferramenta importante na modelagem da secagem de resíduos 
agrícolas, obtidos a partir do processamento de produtos alimentícios, uma vez que 
este processo pode se dar de forma anômala, ou seja, a transferência de massa pode 
não acontecer de acordo com abordagem tradicional da segunda lei de Fick da difusão 
(RAMÍREZ et al., 2017; SIMPSON et al., 2013). Em suma, as curvas de secagem de 
ou de resíduos provenientes de produtos alimentícios podem, muitas vezes, fugir do 
comportamento exponencial.

Neste contexto, o objetivo deste trabalho foi modelar o processo de secagem 
de bagaço de uva por um modelo exponencial, obtido pelo balanço de massa 
transiente da água que deixa o bagaço ao longo da secagem. O modelo obtido possui 
solução analítica conhecida na forma exponencial. Por meio do cálculo fracionário, 
generalizou-se o modelo exponencial, fazendo com que sua capacidade descritiva 
aumentasse significativamente. Os parâmetros dos modelos foram obtidos para três 
diferentes temperaturas de secagem. A abordagem apresentada possibilitou concluir 
que os modelos de Page e do tipo Weibull se tratam de casos particulares do modelo 
fracionário proposto.

2 | 	MATERIAIS E MÉTODOS

2.1 Dados Experimentais

O bagaço de uva, proveniente do processo de vinificação, foi fornecido por 
agricultores da cidade de Francisco Beltrão, localizada na região Sudoeste do Paraná, 
sendo o bagaço da uva proveniente do processo de vinificação.

Após a coleta do resíduo, este foi caracterizado quanto ao teor de umidade inicial 
pelo método gravimétrico e, em seguida, armazenado sob refrigeração, em pequenas 
porções hermeticamente fechadas, no Laboratório de Águas da UTFPR – Câmpus 
Francisco Beltrão/PR.

Para a realização dos experimentos as amostras do bagaço da uva foram 
previamente retiradas da refrigeração e mantidas em temperatura ambiente até atingir 
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equilíbrio térmico. Logo após, as amostras foram devidamente homogeneizadas, ou 
seja, foi necessário um processo manual de separação das sementes e dos engaços 
(parte do caule do cacho de uva) presentes nas amostras. Em seguida, o bagaço 
foi cortado em partes iguais, com auxílio de uma tesoura. Após a homogeneização, 
massas das amostras foram inseridas em placas de Petri de diâmetro de 9 cm e altura 
de 1,5 cm e submetidas ao processo de secagem em estufa de convecção forçada 
com circulação de ar da Marca: Solab, modelo: SL 102, nas temperaturas de 60, 80 e 
100°C.

Durante o processo de secagem as massas das amostras foram medidas 
em balança analítica da Marca: Marte, modelo AW220, em intervalos de tempo 
preestabelecidos, até atingirem massa constante. Todo o procedimento foi realizado 
em duplicata.

Considerou-se como umidade de equilíbrio (Meq) o valor de umidade constante, na 
região estacionária do processo de secagem (quando as taxas de secagem são muito 
baixas ou praticamente zero). Neste ponto, determinou-se a umidade de equilíbrio das 
amostras em estufa, com temperatura de (105 ± 3) °C por 24h, assim como feito para 
umidade inicial.

2.2 Modelagem Matemática

O primeiro modelo foi elaborado propondo-se um balanço de massa para umidade 
que deixa o bagaço de uva durante a secagem. A Equação 1 apresenta o balanço.

 (1)
Rearranjando a Equação 1, obtém-se o modelo resultante, juntamente com sua 

condição inicial, necessária para a solução da equação diferencial que defi ne a cinética 
de secagem

  (2)

  (3)

Sendo .
O modelo apresentado pelas Equações 2 e 3 possui solução analítica conhecida 

na forma:

   (4)

A generalização do modelo apresentado pelas Equações 2 e 3 pode ser feita por 
meio do cálculo fracionário. Isto é possível admitindo-se que a taxa de variação da 
umidade possui ordem arbitrária . Portanto:
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  (5)

  (6)

O modelo generalizado, apresentado pelas Equações 5 e 6 têm solução 
analítica conhecida, em função da função de Mittag-Leffl er (MITTAG-LEFFLER, 1903; 
PODLUBNY, 1999):

  (7)

Sendo Eɑ  a função de Mittag-Leffl er de ordem fracionária ou arbitrária ɑ , defi nida 
da seguinte forma:

  (8)

Esta função tem a seguinte propriedade:

  (9)

Então, esta abordagem pode ser considerada uma generalização do modelo 
original, afi nal, a função exponencial presente na Equação 4 é um caso particular da 
função mais geral defi nida pela função de Mittag-Leffl er.

2.2 Ajuste dos Parâmetros

Os parâmetros presentes nos modelos analisados neste trabalho foram ajustados 
pela minimização da função objetivo apresentada pela Equação 10. O método de 
Levenberg-Marquardt (LEVENBERG, 1944; MARQUARDT, 1963) foi utilizado para 
minimizar a função objetivo por meio do comando “nlinfi t”, do programa MATLAB®. O 
comando “nlparci”, também do programa MATLAB®, usa dados de saída do “nlinfi t” 
para o cálculo de intervalos de confi ança dos parâmetros ajustados.

  (10)

3 |  RESULTADOS E DISCUSSÃO

A Figura 1 apresenta os valores ajustados da constante cinética do modelo 
exponencial (KE) em função da temperatura. A Figura 2 apresenta os valores da 
constante cinética do modelo fracionário (KF)   e da ordem fracionária do modelo ɑ, 
também em função da temperatura. É possível observar que para ambos os modelos a 
constante cinética aumentou com a temperatura, sendo que para o modelo exponencial, 
a infl uência da temperatura foi mais signifi cativa, uma vez que os intervalos de 
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confi ança a 95% não apresentaram sobreposição. Foram obtidas ordens fracionárias 
estatisticamente equivalentes (devido à sobreposição dos intervalos de confi ança), 
com valores pouco acima de 1. Com isto, observou-se que a temperatura não alterou 
signifi cativamente a ordem fracionária do modelo representado pela Equação 7. Este 
comportamento era esperado, uma vez que se considerar o modelo defi nido pelo 
cálculo convencional (Equações 2 e 3), a ordem unitária da derivada não varia em 
função da temperatura. Optou-se, portanto, por se fazer o ajuste dos parâmetros para 
cada uma das temperaturas consideradas experimentalmente de forma independente, 
com intuito de confi rmar a equivalência estatística dos valores de  ɑ.

Figura 1 - Constante cinética do modelo exponencial em função da temperatura.

Figura 2 - Constante cinética do modelo fracionário (A) e ordem fracionária (B) em função da 
temperatura.

A Figura 3 apresenta a comparação dos dois modelos apresentado neste trabalho 
com dados experimentais de umidade do bagaço de uva em função da temperatura. É 
nítida a menor capacidade descritiva do modelo exponencial, principalmente na região 
passagem do estado transiente da secagem (altas taxas de transferência de massa) 
para o estado estacionário (taxas de transferência de massa praticamente nulas). O 



Engenharias, Ciência e Tecnologia 4 Capítulo 5 52

modelo exponencial também apresentou um pior desempenho na previsão dos valores 
de umidade na região estacionária do processo, principalmente para a temperatura de 
60°C.

Figura 3 - Comparação do modelo exponencial (A) e modelo fracionária (B) com dados 
experimentais.

A Tabela 1 apresenta os valores-p calculados pelo teste de Shapiro-Wilk a 95% de 
confi ança. Para que o teste seja bem sucedido, o valor-p calculado deve ser maior ou 
igual a 0,05. Com isto, é possível concluir que os resíduos se distribuem normalmente 
em torno da média igual a zero.

Modelo  Exponencial Modelo Fracionário
T (oC) valor-p valor-p

60 (0,0224) 0,596
80 0,257 0,818
100 0,359 0,283

Tabela 1 - Valores-p do teste de normalidade de Shapiro-Wilk.

Observa-se que para a temperatura de 60°C o teste falha para o modelo ex-
ponencial, indicando que não é possível afi rmar que os resíduos se distribuem nor-
malmente em torno da média igual a zero. Este resultado é desfavorável à qualidade 
de ajuste do modelo aos dados experimentais. O teste não falha para os resíduos do 
modelo exponencial nas temperaturas de 80°C e 100°C, embora visualmente o mo-
delo exponencial desvie dos dados em comparação ao modelo estacionário. O teste 
afi rma que os resíduos se distribuem normalmente em torno de zero para todas as 
temperaturas em relação ao modelo fracionário.

Com o objetivo de avaliar o afastamento de previsões entre ambos os modelos 
apresentados, calculou-se o desvio percentual entre eles em comparação com o 
modelo que apresentou o melhor desempenho (modelo fracionário), pela Equação 10.

  (11)
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A Figura 4 apresenta o resultado obtido pela Equação 10. Observa-se que o desvio 
entre a previsão de ambos os modelos foi da ordem de grandeza de aproximadamente 
250% para a temperatura de secagem de 100°C. O intervalo  é quando 
ocorre a transição entre o estado transiente e o estado estacionário do processo 
de secagem e foi nesta região em que ocorreram os maiores afastamentos entre 
as previsões dos modelos. Outra região onde o afastamento é signifi cativo entre os 
modelos é na previsão dos valores fi nais de umidade para os tempos experimentais 
considerados. Para os instantes iniciais os modelos apresentam desempenho similar, 
portanto, baixo desvio entre eles . 

Figura 4 - Desvio percentual entre o modelo fracionário e o modelo exponencial.

O modelo fracionário (Equação 7) pode ser analisado com base na propriedade 
apresentada pela Equação 9. Propõe-se que esta propriedade seja analisada não 
para ɑ  exatamente igual a 1, como apresentado pela Equação 9, mas para ɑ � 1. 
Desta forma, a função de Mittag-Leffl er resulta em . Portanto, o 
modelo fracionário (Equação 7) pode ser reescrito como:

  (12)

Mediante esta análise, é possível concluir que o modelo fracionário nada mais é 
do que o modelo clássico de Page (PAGE, 1949), apresentado pela Equação 13.

  (13)

Portanto, o modelo de Page pode ser entendido como um caso particular do 
modelo fracionário. O modelo de Page é largamente utilizado, pois ele tem a capacidade 
de se ajustar a curvas de secagem que não necessariamente se comportam de forma 
exponencial devido, principalmente, à presença da potência   no tempo. Assim, a 
abordagem fracionária auxilia na explicação da origem da variável tempo ser elevada 
a uma potência e apresenta explicitamente que o modelo de Page é originado, 
segundo a abordagem apresentada neste trabalho, de um balanço de massa. Este 
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fato permite estabelecer a natureza fenomenológica de um modelo que originalmente 
foi concebido de forma puramente empírica. Este resultado permite concluir, também, 
que as constantes cinéticas do modelo de Page e do modelo fracionário são iguais (KF  
=  KP).

Outro modelo que pode ser discutido nesta ótica é o modelo do tipo Weibull 
(CUNHA et al., 2001). Este modelo é apresentado pela Equação 14 e é largamente 
utilizado por fornecer bons ajustes para descrição de sistemas complexos de alta 
variabilidade.

  (14)

Sendo β um parâmetro de forma que representa um índice de comportamento e 
y um parâmetro escala, relacionado à taxa com a qual o processo ocorre. O parâmetro   
y  representa, também, o tempo para que 63,2% do processo de secagem se complete.

Analisando-se as Equações 12, 13 e 14, é possível estabelecer relações entre as 
constantes dos modelos da seguinte forma:

  (15)

  (16)

Este resultado permite relacionar as constantes cinéticas do modelo com o 
parâmetro y, que possui ligação com o grau de terminação do processo em termos de 
tempo.

4 |  CONCLUSÃO

O modelo generalizado proposto no presente trabalho permitiu o aumento da 
capacidade descritiva do modelo exponencial convencional. A utilização do cálculo 
fracionário fez com que o modelo se ajustasse melhor aos dados experimentais e 
possibilitou estabelecer a defi nição de modelos clássicos utilizados na modelagem 
da secagem, como os modelos de Page e do tipo Weibull, como casos particulares 
do modelo de ordem fracionária. Além de demonstrar que o modelo de Page pode 
ser obtido a partir de argumentos fenomenológicos, por meio de balanço de massa 
da umidade que deixa o bagaço de uva no processo de secagem. O maior desvio 
identifi cado ocorreu para a secagem na temperatura de 100°C (≈ 250%). O modelo 
exponencial se afastou dos dados experimentais de maneira acentuada na faixa de 
transição entre estado transiente e estacionário.
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