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APRESENTAÇÃO

A Pandemia do novo coronavírus pegou a todos de surpresa. De repente, ainda no 
início de 2020, tivemos que mudar as nossas rotinas de vida e profissional e nos adaptar 
a um “novo normal”, onde o distanciamento social foi posto enquanto a principal medida 
para barrar o contágio da doença. As escolas e universidades, por exemplo, na mão do 
que era posto pelas autoridades de saúde, precisaram repensar as suas atividades. Da 
lida diária, no que tange as questões educacionais, e das dificuldades de inclusão de todos 
nesse “novo normal”, o contexto pandêmico começa a escancarar um cenário de destrato 
que já existia antes mesmo da pandemia. Como destacou Silva (2021), esse período 
pandêmico só desvelou, por exemplo, o quanto a educação no Brasil é uma reprodutora 
de Desigualdades. 

E é nesse cenário de pandemia, movimentados por todas essas provocações que 
são postas, que os autores que participam dessa obra reúnem-se para organizar este 
livro. Apontar esse momento histórico vivido por todos é importante para destacar que 
temos demarcado elementos que podem implicar diretamente nos objetos de discussão 
dos textos e nos movimentos de escrita. Entender esse contexto é importante para o leitor. 
Esta obra reúne importantes trabalhos que tem como foco a Pesquisa em Matemática e 
seu processo de ensino e aprendizagem em salas de aula do Ensino Fundamental, Ensino 
Médio e Ensino Superior em tempos de Pandemia da COVID 19.

A importância deste livro está na excelência e variedade de abordagens, recursos e 
discussões teóricas e metodológicas acerca da Pesquisa Matemática em diversos níveis de 
ensino, decorrentes das experiências e vivências de seus autores no âmbito de pesquisas 
e práticas. Ressaltamos a presença forte de artigos de Matemática Pura, em especial na 
área de Análise matemática e equações diferencias.

Neste volume, concentra trabalhos que abordam sobre Análise Matemática, 
Matemática Aplicada, Matemática Computacional, formação inicial e continuada, currículo 
no ensino de matemática, estratégias de ensino para a educação básica, debates e 
reflexões essenciais para todo o processo educacional. Isto é, apresenta temas diversos e 
interessantes, de modo, a contribuir para o embasamento teórico e a prática pedagógica 
do professor que está em exercício ou não. Para os professores que estão em exercício, 
mais precisamente os professores que ensinam matemática, sem dúvida cada capítulo tem 
muito a contribuir para com sua prática de ensino, sendo possível conhecer numa dimensão 
geral ações curriculares acerca da educação básica e ensino superior,  entre outros. Para 
os professores que não estão em exercício por está em processo formativo ou tentando 
uma vaga para adentrar no chão da sala de aula, os trabalhos apresentam discussões 
sobre temáticas contemporâneas que colaboram para ter uma compreensão panorâmica 
do cenário atual da educação, ou melhor, com produções sobre BNCC e as tecnologias 



digitais, temáticas bastante mencionadas nos eventos nacionais e internacionais com 
pesquisadores de diferentes regiões e culturas. Por fim, que você possa se debruçar em 
cada capítulo e assim possa enriquecer seu aporte teórico e prática pedagógica. Desejo a 
todos os leitores, boas reflexões sobre os assuntos abordados, na expectativa de que essa 
coletânea contribua para suas pesquisas e práticas pedagógicas.

Francisco Odecio Sales
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RESUMO: Neste trabalho resolvemos 
numericamente a equação de transporte em 
domínio não homogêneo com condições de 
contorno semi-refletivas. A solução deste 
problema é obtida a partir de um problema 
equivalente em domínio homogêneo determinado 
através de uma mudança de variável aplicada 
ao problema original. A partir desse novo 
problema derivamos sua formulação integral, 
removemos as singularidades do operador e 
por fim discretizamos ele aplicando o método 
de Nyström. A fim de validar nossa metodologia 
nós simulamos um problema de transferência 

radiativa com albedo variando exponencialmente. 
Nossos resultados numéricos apresentaram a 
mesma precisão que os dados encontrados na 
literatura.
PALAVRAS-CHAVE: Equação do transporte, 
Domínio não homogêneo, Mudança de variável, 
Método de Nyström. 

SOLUTION OF THE TRANSPORT 
EQUATION IN A NON-HOMOGENEOUS 

DOMAIN
ABSTRACT: In this work, we solve numerically 
the transport equation for a non-homogeneous 
domain and semi-reflective boundary conditions. 
The solution of this problem is obtained from an 
equivalent problem in a homogeneous domain 
determined from a change of variable applied 
in the original problem. From this new problem 
we derive its integral formulation, we remove 
the singularities of the operator and finally we 
discretize it using the Nyström method. In order 
to validate our methodology we simulate a 
radiative transfer problem with albedo varying 
exponentially. Our numerical results presented 
the same accuracy as those data found in the 
literature.
KEYWORDS: Transport equation, Non-
homogeneous domain, Change of variable, 
Nyström method.

1 |  INTRODUÇÃO
A equação de transporte modela diversos 

fenômenos físicos envolvendo a distribuição de 
partículas como nêutrons e fótons. Por depender 
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de sete variáveis, existe apenas uma família restrita de soluções fechadas conhecidas. 
Isso tem motivado a busca por soluções aproximadas através do desenvolvimento de 
metodologias numéricas. Neste trabalho, exploramos a formulação integral desse problema 
e apresentamos resultados analíticos, dos quais extraímos um esquema numérico que 
empregamos para gerar soluções numéricas de boa qualidade. A equação integral é obtida 
a partir da integração da equação de transporte ao longo das linhas características.

Diversos grupo de pesquisa tem se debruçado sobre metodologias numéricas, tais 
como FN (GARCIA; SIEWERT, 1982), GFD (SAUTER et al., 2013), ADO (BARICHELLO; 
SIEWERT, 2001), SGF (DOMÍNGUEZ; BARROS, 2007) e Nyström. O método de Nyström, 
que será empregado no desenvolvimento deste trabalho, consiste em aproximar os 
operadores integrais em um espaço de dimensão finita através de uma quadratura 
numérica resultando em um sistema de equações algébricas para o fluxo escalar. Este 
método tem sido aplicado com sucesso na solução numérica da equação de transporte 
para diferentes geometrias (DALMOLIN et al., 2017; AZEVEDO et al., 2018; LAZZARI et al., 
2019; SAUTER et al., 2019). O fluxo angular pode ser recuperado através do fluxo angular 
pelo método das características.

Neste trabalho nós desenvolvemos uma solução numérica para o problema de 
transporte em domínio não homogêneo. Nós aplicamos inicialmente uma mudança da 
variável no problema original a fim de obter um problema equivalente no meio homogêneo, 
na sequência derivamos a formulação integral desse novo problema e removemos as 
singularidades dos operadores. Por fim, nós utilizamos o método de Nyström para aproximar 
os operadores e definir um sistema o fluxo escalar.

A formulação matemática considerada aqui é dada por,

               

(1)

onde Ψ (x, µ) é o fluxo angular de partículas, 0 ≤ x ≤ L é a variável espacial e µ é 
o cosseno do ângulo formado entre a direção de propagação das partículas e o eixo x. A 
função (S) representa o termo fonte, B0 e BL a contribuição da fronteira e 0 ≥ p0, pL ≤ 1 os 
coeficientes de reflexão. A função ơS(x) seção de choque de espalhamento, representa 
a probabilidade das partículas interagirem com o meio e mudarem de direção enquanto 
a seção de choque macroscópica total, ơt(x), representa a soma de todas as possíveis 
interação das partículas com o meio, como por exemplo, espalhamento, absorção e fissão. 
Neste contexto consideramos ơt(x) > ơS(x), ơt(x) > 0 e ơS(x) > 0.
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2 |  METODOLOGIA
Nesta seção apresentamos a nossa proposta metodológica para determinar a 

solução do problema de transporte. Iniciamos transformando o problema (1) que está 
definido no domínio não homogêneo, em um problema equivalente em meio homogêneo 
através de uma mudança de variável. Na sequência determinamos a formulação integral 
desse novo problema, removemos as singularidades do operador integral e discretizamos 
esse operador aplicando o método de Nyström.

A mudança de variável que propomos é dada pela função

                                         
(2)

e quando aplicada em  (1) obtemos o problema equivalente em meio homogêneo,

        
(3)

sujeito às condições de contorno dadas em (1).
Definido este novo problema, nós determinamos sua formulação integral a partir da 

definição para o fluxo escalar que é dada por

          
(4)

Os fluxos angulares  e  dados na equação (4), são determinados 
a partir da equação (3) escrita da seguinte forma

                            
(5)

onde . Considerando a solução desta equação podemos 
escrever o fluxo escalar (4) como a soma dos operadores Lg e Lb, ou seja,

                      
(6)

onde 
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Os operadores Lg e Lb são dados por 

  (7)

e

                                   (8)

com núcleo  dado por

         (9)

A função  apresenta uma singularidade quando  = y. Para removermos a 
singularidade vamos aplicar a técnica de subtração de singularidade e com isso a equação 
(6) fica da forma

   (10)

onde 
Por fim, aproximamos o operador integral da equação (10) utilizando o método de 

Nyström e avaliamos o fluxo escalar em cada ponto i da malha, ou seja,
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                               (11)

3 |  RESULTADOS NUMÉRICOS
Com o objetivo de verificar a eficiência da metodologia em determinar a solução 

do problema de transporte em domínio não homogêneo, nós simulamos um problema de 
transferência radiativa com albedo variando exponencialmente apresentado por Garcia e 
Siewert (GARCIA; SIEWERT, 1982). Neste trabalho os autores calculam os coeficientes A* 
e B*, os quais representam a relação da intensidade de radiação que saem dos extremos 
da placa, aplicando o método FN. 

Os parâmetros A* e B* são definidos da seguinte forma,

                             

(12)

e

                               
(13)

As distribuições de saída,  apresentadas em (12) e (13 ) são 
determinadas a partir do fluxo escalar pelas seguintes equações

 
(14)

e
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(15)

Para validar nossos resultados numéricos com os de Garcia e Siewert, (GARCIA; 
SIEWERT, 1982) nós consideramos p0(µ) = pL(µ) = BL(µ) = 0, BL(µ) = (µ - 0.9). S(x) = 
0,   ơt(x) = 1cm-1 e ơS(x) = e-x/s cm-1  com 0 < w0 ≤ 1 e s > 0. O algoritmo foi implementado 
em linguagem de programação C com o uso de rotinas da GNU scientific library e nas 
simulações nós consideramos a quadratura de Gauss-Legendre.  

Nas tabelas a seguir, nós apresentamos os resultados numéricos para os coeficientes 
A* e B* com w0 igual a 0.7, 0.9 e 1.0 e s variando entre 1 e 1000. Consideramos a solução 
para os domínios L=0.1cm, L=1.0cm, L=5.0cm e L=10.0cm.

w0 s FN N=101 N=201 N=401 N=801

0.7

1 0.330938E-1 0.330938E-1 0.330938E-1 0.330938E-1 0.330938E-1
10 0.346827E-1 0.346827E-1 0.346827E-1 0.346827E-1 0.346827E-1

100 0.348478E-1 0.348478E-1 0.348478E-1 0.348478E-1 0.348478E-1
1000 0.348644E-1 0.348644E-1 0.348644E-1 0.348644E-1 0.348644E-1

0.9

1 0.440808E-1 0.440807E-1 0.440808E-1 0.440808E-1 0.440808E-1
10 0.462818E-1 0.462818E-1 0.462818E-1 0.462818E-1 0.462818E-1

100 0.465110E-1 0.465110E-1 0.465110E-1 0.465110E-1 0.465110E-1
1000 0.465340E-1 0.465340E-1 0.465340E-1 0.465340E-1 0.465340E-1

1.0

1 0.498765E-1 0.498765E-1 0.498765E-1 0.498765E-1 0.498765E-1
10 0.524177E-1 0.524176E-1 0.524177E-1 0.524177E-1 0.524177E-1

100 0.526825E-1 0.526825E-1 0.526825E-1 0.526825E-1 0.526825E-1
1000 0.527091E-1 0.527091E-1 0.527091E-1 0.527091E-1 0.527091E-1

Tabela 1: Comparação dos resultados numéricos para o coeficiente A* em L=0.1cm com os 
resultados publicados em (GARCIA; SIEWERT, 1982).

Fonte: do autor.
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w0 s FN N=101 N=201 N=401 N=801

0.7

1 0.115005 0.115005 0.115005 0.115005 0.115005
10 0.168417 0.168417 0.168417 0.168417 0.168417

100 0.177022 0.177022 0.177022 0.177022 0.177022
1000 0.177937 0.177939 0.177937 0.177937 0.177937

0.9

1 0.166283 0.166283 0.166283 0.166283 0.166283
10 0.265719 0.265719 0.265719 0.265719 0.265719

100 0.284075 0.284075 0.284075 0.284075 0.284075
1000 0.286074 0.286074 0.286074 0.286074 0.286074

1.0

1 0.197101 0.197101 0.197101 0.197101 0.197101
10 0.334012 0.334012 0.334012 0.334012 0.334012

100 0.361677 0.361677 0.361677 0.361677 0.361677
1000 0.364743 0.364743 0.364743 0.364743 0.364743

Tabela 2: Comparação dos resultados numéricos para o coeficiente A* em L=1.0cm com os 
resultados publicados em (GARCIA; SIEWERT, 1982).

Fonte: do autor.

w0 s FN N=101 N=201 N=401 N=801

0.7

1 0.118853 0.118853 0.118853 0.118853 0.118853
10 0.196979 0.196979 0.196979 0.196979 0.196979

100 0.216745 0.216746 0.216745 0.216745 0.216745
1000 0.219185 0.219186 0.219185 0.219185 0.219185

0.9

1 0.172617 0.172617 0.172617 0.172617 0.172617
10 0.340243 0.340244 0.340243 0.340243 0.340243

100 0.414247 0.414248 0.414247 0.414247 0.414247
1000 0.426863 0.426861 0.426863 0.426863 0.426863

1.0

1 0.205174 0.205175 0.205174 0.205174 0.205174
10 0.466152 0.466154 0.466153 0.466153 0.466152

100 0.679431 0.679433 0.679431 0.679431 0.679431
1000 0.745105 0.745107 0.745105 0.745105 0.745105

Tabela 3: Comparação dos resultados numéricos para o coeficiente A* em L=5.0cm com os 
resultados publicados em (GARCIA; SIEWERT, 1982).

Fonte: do autor.
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w0 s FN N=101 N=201 N=401 N=801

0.7

1 0.118853 0.118854 0.118853 0.118853 0.118853
10 0.196985 0.196986 0.196985 0.196985 0.196985

100 0.216786 0.216787 0.216786 0.216786 0.216786
1000 0.219239 0.219240 0.219239 0.219239 0.219239

0.9

1 0.172617 0.172618 0.172617 0.172617 0.172617
10 0.340278 0.340282 0.340278 0.340278 0.340278

100 0.415321 0.415325 0.415321 0.415321 0.415321
1000 0.428844 0.428848 0.428845 0.428844 0.428844

1.0

1 0.205174 0.205177 0.205175 0.205174 0.205174
10 0.466262 0.466269 0.466263 0.466262 0.466262

100 0.698436 0.698447 0.698438 0.698436 0.698436
1000 0.828402 0.828412 0.828403 0.828402 0.828402

Tabela 4: Comparação dos resultados numéricos para o coeficiente A* em L=10.0cm com os 
resultados publicados em (GARCIA; SIEWERT, 1982).

Fonte: do autor.

w0 s FN N=101 N=201 N=401 N=801

0.7

1 0.927586 0.927586 0.927586 0.927586 0.927586
10 0.929322 0.929322 0.929322 0.929322 0.929322

100 0.29503 0.29503 0.29503 0.29503 0.29503
1000 0.929521 0.929521 0.929521 0.929521 0.929521

0.9

1 0.901829 0.901829 0.901829 0.901829 0.901829
10 0.938462 0.938462 0.938462 0.938462 0.938462

100 0.941112 0.941112 0.941112 0.941112 0.941112
1000 0.941137 0.941137 0.941137 0.941137 0.941137

1.0

1 0.944201 0.944201 0.944201 0.944201 0.944201
10 0.946967 0.946967 0.946967 0.946967 0.946967

100 0.947256 0.947256 0.947256 0.947256 0.947256
1000 0.947285 0.947285 0.947285 0.947285 0.947285

Tabela 5: Comparação dos resultados numéricos para o coeficiente B* em L=0.1cm com os 
resultados publicados em (GARCIA; SIEWERT, 1982).

Fonte: do autor.
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w0 s FN N=101 N=201 N=401 N=801

0.7

1 0.394446 0.394446 0.394446 0.394446 0.394446
10 0.457548 0.457548 0.457548 0.457548 0.457548

100 0.468911 0.468911 0.468911 0.468911 0.468911
1000 0.470135 0.470135 0.470135 0.470135 0.470135

0.9

1 0.424179 0.424179 0.424179 0.424179 0.424179
10 0.537932 0.537932 0.537932 0.537932 0.537932

100 0.561324 0.561324 0.561324 0.561324 0.561324
1000 0.56390 0.56390 0.56390 0.56390 0.56390

1.0

1 0.442193 0.442193 0.442193 0.442193 0.442193
10 0.596084 0.596084 0.596084 0.596084 0.596084

100 0.630603 0.630603 0.630603 0.630603 0.630603
1000 0.634477 0.634477 0.634477 0.634477 0.634477

Tabela 6: Comparação dos resultados numéricos para o coeficiente B* em L=1.0cm com os 
resultados publicados em (GARCIA; SIEWERT, 1982).

Fonte: do autor.

w0 s FN N=101 N=201 N=401 N=801

0.7

1 0.444660E-2 0.444660E-2 0.444660E-2 0.444660E-2 0.444660E-2
10 0.101850E-1 0.101849E-1 0.101850E-1 0.101850E-1 0.101850E-1

100 0.169413E-1 0.169412E-1 0.169413E-1 0.169413E-1 0.169413E-1
1000 0.182531E-1 0.182529E-1 0.182531E-1 0.182531E-1 0.182531E-1

0.9

1 0.470936E-2 0.470936E-2 0.470936E-2 0.470936E-2 0.470936E-2
10 0.187395E-1 0.187394E-1 0.187395E-1 0.187395E-1 0.187395E-1

100 0.554371E-1 0.554365E-1 0.554370E-1 0.554371E-1 0.554371E-1
1000 0.666423E-1 0.666415E-1 0.666422E-1 0.666423E-1 0.666423E-1

1.0

1 0.486873E-2 0.486873E-2 0.486873E-2 0.486873E-2 0.486873E-2
10 0.291545E-1 0.291543E-1 0.291545E-1 0.291545E-1 0.291545E-1

100 0.163099 0.163097 0.163098 0.163099 0.163099
1000 0.234432 0.234430 0.234432 0.234432 0.234432

Tabela 7: Comparação dos resultados numéricos para o coeficiente B* em L=5.0cm com os 
resultados publicados em (GARCIA; SIEWERT, 1982).

Fonte: do autor.
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w0 s FN N=101 N=201 N=401 N=801

0.7

1 0.169928E-4 0.169928E-4 0.169928E-4 0.169928E-4 0.169928E-4
10 0.515608E-4 0.515594E-4 0.515606E-4 0.515608E-4 0.515608E-4

100 0.210501E-3 0.210481E-3 0.210498E-3 0.210500E-3 0.210501E-3
1000 0.280169E-3 0.280139E-3 0.280165E-3 0.280168E-3 0.280169E-3

0.9

1 0.179231E-4 0.179232E-4 0.179231E-4 0.179231E-4 0.179231E-4
10 0.110683E-4 0.110683E-4 0.110683E-4 0.110683E-4 0.110683E-4

100 0.212273E-2 0.212238-2 0.212269E-2 0.212273E-2 0.212273E-2
1000 0.446877E-2 0.446800E-2 0.446867E-2 0.446876E-2 0.446877E-2

1.0

1 0.184882E-4 0.184882E-4 0.184882E-4 0.184882E-4 0.184882E-4
10 0.191149E-3 0.191135E-3 0.191147E-3 0.191149E-3 0.191149E-3

100 0.187701E-1 0.187673E-1 0.187698E-1 0.187701E-1 0.187701E-1
1000 0.102816 0.102806 0.102814 0.102815 0.102816

Tabela 8: Comparação dos resultados numéricos para o coeficiente B* em L=10.0cm  com os 
resultados publicados em (GARCIA; SIEWERT, 1982).

Fonte: do autor.

Nas tabelas de 1 a 8, nós apresentamos a comparação dos resultados numéricos 
para os coeficientes A* e B* obtidos pela metodologia proposta neste trabalho com os 
resultados apresentados no trabalho de Garcia e Siewert  (GARCIA; SIEWERT, 1982). 
Nossa metodologia se mostrou eficiente na determinação da solução do problema de 
transferência radiativa, cuja função albedo varia exponencialmente, apresentando a mesma 
precisão que os dados calculados por Garcia e Siewert (GARCIA; SIEWERT, 1982). Como 
já era esperado, quando maior o domínio considerado na simulação, mais pontos na malha 
são necessários para obter a convergência da solução. Nos casos cujo domínio é igual a 
L=0.1cm, obtemos 6 dígitos de precisão com apenas 101 pontos na malha enquanto que 
para domínios maiores, como L=10.0cm, foi necessário tomar N=801 pontos. 

4 |  CONCLUSÕES
Neste trabalho nós exploramos a solução numérica para o problema de transporte 

em domínio não homogêneo através de uma metodologia baseada no método de Nyström. 
O principal passo dessa metodologia é uma mudança de variáveis aplicada no problema 
original a fim de obter um problema equivalente em meio homogêneo e facilitar a solução 
do mesmo. O problema obtido recai em uma equação com núcleo singular e exige uma 
remoção de singularidade.

Como pode ser observado nos resultados numéricos, esta estratégia, aplicada 
juntamente com a técnica de remoção das singularidades do operador integral e a 
aproximação do mesmo pelo método de Nyström, apresentou um bom desempenho visto 
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que a solução calculada tem a mesma precisão que os dados obtidos por Garcia e Siewert  
(GARCIA; SIEWERT, 1982).
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