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APRESENTAÇÃO

A Pandemia do novo coronavírus pegou a todos de surpresa. De repente, ainda no 
início de 2020, tivemos que mudar as nossas rotinas de vida e profissional e nos adaptar 
a um “novo normal”, onde o distanciamento social foi posto enquanto a principal medida 
para barrar o contágio da doença. As escolas e universidades, por exemplo, na mão do 
que era posto pelas autoridades de saúde, precisaram repensar as suas atividades. Da 
lida diária, no que tange as questões educacionais, e das dificuldades de inclusão de todos 
nesse “novo normal”, o contexto pandêmico começa a escancarar um cenário de destrato 
que já existia antes mesmo da pandemia. Como destacou Silva (2021), esse período 
pandêmico só desvelou, por exemplo, o quanto a educação no Brasil é uma reprodutora 
de Desigualdades. 

E é nesse cenário de pandemia, movimentados por todas essas provocações que 
são postas, que os autores que participam dessa obra reúnem-se para organizar este 
livro. Apontar esse momento histórico vivido por todos é importante para destacar que 
temos demarcado elementos que podem implicar diretamente nos objetos de discussão 
dos textos e nos movimentos de escrita. Entender esse contexto é importante para o leitor. 
Esta obra reúne importantes trabalhos que tem como foco a Pesquisa em Matemática e 
seu processo de ensino e aprendizagem em salas de aula do Ensino Fundamental, Ensino 
Médio e Ensino Superior em tempos de Pandemia da COVID 19.

A importância deste livro está na excelência e variedade de abordagens, recursos e 
discussões teóricas e metodológicas acerca da Pesquisa Matemática em diversos níveis de 
ensino, decorrentes das experiências e vivências de seus autores no âmbito de pesquisas 
e práticas. Ressaltamos a presença forte de artigos de Matemática Pura, em especial na 
área de Análise matemática e equações diferencias.

Neste volume, concentra trabalhos que abordam sobre Análise Matemática, 
Matemática Aplicada, Matemática Computacional, formação inicial e continuada, currículo 
no ensino de matemática, estratégias de ensino para a educação básica, debates e 
reflexões essenciais para todo o processo educacional. Isto é, apresenta temas diversos e 
interessantes, de modo, a contribuir para o embasamento teórico e a prática pedagógica 
do professor que está em exercício ou não. Para os professores que estão em exercício, 
mais precisamente os professores que ensinam matemática, sem dúvida cada capítulo tem 
muito a contribuir para com sua prática de ensino, sendo possível conhecer numa dimensão 
geral ações curriculares acerca da educação básica e ensino superior,  entre outros. Para 
os professores que não estão em exercício por está em processo formativo ou tentando 
uma vaga para adentrar no chão da sala de aula, os trabalhos apresentam discussões 
sobre temáticas contemporâneas que colaboram para ter uma compreensão panorâmica 
do cenário atual da educação, ou melhor, com produções sobre BNCC e as tecnologias 



digitais, temáticas bastante mencionadas nos eventos nacionais e internacionais com 
pesquisadores de diferentes regiões e culturas. Por fim, que você possa se debruçar em 
cada capítulo e assim possa enriquecer seu aporte teórico e prática pedagógica. Desejo a 
todos os leitores, boas reflexões sobre os assuntos abordados, na expectativa de que essa 
coletânea contribua para suas pesquisas e práticas pedagógicas.

Francisco Odecio Sales
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RESUMO: As equações diferenciais são 
amplamente utilizadas em matemática e física, 
com destaque em aplicações de engenharia por 
serem usadas para modelar matematicamente 
diversos problemas em termodinâmica e 
mecânica dos sólidos e fluidos. Existem diferentes 
técnicas, nem sempre fáceis de serem aplicadas, 
para obter soluções para essas equações, 
podendo ser métodos analíticos (fornecem a 
solução exata), ou métodos numéricos (fornecem 
soluções aproximadas). Neste trabalho será 
apresentada a implementação de um programa 
computacional para obter soluções numéricas 
para as Equações da Condução de Calor e de 
Laplace, ambas equações diferenciais parciais, 
pelo método das diferenças finita. Foi utilizada 
a linguagem de programação aberta Python 

com o propósito de verificar a funcionalidade 
e versatilidade desta linguagem como uma 
alternativa a pacotes comerciais de código 
fechado. São apresentados resultados obtidos 
por meio da abordagem por solução iterativa 
(através de uma única equação iterativa, com 
erro relativo predefinido). Os resultados obtidos 
se mostraram satisfatórios para o propósito deste 
trabalho, uma vez que foi possível demonstrar 
a aplicabilidade dessa ferramenta gratuita 
e livremente disponível para estudantes de 
engenharia ou profissionais, na resolução dos 
problemas apresentados.
PALAVRAS-CHAVE: Métodos Numéricos, 
Equações Diferenciais, Método das Diferenças 
Finitas, Python.

NUMERICAL SOLUTION OF PARTIAL 
DIFFERENTIAL EQUATIONS THROUGH 
THE FINITE DIFFERENCES METHOD 

USING PYTHON
ABSTRACT: Differential equations are largely 
employed in physics and mathematics, 
being useful in engineering mainly due to 
their application in developing mathematical 
models and solving problems in the fields 
of thermodynamics and both solid and fluid 
mechanics. There are techniques, which are 
not always easy to implement, to solve such 
equations, these being analytical methods 
(that provide an exact solution) and numerical 
methods (that provide approximate solutions). 
In this project, the implementation of a computer 
program to obtain numerical solutions through the 
finite diferences method for the Heat and Laplace 
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equations, both partial diferencial equations, will be presented. The open-source programming 
language Python was used in order to verify its functionality and versatility as an alternative to 
closed-source, commercial tools. The results presented in this work are obtained through an 
iterative approach (by way of a single iterative equation, with pre-defined associated relative 
error), and they have shown to be satisfactory for the purpose of this research, since it was 
possible to demonstrate the applicability of this free-to-use instrument available to students 
and professionals, in solving these problems.
KEYWORDS: Numerical Methods, Differential Equations, Finite Differences Method, Python.

1 | 	INTRODUÇÃO
A busca por resolver problemas de engenharia cada vez maiores em complexidade 

gerou a necessidade de pesquisar, obter e testar soluções para modelos matemáticos 
de forma rápida e viáveis economicamente. Assim, considerando o fácil acesso a 
processadores cada vez mais rápidos e a computadores com grande capacidade de 
memória e armazenamento, os métodos numéricos se tornaram importantes ferramentas 
para resolução desses modelos matemáticos.

Para estudar e compreender esses fenômenos complexos e obter soluções de 
problemas práticos de engenharia, geralmente, métodos aproximados são considerados 
úteis e mais viáveis socioeconomicamente (ARAÚJO, 2017). A fim de estudar e aplicar 
métodos para equações diferenciais, buscando um melhor equilíbrio de custo e benefício, 
este trabalho apresenta o resultado de uma pesquisa e do desenvolvimento de programas 
para resolução numérica de problemas envolvendo as equações de Laplace:

                                                      (1)

e da condução de calor unidimensional:

                                                         (2)

Estas equações são equações diferenciais parciais de segunda ordem com 
duas variáveis e não-lineares, sendo a de Laplace, elíptica e a da condução de calor 
unidimensional, parabólica.

Estas equações possuem soluções analíticas conhecidas, porém o foco deste 
trabalho é a implementação da solução numérica delas na linguagem Python (VAN 
ROSSUM, 2011) pelo Método das Diferenças Finitas.

2 | 	METODOLOGIA
O método das diferenças finitas (MDF) é um método de resolução de equações 

diferenciais que se baseia na aproximação de derivadas por diferenças finitas. A fórmula 
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de aproximação obtém-se usando a função derivada da série de Taylor. Hoje, os MDFs 
são a abordagem dominante das soluções numéricas de equações diferenciais parciais 
(BURDEN, 2008).

2.1	 Método das Diferenças Finitas
O operador de diferenças finitas para derivada pode ser obtido a partir da série de 

Taylor para as seguintes funções:

                      (3)

e
                      (4)

onde h é um incremento constante na variável independente denominado passo.
Portanto, pode-se escrever qualquer derivada de formas distintas como diferenças 

finitas mais um termo de erro, obtido ao desprezar-se termos de ordem superior (CHAPRA, 
2016).

2.2	 MDF para a Equação de Laplace
Para solucionar a equação diferencial parcial elíptica (1), as derivadas parciais de 

segunda ordem são substituídas por diferenças centradas em um ponto:

                                       (5)

onde Ti,j é a temperatura no ponto da i-ésima linha e j-ésima coluna e Δx é o passo na 
coordenada x. Substituindo-se a Equação (5) aplicada nas coordenadas x e y na Equação 
(1) e agrupando os termos, obtemos uma equação que relaciona a temperatura de um 
ponto em função dos quatro nós ao seu redor:

                             (6)

Esta relação, válida para todos os pontos interiores da placa, é conhecida como 
equação de diferença de Laplace. Desta maneira, é desenvolvida uma malha com n x m 
nós com espaçamentos ∆x e ∆y nas coordenadas x e y respectivamente e, ao aplicar a 
Equação (6) juntamente com condições de contorno, é obtido um sistema linear com (n - 
2) x (m - 2) equações e (n - 2) x (m - 2) incógnitas (conforme ilustra a Figura 1), de modo 
que é possível solucioná-lo numericamente por métodos como eliminação de Gauss ou 
decomposição LU. Também é possível resolvê-lo utilizando-se uma relação iterativa para 
cada equação, o método de Gauss-Seidel, que consiste em isolar uma das variáveis de 
cada equação do sistema e iterar até os valores convergirem.



 Pesquisa como Princípio Educativo: O que podemos aprender com a Pesquisa em 
Matemática? Capítulo 9 95

Figura 1: Ilustração da malha para o MDF aplicado à Equação de Laplace. Vale ressaltar que a 
malha é tecnicamente adimensional. 

Fonte: dos autores.

2.3	 MDF para a Equação da Condução de Calor
Do mesmo modo que com a equação de Laplace, a equação da condução de calor 

pode ser resolvida substituindo-se as derivadas parciais por diferenças finitas. Entretanto, 
devemos agora considerar variações no tempo, bem como no espaço. Devido a isso, 
devemos tomar em consideração questões como a estabilidade.

A equação de condução de calor exige aproximações para a segunda derivada no 
espaço e para a primeira derivada no tempo. A primeira é representada da mesma maneira 
que na equação de Laplace, por uma diferença finita centrada:

                                          (7)

onde Ti
l representa a temperatura do i-ésimo elemento no l-ésimo instante de tempo. 

Uma diferença finita progressiva é usada para obter uma aproximação da derivada no 
tempo:

                                                  (8)

Substituindo estas equações na equação da condução de calor e reescrevendo, 
temos

                                (9)

sendo
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                                                    (10)

onde κ é a difusibilidade térmica do material. Essa equação é válida para todos os 
nós interiores da barra. Ela fornece um meio explícito de calcular a temperatura em cada 
nó em um instante futuro baseado na sua temperatura e na de seus vizinhos no instante 
atual, de forma iterativa. Nesse tipo de problema haverá duas condições de contorno 
(uma em cada extremidade da barra) e uma condição inicial, associada à distribuição de 
temperaturas no instante t = 0.

2.4	 Condições de Contorno na Derivada (Fluxo de Calor)
A implementação do fluxo de calor na direção longitudinal  é realizada com a 

construção de pontos auxiliares na malha, adjacentes aos contornos onde essa condição 
é prescrita, expandindo a dimensão da malha. A temperatura desse ponto será variada, 
de modo que a inclinação da curva de temperatura ao longo da coordenada seja mantida 
constante no ponto de condição de fluxo. Ao fim das iterações os contornos auxiliares são 
excluídos da visualização. A Figura 2 mostra o princípio dessa técnica.

Figura 2: Ilustração dos pontos auxiliares para condições na derivada. 

Fonte: dos autores.

A primeira derivada na dimensão x no lado esquerdo, por exemplo, pode ser 
aproximada pela diferença finita:

                                              (11)
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sendo a derivada  fornecida como condição de contorno, a temperatura T-1,i no 
ponto auxiliar é então determinada por:

                                          (12)

3 | 	RESULTADOS E DISCUSSÕES
Foram desenvolvidos programas para solucionar problemas envolvendo condução 

de calor em barras unidimensionais e placas bidimensionais. Os códigos dos programas 
desenvolvidos em Python poderão ser acessados on-line no GitHub mantido pelos autores 
no endereço: https://github.com/Pfmp-pedro/Solucoes-Numericas-para-EDPs-com-Python, 
e abaixo são mostradas as soluções de alguns exemplos.

3.1	 Equação de Laplace
Para a Equação de Laplace, é gerado um mapa de cores representando a distribuição 

de temperaturas em regime permanente de uma malha bidimensional, permitindo um 
número arbitrário de nós, dadas com 4 condições de contorno. Essas condições podem 
ser de temperaturas ou fluxos prescritos, onde os fluxos são as derivadas primeiras da 
temperatura:  nos contornos esquerdo e direito e  nos superior e inferior. A solução 
pode ser obtida tanto pelo método de solução de sistemas como pelo método iterativo, já 
que ambos foram implementados no caso da equação de Laplace. Na Figura 3, foi utilizada 
uma malha 70x70 com temperaturas de contorno 100ºC acima, 50ºC à direita, 0ºC abaixo 
e 75ºC à esquerda, e a solução foi realizada através do método iterativo estipulando-se um 
erro relativo percentual máximo de 0,01% entre as iterações.

  

Figura 3: (a) Mapa de cores gerado pela solução iterativa da distribuição de temperaturas em 
uma malha bidimensional 70x70. (b) Erro relativo entre a penúltima e a última iteração. 

Fonte: dos autores.

https://github.com/Pfmp-pedro/Solucoes-Numericas-para-EDPs-com-Python
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Já na Figura 4, é mostrado um exemplo de condição na derivada. A mesma placa 
é discretizada com o mesmo número de elementos e possui condições de contorno 
semelhantes à anterior exceto que, no contorno inferior, ao invés da temperatura, o fluxo 
de calor na direção y é prescrito como zero. Os resultados mostrados foram verificados e 
estão de acordo com os obtidos por Chapra (2016) (que usou malha com menos elementos) 
para os dois exemplos.

  

Figura 4: (a) Mapa de cores gerado pela solução iterativa da distribuição de temperaturas em 
uma malha bidimensional 70x70 com um valor de fluxo zero no lado inferior. (b) Erro relativo 

entre a penúltima e a última iteração. 

Fonte: dos autores.

A escolha da malha 70x70 foi feita principalmente devido ao tempo de execução 
(em um notebook de mercado, com especificações medianas), que mostrou ser muito mais 
demorado para uma malha 100x100, levando em torno de 40s de execução enquanto a 
malha 70x70 levou em torno de 15s, com diferença mínima entre os dois casos.

Nesse contexto, vale apontar o compromisso que sempre existe em qualquer 
solução numérica entre tempo de execução e qualidade do resultado, onde deve-se sempre 
analisar a viabilidade de se obter a solução em um domínio mais detalhado ou simplificar 
o problema, de modo obter resultados preliminares mais rapidamente, facilitando, por 
exemplo, a tomada de decisões em fases iniciais de um projeto de engenharia.

3.2	 Equação da Condução de Calor
Para a equação da condução do calor unidimensional, é obtida a variação da 

distribuição de temperatura ao longo de uma barra de um dado material em regime 
transiente com uma dada distribuição (condição) inicial de temperatura e condições de 
contorno nos lados esquerdo e direito, tais como as discutidas no caso da Equação de 
Laplace. Neste caso, por ser uma equação transiente, deve-se atentar à convergência e à 
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estabilidade da solução. Garantir a convergência significa que, quando ∆x e ∆t tendem a 
zero, a solução numérica se aproxima da solução real. Garantir a estabilidade significa que 
erros em qualquer estágio do cálculo não são amplificados, mas, sim, atenuados conforme 
as iterações progridem. Chapra (2016) comenta que o valor parâmetro λ na Equação 9 está 
diretamente ligado a esses aspectos e recomenda que, para se garantir a convergência e 
estabilidade da solução, este valor seja de λ ≤  para minimizar o erro de truncamento.

A Figura 5 mostra a solução obtida para uma barra de alumínio (κ = 0,835 cm²/s), 
com 10 cm de comprimento, e temperatura mantida a 100ºC no lado esquerdo e 50ºC 
do lado direito, com condição inicial de 0ºC em todos os outros pontos internos. A barra 
foi dividida em segmentos de 2 cm, o passo de tempo foi de Δt = 0,1s (resultando em λ 
= 0,021) e o tempo total simulado foi limitado a aproximadamente 12s. Novamente, os 
resultados estão de acordo com o exemplo mostrado por Chapra (2016).

Figura 5: Solução para a condução de calor transiente unidimensional. 

Fonte: dos autores.

4 | 	CONCLUSÕES
O método de diferenças finitas fornece uma boa base para iniciar o estudo de 

soluções numéricas de equações diferenciais e problemas de valores de contorno, e 
abre portas para o entendimento de métodos mais complexos, com maiores gamas de 
aplicações. Os programas desenvolvidos ainda apresentam limitações, neste trabalho por 
exemplo, para a equação de Laplace não foi inserida mais de uma condição de contorno 
de fluxo ao mesmo tempo, e para a equação de condução de calor não foi implementado 
esse tipo de condição.

Há mais equações que podem ser resolvidas via diferenças finitas, como a Equação 
da Onda, havendo, então, a possibilidade de aplicação do método a mais um tipo de 
problema.
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Como o estudo foi realizado usando a linguagem Python, fica demonstrada a sua 
utilidade como ferramenta de engenharia devido a sua simplicidade, acessibilidade e 
potencial. Como continuação deste trabalho, planeja-se disponibilizar online e com livre 
acesso, todos os programas produzidos juntamente com materiais explicativos do seu 
funcionamento e uso.
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